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Yorwort.

Die alten griechischen Geometer haben mehrere Aufgaben ge-
stellt, deren Bewiltigung erst in neuerer Zeit, etwa im Laufe des
vergangenen Jahrhunderts gelungen ist. Beispiele dafiir sind Fragen
itber die Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal, wie die Frage der
Winkeldrittelung und der ,Quadratur® des Kreises, dann die Unab-
hangigkeit des Parallelenaxioms und die damit zusammenhingenden
»Nicht-Euklidischen® Geometrien. Diese altberiihmten Fragestellungen
haben stets weit itber den engen Kreis der zinftigen Mathematiker
hinaus die Geister bewegt und zu einer Flut von Schriften Anlal
gegehen, die meist von den neueren Krgebnissen v6llig unberiihrt
geblieben sind. Zur Befriedigung dieses Wissensdranges und zur Ver-
hinderung weiterer nutzloser BeschieBung der lingst erstirmten
Festungen sind nun neuerdings mehrfach gemeinverstindliche wissen-
schaftliche Darstellungen solcher neuerer geometrischer Ergebnisse
erschienen.

Fir ein Gebiet dieser klassischen Probleme der Geometrie ist
indessen eine elementare Darstellung in einem Lehrbuch noch kaum
gegeben worden, nimlich fir den Beweis der sogenannten isopert-
metrischen® Iigenschaften von Kreis und Kugel: bei gegebenem Inhalt
kleinsten Umfang oder kleinste Oberfliche zu besitzen. Dabei ist diese
Betrachtung auch bei Nicht-Mathematikern sehr beliebt; man denke
nur an die tiefsinnigen Forschungen iiber die Kugelgestalt der Engel.
Die Ursache fiir das Fehlen eines derartigen Buches ist wohl die:
Man glaubte zu einer einwandfreien Beweisfiihrung wenigstens im
Falle der Kugel das schwere Riistzeug der in die Variationsrechnung
von WEIERSTRASS eingefiihrten Hilfsmittel nicht entbehren zu kdnnen.

Hier dst der Versuch unternommen, elementare Beweisansitze fur
die isoperimetrischen Probleme von JAKOB STEINER auszugestalten und
damit einen leichter gangbaren Weg zu bahnen zu wundervollen Lr-
gebnissen, die besonders mit den Namen H. A. ScEwarz, H. BRUNN
und H. MINKOWSKT verkniipft sind.

Fiir den Fall der ebenen Geometrie ist dieser Weg, die Er-
ginzung der bei StEinr fehlenden Existenzbeweise, schon von
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mehreren Geometern (F. Eprer, C. Cararaobory, E. Stupy) be-
schritten worden, der bei weitem anziehendere Fall der raumlichen
Geometrie diirfte hier zum erstenmal so behandelt sein. Wahrend
also die Methoden durchweg einigen Anspruch auf Neuheit erheben,
diirften auch die meisten Hrgebnisse des letzten (vierten) Teiles und
des Anhangs noch nicht bekannt sein. Es werden da Beitrage zur
,Differentialgeometrie im groBen% geliefert, die sich auf konveze
Kirper beziehen. Uberhaupt handelt der groBere Teil des Inhalts
von den verschiedenen Wendungen dieses so auBerordentlich frucht-
baren Begriffs ,konvex“, so daB man dem Buche auch den Titel
Hiber konvexe Korper¢ hitte voranstellen konnen.

Was die Porkenntnisse anlangt, die zum Verstindnis notwendig
sind, so habe ich versucht, den ersten Teil, der von der Minimum-
eigenschaft des Kreises handelt, mioglichst gemeinverstandlich zu
halten,. daB also dabei nichts ,Hoheres“ zur Anwendung kommt.
Fir das Folgende habe ich einige kleine Anleihen bei der Infinitesi-
malrechnung und spiter auch bei der Differentialgeometrie gewagt,
um mich kiirzer fassen zu konnen. Dabei sind die spateren Teile
so unabhingig gestaltet, daB der erste auch iiberschlagen werden
kann. Der Anhang bringt einen knappen Bericht iiber zum Teil
noch unfertige Dinge, fiir die ich die Anteilnahme meiner Zunft-
genossen zu erwecken hoffe.

Das Biichlein, die bescheidene Kriegsleistung eines D U-Mannes,
widme ich meinem verehrten Lehrer in Graz, dem ich die erste
Anregung zu selbstdndiger geometrischer Arbeit verdanke. Es ist aus
einer Vorlesung entstanden, die ich im Winterhalbjahr 1913/14 an
der Deutschen Technischen Hochschule in Prag abgehalten und aus
Ubungen, die G. HereLoTz und ich im Sommer 1915 an der Universitit
in Leipzig veranstaltet haben. Herrn Hererorz bin ich vielfach fiir
Rat und Hilfe verpflichtet, ebenso Herrn C. Cararmfopory fiir
mehrere wertvolle Mitteilungen. Mein allzeit hilfsbereiter Freund
E. Kruppa (Czernowitz) hatte trotz mancher Behinderung durch den
Krieg die Liebenswiirdigkeit, mich vor allem bei der Korrektur zu
unterstiitzen. Dem Verlage danke ich, daB er trotz der schlimmen
Zeiten die Drucklegung erméglicht hat.

Leipzig, im Juni 1916
Wilhelm Blaschke.
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Erster Teil.

Die Minimumeigenschaft des Kreises.

§ 1. Das Viergelenkverfahren von Steiner.

STEINER hat eine einfache geometrische Kéhstruktion angegeben,
die ermdglicht, zu jeder geschlossenen und nicht kreisformigen ebenen
Kurve K eine neue Kurve K* aufzusuchen, die wieder eben und ge-
schlossen ist, ferner gleichen Umfang, aber g¢roferen Fliacheninhalt
hat wie K. Aus der Moglichkeit dieser Konstruktion ergibt sich
sofort, daB K keine Losung der ,isoperimetrischen®“ Aufgabe sein
kann, namlich unter allen geschlossenen ebenen Kurven den groBt-
moglichen Flacheninhalt zu
umgrenzen. Keine ‘andere
Kurve als der Kreis kann
also diese Eigenschaft haben.

Die angekiindigte Kon-
struktion SteiNERS, die wir
das ,Viergelenkverfahren*
nennen wollen, geht folgen-
dermafen vor sich. Auf X
wihlen wir zwei Punkte 4
und B, die den Umfang von
K halften, das heiBt so, daB
die beiden Teilbogen K, und
Ky, in die K durch 4 und B
zerlegt wird, gleiche Bogen-
lange haben (Fig. 1). Die Bezeichnung sei etwa so gewihlt, daB die
Flicheninhalte #, und 7,, die die Bogen X, und K, mit der Strecke
A B abgrenzen, in der Beziehung stehen 7, = F,. Wir léschen nun
den Bogen K, und setzen an seine Stelle den Bogen X,’, der aus K|
durch Spiegelung an der Geraden 4 B hervorgeht. Die aus K, und X,’

1 Gesammelte Werke, II. Bd., S. 193 u. f.

BrascHKE, Kreis und Kugel. 1
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zusammengesetzte geschlossene Kurve K’ ist symmetrisch zur Achse
AB und hat offenkundig gleichen Umfang mit K. Zwischen den
Flacheninhalten
F=F +F, und F=2F
von K und K’ besteht die Beziehung
F=F’

Damit sind wir noch nicht zu Ende, da mdglicherweise das
Gleichheitszeichen gelten kann. Fiigen wir zunéichst eine Bemerkung
hinzu: K war nach Voraussetzung kein Kreis. Wir konnen daher
die Teilungspunkte 4 und B sicher so wihlen, daB keiner der Teil-
bogen K, und K, ein Halbkreis wird. Dann ist aber auch K’
kein Kreis.

Wir konnen also auf der symmetrischen Kurve. X’ einen von 4
und B verschiedenen Punkt C so wihlen, daB der Winkel y des
Dreiecks 4 BC bei C kein rechter ist. D sei das Spiegelbild von C
beziiglich der Geraden 4 B. Schneidet man nun die Flache des
Vierecks 4CBD aus der von K umgrenzten Fliche heraus, so

Fig. 2.

bleiben vier ,Monde* iibrig, die in der beigegebenen Fig. 2 schraffiert
sind. Diese Monde denken wir uns starr aus Pappe gefertigt und
miteinander in den Ecken 4CBD durch Osen gelenkig verbunden,
Damit ist ein ,,Viergelenk« entstanden, das auBen krummhmg von K’
und innen geradlinig von den Viereckseiten begrenzt ist,

Dieses Viergelenk bewegen wir nun nach 4*C* B* D* so, daB
die Winkel des neuentstandenen Vierecks bei C* und D* rechte
Winkel werden, Die symmetrische Kurve K*, die die neue Lage
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unseres Viergelenks umschlieBt, leistet das Gewiinschte. Der Um-
fang von K* setzt sich niamlich aus vier Teilbogen zusammen, die
den entsprechenden Bogen auf K’ kongruent sind. K* hat also
gleichen Umfang mit X’ und K. Der Unterschied der Flichen-
inhalte #' und #F* von K’ und K* ist, da die Monde ungeéindert ge-
blieben sind, gleich dem Unterschied der Vierecksflichen ® und ®*
von ACBD und 4*C*B*D*

F*— F=Q*— &,
Sind nun e und & die den Ecken 4 und B des Dreiecks 4BC
gegeniiberliegenden Seiten und y der Winkel bei C, so haben wir

O* — O =ab(l —siny) > 0.
Es ist also #* > I” und somit
' F* > F,
d. h. die Fliche von K* ist tatsichlich groBer als die von K.

§ 2. Die Existenzfrage.

Ist durch die vorgetragene SchluBweise STEINERS, wenn wir uns
die -darin verwendeten Begriffe wie ,geschlossene ebene Kurve,
,Bogenlinge* und , Flicheninhalt genau umgrenzt denken — worauf
wir bald zuriickkommen — wirklich der Nachweis fiir die isoperi-
metrische Eigenschaft des Kreises erbracht? Wiederholen wir, es
wurde gezeigt: Ist K eine geschlossene ebene Kurve, aber kein Kreis,
so kann man durch das. Viergelenkverfahren dazu immer eine neue
geschlossene ebene Kurve K* konstruieren, die gleicken Umfang und
groperen Flicheninhalt besitzt. X kann also keine Losung des iso-
perimetrischen Problems sein.

Wenn es also unier allen geschlossenen: ebenen Kurven gegebenen
Umfangs eine gibt, deren Flicheninhalt = dem Flicheninhalt jeder
anderen ist, so kann sie nur ein Kreis sein.

Die Voraussetzung aber, daB eine solche Lisung unserer Auf-
gabe wirklich - existiert, wird man zunichst als selbstverstindlich er-
fullt ansehen. Bei tieferem Eindringen jedoch zeigt sich, daB gerade
in diesem Punkte eine Hauptschwierigkeit verborgen ist.

Vom Flicheninhalt F einer geschlossenen ebenen Kurve X von
gegebenem Umfang Z kann man leicht emsehen, daB er unter einer
endlichen Schranke liegen muB, z. B. kann man, wie wir hier nicht
niher ausfithren wollen, da wir spater (§ 5) darauf zuritckkommen,
die Ungleichung

F < I?
1*
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herleiten. Die Menge aller Zahlen 7, das ist die Menge der Flichen-
inhalte aller Kurven mit dem Umfang Z,-ist also, wie man kurz sagt,
nbeschrinkt®. Manche Mathematiker sagen auch ,geschrankt*, um
nicht zu Krinkungen AnlaB zu geben. Jede Zahl, die groBer ist
als alle 7, z.B. I? nennt man eine ,Schranke*. Die Stetigkeit der
reellen Zahlenreihe #uBert sich, wie der Theologe B. Bonzawo schon
1817 erkannt hat!, darin, daB es unter diesen Schranken eine
kleinste gibt, die man die obere Gremze der Menge aller Zahlen #
nennt.

Nehmen wir z. B. die Menge aller Zahlen

' 3 % 0§ Fiees
so hat diese die Eins als obere Grenze. An diesem Beispiel sieht
man schon, daf die obere Grenze nicht der Menge selbst angehdren
muB, daB es also in einer beschriinkten unendlichen Menge nicht
notwendig eine gréBte Zahl gibt.

Wir haben somit zu zeigen, daff es in der Menge aller Zahlen F
eine grofite Zahl F, gibt, dann erst wird durch das Viergelenkverfahren
die Mazximumeigenschaft des Kreises villig' bewiesen sein.

Die: Stellungnahme StEINERS zur Existenzfrage geht aus seinen
Schriften- nicht klar hervor. Gerser erzihlt in seiner sehr lesens-
werten Gedichtnisrede? auf SteiNer, der ein etwas schrullenhafter
Sonderling gewesen sein muB}, daB- Diricarer ohne Erfolg den Ver-
such gemacht habe, STEINER von der Liickenhaftigkeit seiner SchluB-
weise zu iiberzeugen. Immerhin hat aber STEINER manchmal gewisse
Bedenken gehabt, wihrend er nimlich meistens die Existenz als selbst-
verstindlich ansieht, schreibt er an einer Stelle: , ... und zwar 1a8t
gich der Beweis sehr kurz fithren, wenn man voraussetzt, daB es
eine groBte Figur geben miisse“.3

Spater hat man die Schwierigkeiten, die sich einem Existenz-
beweis entgegenstellen, fiir uniiberwindlich gehalten und erst WEIEr-
sTrASS hat in Vorlesungen, die er in den siebziger Jahren des ver-
gangenen Jahrhunderts an der Berliner Universitit abgehalten hat,
die allgemeinen von ihm in die Variationsrechnung eingefithrten
Hilfsmittel auch dazu verwendet, um die Maximumeigenschaft des
Kreises streng zu begriinden.

! yRein analytischer Beweis, daB zwischen je zwei Werten, die ein ent-
gegengesetztes Resultat gewihren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung
liege” (S. 41ff.). Wegen der Lehre von den reellen Zahlen sei etwa verwiesen
auf: O. Hotoer, Die Arithmetik in strenger Begriindung, Leéipzig 1914.

? C. F. Gerser: Zur Erinnerung an J. SteiNer, Ziirich 1874.

® Gesammelte Werke II, S.197. Anmerkung.
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Hier soll nun der Nachweis auf dem Wege erbracht werden,
daB wir an Stelle beliebiger geschlossener Kurven zuerst Vielecke
ins Auge fassen und dann hinterher die krummen Linien .durch
Vielecke annihern. Dieser Beweisgang, nimlich die Vorwegnahme
der isoperimetrischen KEigenschaften der Vielecke, ist schon dem
altesten Werke eigentiimlich, das sich mit diesen Fragen beschaftigt,
namlich dem Buche des Griechen ZrNODOR, méoi loomeotuéromv
oxnuctov, das vielleicht um 150 v. Chr. erschienen ist.

Es gelingt so allein mit dem Viergelenkverfahren StEINERS
ohne Variationsrechnung und ohne hohere analytische Hilfsmittel
zu Ende zu kommen. Zum Existenzbeweis bei Vielecken geniigt
nimlich der Existenzsatz von WrIsrsTrASS fiber stetige Funktionen,
den wir in unserem Sonderfall ausfithrlich begriinden (§ 5). Hinterher
zeigen wir noch, wie man auch dieses Hilfsmittel entbehren und
den Existenzbeweis fiir Vielecke auf rein elementarer Grundlage
erbringen kann (§ 6).

§ 3. Flacheninhalt von Vielecken.

Nehmen wir in unserer Ebene ein rechtwinkliges Koordinaten-
system an. O sei der Koordinatenanfang, 7, 7, seien zwei Punkte?
mit den Koordinaten z,,y,;z,,y,. Der Flicheninhalt des Drei-
ecks OT, T, sei durch die Formel definiert

Flache {0, T} = § (2, y, — ¥, %) -

/y Ay
7

it
Iy}

Fig. 3a. Fig. 3b.

Dieser Ausdruck bleibt nimlich, wie man sofort nachrechnet, bei
einer Drehung des Koordinatensystems
z=2a%cosp —y*sing,
y=2a"sing + y*cos g
1 Unter einem ,Punkt® sei hier stets ein reeller und im Endlichen

liegender, Punkt verstanden. Die Einfithrung unendlich ferner oder imaginirer
Elemente bietet bei unseren Fragestellungen keinen Vorteil
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ungesindert
T Yy = N1 T =Yy — Y
und in der besonderen Lage, wenn etwa 7} auf die z-Achse fallt

(y, = 0), erkennt man die geometrische Bedeutung des Ausdrucks.
Der so erklirte Flicheninhalt hat positives Zeichen, wenn die Hck-
punkte O 7, 7, im positiven Umlaufsinn aufeinanderfolgen (Fig. 3a)
und bei negativem Umlaufsinn negatives Zeichen (Fig. 3b).

Nehmen wir nun endlich viele Punkte 7, Z,...7,;1 mit den
Koordinaten x,,%,; %5, ¥s; -+~ ¥ns+1, Ynr1. Unter dem Flicheninhalte
des Vielecks mit den Ecken O 7| 7., ... 7, verstehen wir die Summe
der Dreiecksflachen:

Fliche {0 T, T, ... T, 1} = Flache {0 T, T,} + Fliche {0 T, T4} + .
+ Fl?lche{OT" Tn+1 %Z{Ikyk+1_ ka-[-l}-

Nehmen wir nun insbesondere an, 7). falle mit 7} zusammen
@n4+1= 2, Yns1=1y;) Dann ist dieser Flacheninhalt von der Wahl
des Koordinatenanfangs O unabhéngig. Denn setzen wir

so finden wir
n

2 a1 — Ytnel = St yuti— gt eatal
' : 1

n n

%4 Yer1— Y} — 775—\{113;1— N
und die beiden letzten Summen verschwinden wegen des Zusammen-
fallens von 7,1 und 7,. Wir wollen diesen Ausdruck daher als
Fliicheninhalt des geschlossenen Vielecks mit den Ecken 7, 7,...7, er-
klaren. In Zeichen:

[ Fliche{0 T, T,... T, T,} = Flache (T T,... T, T}

n1
(1)
1 %g{xlcyk+l_ykl'k+l}.

Unter einem 7Fieleck ist dabei eine endliche Anzahl » von Punkten
7,1,,.. T, T,.1=1, zu verstehen, die nicht notwendig verschieden
Zu sein brauchen, d1e aber in zyklischer Reihenfolge angeordnet.sind.

Pigen wir die beiden betrachteten Anderungen des Koordi-
natensystems, die Drehung und die Schiebung zusammen, so sehen
wir, daB bei jeder gleichsinnigen Anderung der Koordinaten

z=a"cosp —y*sing + §,
(2) {_/__z smq)—i—_/cosrp—l-q;
der Ausdruck fiir den Flicheninhalt ungeandert oder invariant bleiht,

l
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Man kann die Formeln (2) aber auch anders deuten, namlich

bei festgehaltenem Koordinatenkreuz als eine Bewegung
V0T, ... T, — I*T,* Tr

unseres Vielecks. Dann sehen wir: Zwei gleichsinnig hongruente
Vieleche haben gleichen Flichewinhalt, Andert man etwa das Vor-
zeichen einer Koordinate, so sieht man ebenso: Zwei gegensinnig
kongruente Vielecke, insbesondere zwei spiegelbildliche Vielecke haben
entgegengesetzt gleiche Flichen.

Eine andere Folgerung aus unserer Formel fiir den Flichen-
inhalt wire diese: Adndert man den Umlaufsinn eines Vielecks, so
dndert der Flicheninhalt sein Zeichen:

Flache {7 T, T,T,} + Flache {7, T, T,T} =0,
wahrend eine Ab#anderung der Ecken, die ihre

zyklische Reihenfolge aufrecht erhilt, ohne Be-
deutung ist:

Flache({T| T,...T, T,} - Flache {T, T}, ... T} T,] = 0.

Haben zwei Vielecke eine Aufeinanderfolge
von Kcken in verkehrter Reihenfolge gemeinsam,
so addieren sich ihre Flicheninhalte, wie sich
aus unserer Formel (1) ergibt, in einfacher Weise. )
So ist z B. (vgl. die Fig. 4): Fig. th
Flache (T, 7, T, T, T,} + Fliche {7, T, T, T, T)} = Fliche {T\ T, T, T, T'}.
Diese additive Figenschaft des Flacheninhalts, die die ZweckmaBig-
keit der Festsetzungen ither die Vorzeichen ins rechte Licht riickt,
wird beim Viergelenkverfahren eine wesentliche Rolle spielen.

Wiahrend der Fliacheninhalt nach unserer Erklarung positiver

und negativer Werte fahig ist, wollen wir den Umfang eines Viel-
ecks stets positiv annehmen:

n

Unmfang {0, 7, .. T4} =TT
1

ETk+12

worin die Seitenlingen alle positiv in Rechnung zu ziehen sind.

§ 4. Anwendung des Viergelenkverfahrens auf Vielecke.

Wir stellen uns nun die folgende Aufgabe: ZKin gleichseitiges
Vieleck V mit vorgeschriebener gerader Eckenzahl n {n =6, 8, 10 |
und gegebenem Umfang A soll so bestimmt werden, dafi sein Flichen-
inhalt ein Maximum wird.
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Ein gleichseitiges Vieleck soll regelmiffig genannt werden, wenn
seine Kcken auf einem Kreise liegen und bei einmaligem Umlaut
des Kreises alle gerade einmal der Reihe nach durehlaufen werden.
Dann konnen wir mit dem schon in § 1 angewandten Verfahren

3 2 zeigen: Nur ein regelmifliges (im positiven Sinn
umlaufenes) Vieleck hkann die Liosung unserer
Aufgabe sein.

Die Flache jedes anderen gleichseitigen
L 7 n-Ecks  konnen wir namlich bei Aufrecht-
/ erhaltung der Seitenlingen vergroBern mittels
{  des Viergelenkverfahrens. Nehmen wir, um

ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu haben,

7 5T ©6" etwan = 6 (Fig.5). Denken wir uns die Ecken
Fig. 5. 8o nummeriert — es ist uns ja nur der Um-
laufsinn vorgeschrieben und es steht uns noch

frei, welche Ecke wir mit 7, bezeichnen wollen —. daB etwa die

Beziehung gilt:
Fliche {7} T, T, 7, T)} = Fliche {7, T, T, 7, 7.

Unser gleichseitiges Sechseck 7 ersetzen wir nun durch ein
neues /7, das zur Verbindungsgeraden 7' 7, symmetrisch liegt. Seine
Ecken seien 7,7, T, 7,7, T,, wo 7, und 7, zu T, und 7, sym-
metrisch liegen. (In dem besonderen Falle, daB 7, und 7, zu-
sammenfallen, kann man irgendeine Gerade durch diesen Punkt als
Verbindungslinie ansehen und zur Symmetrieachse von 77/ wahlen.)

Beachtet man nun, daB bei Spiegelung und ebenso bei Ande-
rung des Umlaufsinns sich das Vorzeichen #ndert, so haben wir:

Flache {7} 7, 7, 7, T\} = — Flache {7, TG;Ta']; 17} = Pliche (B T, 71T}
Aus der additiven Eigenschaft des Flicheninhalts ergibt sich weiter
Flache {1, 7, 7, T, T\} + Flache {T, T, T.' T 1} = Fliche {7’}

1+t 45
und aus der fritheren Ungleichheit folgt daher
Fliche {7/} = Flache {7'].
Offenbar ist aber
Umfang {7} = Umfang {7"}.

Wir schlagen nun iiber der Strecke T, T, den Kreis und wollen
etwa annehmen, 7} soll nicht auf dem Halbkreis liegen, den man
durchléuft, wenn man von 7| im positiven Umlaufsinn nach 7, geht;
mit anderen Worten, der Winkel zwischen den gerichteten Geraden

—> —>
T, T, und T, T, soll kein positiver rechter Winkel sein. Dann kann
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man das Viergelenkverfahren anwenden, indem man Gelenke in
T 1T,T,1, anbringt.

Auf Grund der additiven Eigenschaft des Fliacheninhalts stellt
man dann genau auf die in § 1 besprochene Art fest, daB das

Sechseck 7% das man aus 7’ durch den ViergelenkprozeB erhiilt,
. . . . _> o

das also bei 7,* einen rechten Winkel zwischen 7)*7,* und 7, ’:*

besitzt, einen griferen Flacheninhalt hat wie 7 Wir haben dann

Flache {7} = Flache {/’} < Flache {7*,
Umfang {/'} = Umfang {¥/} = Umfang {/*],

7 kann also keine Lisung unserer Maximumaufgabe sein. -

Wann 148t sich dieses Viergelenkverfahren nicht anwenden?
Nur dann, wenn 7, und 7 auf dem Halbkreise liegen, der von 7
nach 7, im positiven Sinne lauft. Unser VergroBerungsverfahren
kann nur dann versagen, wenn erstens die Verbindungslinie je zweier
gegeniiberliegender Ecken (7, 7,; 1,, T,; T,, T;) den Flicheninhalt
halbiert und wenn iiberdies alle Kcken auf einem Kreise liegen, und
zwar im positiven Umlaufsinn. Dann ist aber das Sechseck regel-
miBig. Dieselbe SchluBweise gilt fiir beliebiges gerades n.

Damit ist das behauptete Ergebnis abgeleitet.

§ 5. Existenzbheweis fiir Vielecke.

Um den Beweis zu Ende zu fithren, daB das regelmiBige n-Eck
die Losung der Aufgabe des § 4 ist, bedarf es nach den in § 2
auseinandergesetzten Griinden noch eines Existenzbeweises: Unter
allen gleichseitigen Vielechen mit vorgeschriebener Eckenzahl n und ge-
gebenem Umfang A gibt es eines, dessen Flicheninhalt = dem Fldchen-
inhalt aller anderen ist.

- Zunachst sieht man mittels einer ganz rohen Abschitzung
leicht ein: Die Flicheninhalte aller dieser zuliissigen n-Ecke liegen unter
der endlichen Schranke A2:4.

Verlegen wir nimlich eine Ecke 7| nach 0. Jede Entfernung
OT, ist dann = A:2, denn O und 7, sind durch zwei Strecken-
ziige verbunden, deren Summe gleich A ist, von denen also sicher
einer = A:2 sein muB und um so mehr geniigt daher die gerad-
linige Verbindung OZ', dieser Ungleichheit, da in einem Dreieck
die Summe zweier Seiten grofer ist als die dritte. Da ferner
T T .= d:nist, so haben wir

7.7
. - . ——1 2
| Dreiecksfliche (0T, 7,  ,} | < i A%

E+1
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Da anderseits

| © | = | Fliche{Z}7,...7.7}} | <n.Maximum | Fliche {07, T} |
sein mufl, so haben wir wirklich die behauptete Abschitzung
(*) | @] < 142,

die sich ohne Miihe noch verschirfen lieBe.

Die beschrinkte Menge aller Flicheninhalte & der zulissigen
Vielecke hat daher eine kleinste obere Schranke oder ,,obere Grenze*
@, und es bleibt zu beweisen, daf es mindestens ein zulissiges
Vieleck gibt, dessen Flicheninhalt diesen Wert @, hat. Dazu ver-
fahrt man so.

Da es unter den zulissigen Vielecken solche gibt, deren Flichen-
inhalt von der oberen Grenze @, beliebig wenig abweicht, so kénnen
wir eine Folge von zulissigen Vielecken 7, 7,, 7, ... konstruieren,
deren Flicheninhalte &, ®,, D, sich mit wachsender Fub-
marke & dem Werte @, unbegrenzt nihern, was man durch die
Formel ausdriickt ‘

Lim @, = &,.

k —> oo
Dabei kann man durch geeignete Verschiebungen erreichen, daf alle
diese Vielecke 7, 7,, 7, .. einen Eckpunkt O gemein haben.

Wir wollen zeigen, daB wir aus dieser Vielecksfolge 7, 7,,
V, ... eine Teilfolge von Vielecken herausgreifen konnen, die gegen
ein zulissiges Vieleck mit dem Flicheninhalt &, konvergieren.

Dazu bezeichnen wir zunichst die Ecken des n-Ecks 7, aus-
gehend von O in der richtigen Reihenfolge mit 0 = 7., 7., p oy
Die unendliche Punktmenge T7.,, 7,,, T,, ... liegt innerhalb des
Kreises von O mit dem Durchmesser 4, hat also sicher mindestens
einen Hiufungspunkt 7,, d. h. einen Punkt, in dessen beliebiger
Néhe unendlich viele Punkte der Menge liegen, wobei 7}, der Menge

Tigy Tyy, Ty, - . . selbst angehoren kann oder auch nicht. Man kann
dann aus der Vielecksfolge 7, 7, Vv, eine Teilfolge so heraus-

heben, daB die zu dieser Teilfolge gehérigen Eckpunkte T,, nur den
einzigen Haufungspunkt 7, haben, also, wie man sagt, nach 7,
konvergieren. Ich will die so gewihlte Teilfolge von Fis Fon Fo
um die Bezeichnung nicht zu verwickelt zu gestalten, wieder mit
715 V55 73 bezeichnen, indem ich aus der urspriinglichen Folge
nicht brauchbare Vielecke / weggeloscht denke. Die Ecken Ligs

1 Mit | @ | bezeichnet man bekanntlich die positive Zahl, die gleich oder
entgegengesetzt gleich @ ist, je nachdem @ > 0 oder < 0 ist.
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Lioes Tins der neuen Folge liegen wieder in dem Kreise um O
mit dem Durchmesser 4, haben also wieder einen Hiufungspunkt 7,
und ich richte durch geeignete Loschungen die Sache wieder so ein,
daf sie nur diesen Haufungspunkt haben. Wiederholt man dieses
Loschungsverfahren (»n — 1)-mal, so erreicht man schlieBlich eine Viel-
ecksfolge 7., V,, 7, mit der Eigenschaft, daB jede der Punkt-

folgen 7.,, Ty,, Ts, einen einzigen Haufungspunkt 79, besitzt:
.Li:n Tp="1y fir k=12 n.
j—> 00
Das Grenzvieleck 7, mit den Kcken 7, 7, ... 7,, leistet
das Gewiinschte. Zunichst folgt namlich aus
P = A:n
daB auch geget ’
T Lo g = din

sein muB, d. h. daf auch 7 gleichseitig ist und den Umfang 4 hat.
Jetzt miissen wir aus

Lim @, = @,

j—> oo
noch schlieBen, dafl 7, den Flacheninhalt @, hat. Jedenfalls
konnen wir zu jeder (beliebig kleinen) positiven Zahl & eine natiir-

liche Zahl N so finden, daB alle Entfernungen Tjk T,, < & sind fiir
k=1,2,8...n und fir alle j >N Wir haben nun fiir den
Flacheninhalt von 7,, den wir zunichst mit @ * bezeichnen wollen,
und fiir den Flicheninhalt ®; von 7, die Formeln

D, = 1> {01 Yors1 — YorTor 41}
n
q)j =%k§{xjk Yiner — Y xjk+1}'

Durch Subtraktion und Zwischenschaltung von zwei sich weghebenden
Gliedern folgt

DF— P —1 é{’*’ (TorYor+1 — YorTor+1) — @or¥jns1— yokzjzc+1)}_
’ ‘ s +(m0kyjk+1“y0kxj7c+1); (@5 Yjne1 — Yjn T 41)
Beachtet man nun, daB
l2;| < %4, y;1 <34,
| o — T | < & | Yor — ¥l < ¢

ist, so findet man
| D* — (Djk < nde.
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Daraus folgt aber das gewiinschte Hrgebnis
®,* = Lim @, = @,.
J—>o0
7, gehort also zu den zulissigen Vielecken und hat den Flachen-
inhalt ®,. Der behauptete Existenzsatz ist bestatigt.
‘Der vorgetragene Beweis dafiir, dall aus

Vy, = Lim 7,
< j—> oo J
folgt
Flache {/)} = Lim Flache {7,
j—>oo

was wir auch so schreiben konnen:

Flache Lim {7} = Lim Flache {7},
. J . J

J—> o0 J—> oo

stiittzt sich nur darauf, daB der Flicheninhalt eine stetige Funktion
der Eckpunktskoordinaten ist. Wir haben also an unserem spe-
ziellen Beispiel den bekannten Satz bestitigt gefunden, daB bei einer
stetigen Funktion das Limeszeichen und das Funktionszeichen ver-
tauschbar sind.

Was wir hier im Ganzen bewiesen haben, ist fiir unseren Sonder-
fall der Existenzsatz von WEIERSTRASS iiber stetige Funktionen, der
fiir Funktionen von einer- Verdnderlichen so lautet: Ist eine Funk-
tion auf einer Strecke mit EinschluB ihrer Endpunkte stetig, so er-
reicht sie ihren gréBten und kleinsten Wert.

Nach dem Hrgebnis des § 4 und dem jetzigen ist nun folgendes
vollig bewiesen: '

EBs sei O der Flicheninhalt eines nicht regelmafigen gleichseitigen
Vielecks mit gerader Seilenzahl und @, der Flicheninhalt des regel-
mdfligen positiv umlaufenen Vielecks mit dem gleichen Umfang und
derselben Seitenzahl, dann ist stets

O < D,.

Die Beschrankung auf Vielseite mit gerader Seiten- und Ecken-
zahl ist natiirlich ganz unwesentlich und wird spiter beseitigt.

In diesem Abschnitt haben wir von einem GrenzprozeB An-
wendung gemacht und sind damit aus dem Krets der Elementar-
mathematik herausgetreten, um auf spitere shnliche Entwicklungen
im Falle der rdumlichen Geometrie vorzubereiten. Notwendig war
dieses Hereinziehen hoherer Hilfsmittel nicht, wie wir im nichsten
Abschnitt zeigen wollen, wo wir dasselbe Ergebnis noch einmal auf
elementarem Weg herleiten werden.
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§ 6. Gleichseitige Vielecke und trigonometrische Ausdriicke.!

Das Ergebnis, welches fiir die gleichseitigen Vielecke auf geo-
metrischem Wege hergeleitet wurde, soll jetzt noch einmal rechnerisch
gewonnen werden, und zwar auf vollig elementare Art, ohne Ver-
wendung irgendeines Grenziiberganges. Dazu werden uns (endliche)
trigonometrische Ausdriicke dienen, das heiBt Ausdriicke von der Form

flp) =c¢,+ ¢ cosegp + ¢, cos2¢ 4 ...+ c, cCO8mep
4 ¢7sing 4+ ¢,*sin2¢ + ...+ ¢psinm .
Wir wollen ¢ gleichentfernte Werte

27 2 27 27

p=—, 2 , g ree

n n 7

"
durchlaufen lassen und die zugehorigen Werte von f/(g) mit

F@)=2, 2, 23, ... 2,
bezeichnen. Nehmen wir zunichst an, » sei ungerade und zwischen
den natiirlichen Zahlen m und » bestehe die Beziehung

n=2m-+1,.
so ist die Anzahl n der z gleich der Anzahl der Koeffizienten c.

Schreibt man die z vor, so hat man fiir die » Unbekannten ¢ die
n linearen Gleichungen

T\ 2 . 2
(1) zp=co—|—2{ckcoskp7—:+ck*smkp 7—:}
k=1
p=1,2,3,...n.
Wenn wir zeigen, daB die Determinante des Gleichungssystems, deren
p-te Zeile aus den Elementen

27 2 2n
1, coslp—n—. cos2p7,...‘ cosmp ——;
sinlpﬂ. sin2p2—”,... sinmp—2—”

B 7 n n

besteht, von Null verschieden ist, so ist bewiesen, daB das System
eine und nur eine Losung in den Unbekannten ¢ besitzt. Wir wollen
die Determinante mit sich selbst nach Spalten multiplizieren, dann
stellt sich heraus, daB nur in der Hauptdiagonale der Produkt-
determinante von Null verschiedene Elemente steher.

Zunichst gelten niamlich, wie wir zeigen wollen, die Gleichungen
(2) ﬁc‘osk‘v%‘ﬁ:O fir A=1,2,...m.

p=1

U Kann iibergangen werden.
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Man beweist dies am bequemsten mittels der Formel von L. EULER

e'“=cosw + isinw, {i?=—1}.
Setzt man n#amlich
PP
s=¢e ,
so ist
3) &=1.

Anderseits hat man
nﬁ 2m : r
Zcoska = ERZ g,
p=1 1

wenn man mit R (¢ + if) = « den Realteil bezeichnet. Fiir die geo-
metrische Reihe gilt aber die Summenformel

n

p__ . 1—¢&"
(4) 28—81_6

und das ist nach (3) gleich Null. Damit ist (2) bewiesen. Ebenso
findet sich, wenn man den Imaginirteil unserer geometrischen Reihe
fiir sich betrachtet

(5) zsinkp%zo fir 2=1,2,...m

p=1
Die Formeln (2) und (5) haben noch einen erweiterten Geltungsbereich:
Ihre Herleitung bleibt richtig, sobald der Nemner 1 — ¢ in (4) von
Null verschieden ist, sobald also % kein Vielfaches von # ist.

Unter den Elementen der Produktdeterminante kommen noch

andere Summen vor, diese kann man aber mittels der Additions-
theoreme
) cos (e + f3) = cos e cos B — sin e sin g3,
sin (e + f§) = sin & cos # + cos & sin
auf die Summen (2) und (5) zuriickfithren.

Mittels (6) ergibt sich namlich

- {+cos(k+l)p—+ cos (k — Z)p—}
) coska" Sinlpz—“=?{—|— sin(k + ) p 27 _ sin(k — z)pL“},

27

smkp—smlp = =-z—{—cos(k+l)p——|— cos (k — Z)p—~}
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Daher ist nach (2) und (5)
=0 fir 251,

27 27
VRSP - CoRip 7{_ P fir k=1
K. —1,

®)

coskp%sinlp%f=0,

&
rp=1
>
r=1

=0 fir k=1,

< 2 2 . 27
Esmkasmlp 7{= LA
rp=1 2

Dabei durchlaufen Z und 7 die Zahlen 1,2,38...m.

In der Produktdeterminante sind also tatsichlich nur die Ele-
mente der Hauptdiagonale von Null verschieden, nimlich gleich =
oder gleich n»:2. Das Quadrat der Determinante des Gleichungs-
systems (1) ist demnach gleich dem Produkt dieser Elemente und daher
vonNull verschieden. Somit existiert gerade eine Lidsung in denc. Unsere
Formeln (2), (5), (8) gestatten auch diese Liosung — von der wir spiter
keinen Gebrauch machen werden — sofort hinzuschreiben. Man findet

niamlich n
1
co_—;zzp7
p=1
2 |
9) ck=721zpcoskp—,|
i E=1,2,...m
= 2 27
c, =%p21z?smkp— )

Der Inhalt der Formeln (1) ist eine sogenannte lineare Sub-
stitution, die die ¢ mit den z verbindet. Das Schema oder, wie man
auch sagt, die Matriz der Koeffizienten der Substitution sieht so aus:

. 2 2 8 2 n
1; cosl.l.—z—n, sin1.1.2%; cos2.1.2%, sin2.1 Z=;
7 n 7 9

. 2
..cosm.l.gf7 sinm.1.22=.
n 7
2 . 2 2 ; 2
| 1; cosl.Z.f. s1n1.2.7n; c052.2.§. sm2.2.f;
; 2
..COSm.2.2—3~1, sinm.2.2%
n 7

2 . 27w o 2w
; cosl.n.=—, sinl.n.=—; cos2.n.-——., sin2.n.—;
n n n
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Dle in den Formeln (2), (5), (8) enthaltenen Beziehungen zwischen
den Koeffizienten lassen sich so in Worte fassen: Kombiniert man
eine Spalte der Koeffizientenmatrix mit sich selber, so erhalt man
ein von Null verschiedenes Ergebnis (nimlich » oder n:2) und kom-
biniert man zwei verschiedene Spalten, so erhilt man immer Null.
Das sind im Wesentlichen die kennzeichnenden Bigenschaften einer
sogenannten orthogonalen Matriz.

Bilden wir die Quadratsumme der z, so finden wir zufolge der
Orthogonalititseigenschaften (2), (5), (8) die fiir alles Folgende grund-
legende Formel:

m

(10) St =0t D e + ¢

1 1

J$

Auch diese identische Beziehung ist fiir die Orthogonalitat der Sub-
stitution (1) kennzeichnend, denn aus (10) kann man wieder riickwirts
auf die Giiltigkeit der Orthogonalititsbeziehungen (2), (5), (8) schlieBen.

Aus (10) kann man ohne weiteres eine etwas allgemeinere Formel
herleiten, die sich auf zwei verschiedene GroBenreihen bezieht.
Setzen wir

O 2 e 2
z,= co—]—Z {ckcos kp;” +cfsinkp 7"},

k=1
J 2 fur 27
b= ;/O+Z {yk cos ka: 4y, fsinkp 1—:},

und wenden wir auf d1e 2, + lg die Formel (10) an, so erhalten
wir durch Vergleichung der in 4 hnearen Glieder

3 1 : 1 S
(10%) 7w 2E b= G+ gl 6 7,
1 1

Etwas anders fallen die Formeln aus, wenn wir n als gerade
n = 2m annehmen.
Dann setzen wir

Z,=¢ +¢cosp— +czcos2p~+ + ¢, cos (m — 1)p =
"

T
+ ¢, cos mpﬁ

- T
¢, sinp —— ;
tesmp -4 ¢,

+cpo1sin(m — 1)p =,
om

3
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So stimmt wieder die Anzahl n der z mit der Zahl der Koeffi-
zienten ¢ iiberein. Die Gleichungen (2) und (5) gelten wie vorhin,
aber die Formeln (8) erfahren eine kleine Anderung, es wird nimlich

m fir k< m,

=n fir k=m.

n
—

(8)

An Stelle von (10*) tritt also jetzt die Formel

p=1

OSI‘P—COSkp —{

m-—1

, 1~ 1<
(109 gzzp Cp"—_0070+Cm7m+§2{ck7’k+”k*7k*}
k=1

p=1

Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun auf die Vielecke
anzuwenden haben.

Die Zahl n der Eckpunkte z,, y, {p =1, 2, n} sei etwa
zunichst ungerade. Dann kénnen wir, wie bewiesen wurde, die
Koeffizienten a und 4 so wihlen, daf die Koordinaten sich in der
Form darstellen lassen:

) 2 2
( T, =a, -[-2‘¢zkcos,7¢}77ﬂ5 -{-a,fsmkp%.
k=l
(11) m
2 . 2
Yp = by +21)kcoskp7n+ bk*smxp’—zn,
k=1

p=1,2 n; n=2m+ 1,

Wir wollen nun berechnen, wie sich Umfang und Flacheninhalt
des Vielecks durch die Konstanten a« und % ausdriicken lassen.

Bilden wir zunichst z,, , — =z, und formen wir uns diese Diffe-
renz etwas um, bis sie die Form annimmt wie friher z,. Wir

finden:
)

%ak {cosk p+ 1)

k=1

21 =
+ ot {smk(p i T =

{ak (COS
k

. 2 . 2 ; 2
4+ {-— a, smk-f— + af (eos k% —1)} smkp—n?

. 2m . 21
)-}-ak*ska} coskp——

Ms

1

Benutzt man nun die Formel (10), indem man die in den geschweiften
2

BrasceHkg, Kreis und Kugel.
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Klammern stehenden Ausdriicke mit den Koeffizienten ¢ zusammen-
fallen 14Bt, so erhilt man:
1 2 ’% 2 8, (1 . oo8 A
o D =2 = D@+ a1 - cosh—
p=1 k=1
Vertauscht man die Buchstaben z, « mit y, 4, so ergibt sich ebenso

%z(ypﬂ —Y) = Z(bk2+ 0% (1 — eoskz—n”—)
r=1 k=1

und durch Addition

%}: (xp +1 7 J"p)z + (3/;; +1 '—.7/11)2 = 2 (6,7 + a4+ b+ 0,"%)2sin*k % J
p=1 k=1
Sind alle Vieleckseiten gleich lang, so ist dieser Ausdruck gleich
dem Quadrat der Vieleckseite oder, wenn 4 den Umfang bedeutet,
gleich A?%:n?. ‘
Wir haben also fiir den Umfang eines gleichseitigen (2 m 4-1)-Ecks
die Formel gefunden:

m

(12) A2 =0 (a2 4 aF?+ 67+ 5 2sin? ko

k=1

Berechnen wir jetzt den Flicheninhalt ®! Es ist
20 = E(“’p%ﬂ —'yp'Terl) = sz:(g/;n+1 - yp) - Zyp(xp +17 ‘Tp)'
p=1 p=1 p=1

Verwenden wir fir z, , —z, den gefundenen Ausdruck und fir

Yp+1 — Y, den analogen, den man wieder dadurch erhalt, daB man
z, a durch y, b ersetzt, so findet man durch zweimalige Verwendung
der Formel (10):

m

= *_ b oa*gin k22
(13) 20 =n>(a,b, bya)sink =

ke
k=l

Bei einem regelmdfigen n-Eck, dessen Umkreis den Halbmesser 2
hat, ergibt sich fir Umfang und Flicheninhalt:

A =2nRsin >,
”

. TT T
) = n I{? sin — cos —
n ” ,
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es besteht also ‘die Beziehung:
A% — 4ntg ™ D =0.
n
Wenn wir nun beweisen konnen, daB fiir jedes andere gleichseitige
n-Eck die Ungleichheit gilt
A2—4ntg%- @ >0,

so ist die Minimumeigenschaft des regelmaBigen Vielecks bewiesen.
Aus unseren Formeln (12) und (18) ergibt sich durch eine leichte
Umformung

' ; 7 s 7 \2
(14) [+< smk;—bk cosk;tg;) )

=1

L+ 3,2 +bk*~2)coszk%(tg2/¢ _g_tgz%)
Da hierin rechts lauter nicht negative Glieder stehen, denn es ist

’

tigk%—tg%‘;o fir k=1, 2 m

(n=2m+ 1)
so ist in unserer Formel (14) tatsichlich die Beziehung

A2—4ntg% ®=0

enthalten und es handelt sich nur mehr darum, aus'ihr festzustellen,
wann das Gleichheitszeichen gilt.

Zunichst ergibt sich aus der Betrachtung des dritten Summan-
den, daB im Falle der Gleichheit alle 4, und 5, fir % > 1 ver-
schwinden miissen. Aus dem Verschwinden der beiden ersten Sumn-
manden folgt weiter, daB auch alle a, =0, ¢, =0 sind fir £ > 1
und daB @, —4,* =0 und a* + b =0 wird. Wir finden also fir
die Koordinaten der Eckpunkte die Darstellung:

27 . 2m
x,— @, = a, Cosp—— — bysinp 7
(15) p=12 ..n
\yp,—b,=2a smp —|—l) cosp-——

Das n-FEck mit diesen Eckpunktskoordmatén ist aber in der Tat
regelmiBig.

Bisher haben wir die Eckenzahl n als ungerade n= 2m + 1
vorausgesetzt und es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die For-
meln #ndern, wenn wir n gerade n = 2m annehmen. Aus (10') sieht

2*
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man, daB man aus den Formeln (12), (18), (14) die fiir gerades =
giilticen Formeln einfach dadurch erhalten wird, daf man a,, a®,
b,, b," der Reihe nach ersetzt durch J/2 a,, 0,)2 &,,, 0. Man erhilt
auf diese Art genau so wie zuvor die Beziehung:

A —dntg—. O=0

und erkennt, daB das Gleichheitszeichen nur dann richtig ist, wenn
sich die Eckpunktskoordinaten in der Form (15) schreiben lassen,
wenn also das Vieleck regelm#Big ist. Damit ist das gewiinschte Er-
gebnis erreicht.! '

§ 7. Bogenldnge einer Kurve.

Will man jetzt, ausgehend von der auf zwei verschiedene.Arten
bewiesenen Maximumeigenschaft der regelm#Bigen Vielecke, die iso-
perimetrische Eigenschaft des Kreises beweisen, so ist es zunichst
notwendig, sich mit den Begriffen ,Bogenlinge“ und , Flicheninhalt«
auseinanderzusetzen. Dabei sind gewisse Schwierigkeiten zu iiber-
winden, die aber im Wesen der Sache liegen. Dafiir bildet: das
Studium dieser Begriffe die Quelle der Infinitesimalrechnung, wie
man an den Altesten Arbeiten von ARCHIMEDES bis zu den neuesten
Abhandlungen von LEBESGUE bestitigen kann.

Die im Intervall a = ¢ =5 stetigen Funktionen z (¢), y(¢) geben
eine Parameterdarstellung

z=z(t), y=yl()
einer ,stetigen Kurve K mit dem Anfangspunkt 4 und dem End-
punkt B. Wir werden von den Funktionen z(t), y(¢) stets voraus-
setzen, daB es kein Teilintervall « =z =g gibt, in dem die Funk-
tionen. beide konstant sind; wir nehmen also an, daB niemals
einem ganzen Intervall des Parameters ¢ ein einziger Kurvenpunkt
zugeordnet ist.

Nehmen wir auf K irgendwelche Punkte T Lyy wnn I,y @Dy

v . n
die den Parameterwerten ¢, 7, t,—; 1n der Anordnung:

BL Ly e Sy, <8
entsprechen! Verbinden wir die Punkte 4, L L, i B der

Reibe nach durch geradlinige Strecken, so erhalten wir "(;;;n nder

! Die Formeln (12), (13) und (14) gehen, wenn man den Grenzﬁbergang
n—> @ ausfiihrt, in Beziehungen iber, die A. Hurwirz angegeben hat. Sur
quelques applications géométriques des séries de Fourier, Annales de 1'école
normale supérieure (3) 19 (1902), S. 357—408.
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Kurve K einbeschriebenen Streckenzug®. Die Linge eines Strecken-
zuges, d. h. die Summe aller positiv zu nehmender Strecken 47,

Lilys ons I, 4 B el 4,

Liegen die Lingen A aller K einbeschricbener Streckenziige unter
einer endlichen Schranke, so nennt man K streckbar. Die obere Grenze
aller A nennt man die Bogenlinge I von K.

Diese Erklarung des Begriffs Bogenlinge, die sich auf die Tat-
sache stiitzt, daB in einem Dreieck die Summe zweier Seiten groBer
ist als die dritte, geht im wesentlichen auf ArcEiMEDES zuriick. In
neuerer Zeit ist sie von G. Peano wieder aufgenommen worden.

Nach der Erklarung des Begriffs ,obere Grenze* ist also fiir
alle Langen A

A=1
und es gibt zu jedem positiven & stets Werte 4, die der Ungleichheit

A>L—z¢
geniigen.

Schalten wir zwischen den beiden Punkten 4 und B auf XK einen
dritten Punkt 3 ein, der einem Parameterwerte ¢t = mia < m < b}
entspricht, so besteht zwischen den Bogenlingen der beiden Teil-
bogen, in die K durch M zerschnitten wird, und zwischen der Ge-
samtlinge in leicht verstindlicher Bezeichnung die Beziehung

LP= 1% 4+ L.
Zunéchst ergibt sich nimlich aus der Definition der Bogenliinge sofort
L= L3 + Lu,
da man bei der Anniherung an K auch Streckenziige benutzen kann,
die in M keine Ecke haben. Anderseits konnen wir bei beliebig
vorgeschriebenem positivem & einen A einbeschriebenen Streckenzug 7
s0 bestimmen, daB fiir dessen Liange A die Ungleichheit gilt:
Lo — Az < &
Nehmen wir zu den Ecken von 7 noch die M als Ecke hinzu, so
erhalten wir einen neuen Streckenzug von der Linge A + A% = A..
‘Wir haben daher auch
Ly — A7 — My < e
Deshalb haben wir um so mehr
AR /R
fiir jedes positive ¢. Das gibt
L= I3+ I,
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und wegen der zuvor bewiesenen Ungleichheit bleibt nur mehr die
Moglichkeit
Ly = L7 + Ly,
offen. Damit ist diese additive Eigenschaft der Bogenlinge bestitigt.
Eine unmittelbare Folgerung der Definition der Bogenlénge ist
die Eigenschaft der Geraden, die kiirzeste zu sein: Verbindet man
zwei Punkte A und B durch eine stetige und streckbare Kurve K,
die von der Verbindungsstrecke AB verschieden ist, so ist ihre Liinge
grifer als diese Strecke.
Enthalt namlich K einen Punkt M, der nicht .der Strecke 4B
angehort, so gilt fiir die Lénge Z von K
L=AM+ MB
und die rechte Seite ist nach dem Satz iiber die Seitensumme im
Dreieck > A B. Damit ist
L>A4B
bewiesen. Fillt hingegen X auf die ganz oder zum Teil mehrfach
iiberdeckte Strecke 4 B, so ist der Satz selbstverstindlich.
Betrachten wir jetzt eine geschlossene stetige Kurve K

e=2(), y=ylt), a=t=s,
z@==z(0), yla=y(@®.
Man kann die Beschrinkung von ¢ auf das Intervall a ==¢=10 auf-
heben, wenn man festsetzt, daB die Funktionen x(f),y(:) die Pe-
riode & — a haben sollen, d. h. daB
wEtb—a)=z2(), yt+b—a=y@
sein soll fiir alle Werte von # Durch eine lineare Substitution
p=pt+gq
konnen wir erreichen, daB das Intervall a=¢=15 in das Inter-
vall 0 = ¢ =2 iibergefithrt wird. Ersetzen wir ¢ durch @, S0
erhalten wir zwei stetige Funktionen
z=2z(g), y=y(g
von der Periode 2a. Setzen wir iiberdies

§=cosg, g =sng,
so durchlauft der Punkt &, 5 den Einheitskreis. Jedem Punkt dieses
‘Kreises entspricht ein bis auf Vielfache von 2z bestimmter Wert
des Parameters ¢ und diesen Parameterwerten entspricht ein ein-
ziger Punkt auf XK. Wir konnen deshalb unsere Erklirung der
stetigen geschlossenen Kurve mehr geometrisch so fassen:
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Unter einer stetigen und geschlossenen Kurve versteht man das
eindeutige und stetige Abbild eines Kreises.

Eine solche Kurve braucht also nicht eineindeutiges Abbild
eines Kreises zu sein, sie kann z. B. die Gestalt einer Acht haben,
also einen Doppelpunkt besitzen — oder auch ganz auf eine (mehr-
fach bedeckte) Gerade fallen (z. B. # = cos ¢, y = 0).

Nun haben wir zu erklairen, was unter dem Umfang einer ge-
schlossenen Kurve verstanden werden soll. Dazu fassen wir unsere
geschlossene Kurve K als Kurvenbogen auf, dessen Anfangspunkt 4
und Endpunkt B, die den Parameterwerten ¢{=a, b entsprechen,
zusammenfallen. Die Linge L' dieses Kurvenbogens ist definiert
und sie soll der Umfang 7 von K heiBen:

Lo BF,

Ich behaupte, L ist unabhingig von der Wahl des Punktes 4 = B
auf K, oder in Zeichen
Lo = Tos-

Zerlegen wir namlich links und rechts nach unserer Regel iiber die
Addition von Bogenlingen, so haben wir zu zeigen, daB

LZ“—F —Lz+c= Lz+c+‘LZIID+a
oder
Lt;+¢ — L117,+C
ist. Diese letzte Gleichung ist aber wegen der Periodizitat tat-
sachlich erfiillt.

Man kann dieser Erklirung des Umfanges nun auch noch eine
andere Wendung geben: Man zeichne irgend ein K einbeschriebenes
Vieleck, d. h. ein Vieleck, dessen Ecken in der richtigen zyhlischen. Reihen-
folge auf K liegen. Ist die obere Grenze L der Umfinge A aller
dieser einbeschriebenen Vieleche V endlicﬁ, so heift K streckbar und
L ist der Umfang von K.

§ 8. Annidherung einer Kurve durch Vielecke.
Nehmen wir jetzt wieder einen streckbaren Kurvenbogen K
e=z(), y=yt); a=t=0,

dessen Anfangspunkt 4 und Endpunkt B nicht notwendig zusammen-
fallen sollen. Wir zeigen, daB die Anniherung der Bogenlinge L
von K durch die Lingen 4 der eingeschriebenen Streckenziige in
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gewissem Sinne gleichmifig erfolgt. Es sei nimlich 7 ein solcher
eingeschriebener Streckenzug, dessen Ecken den Parameterwerten

a=t,<t,<t,... <t,=5b

entsprechen. Dann gilt folgender Satz:

Man kann zu jeder positiven Zahl & eine positive Zahl 0 so be-
stimmen, daf3 die Linge A jedes eingeschriebenen Streckenzugs V wvon
der Linge L von K um weniger abweicht als &

L —4<es,
sobald nur alle Parameterunterschiede
L—to1<0; k=1,2...n
sind,

Kiirzer aber weniger scharf adusgedriickt: Die Annaherung des
Umfangs durch einen eingeschriebenen Streckenzug ist beliebig genau,
wenn nur die Hcken des Streckenzuges dicht genug liegen.

Man beweist das etwa so. Nach der Erklirung von Z kann
man einen K einbeschriebenen Streckenzug /” finden, dessen Linge 4
sich Z beliebig nihert:

L—A" <5

T,=4,7',T,...,T,= B seien die Ecken von 7" Wihlen wir
dann O zunichst kleiner als alle Parameterunterschiede

(5<tk,ftk’_1; k=1,2...m,

so liegt ,,zwischen® zwei aufeinanderfolgenden Ecken 7' _ 1, I/ von 77
sicher mindestens eine Kcke 7' von 7. Der Streckenzug 7, der
sowohl die Eckpunkte von 7" wie die von /” enthélt, hat eine Linge 4",
fiir die
A”"=4" und daher 7, — A" < %

ist. Hs sei nun 7} zwischen den Ecken 7 und 7., gelegen. Dann
kbnnen wir wegen der Stetigkeit von A durch geeignete Wahl von §
die Entfernungen 7 7, und T/T, 1 Kleiner als eine beliebig vor-
gelegte positive Zahl 5 machen. Es ist dann

4 2= ST+ T T, 1 TT, )

<SLL+T Tt <2gm.
Daraus folgt

L—A<—;—+21/m.
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Wir kénnen nun & so wihlen, daB

. n <ZTm 4 7
wird und dann haben wir

L—d4<e

erreicht, wie wir es haben wollten.

Betrachten wir nun inshesondere die Ann#herung durch glezch-
seitige Streckenziige. SchlieBen wir den Anfangspunkt 4 von K in
eine Kreisscheibe vom Halbmesser ¢ ein, die 4.zum Mittelpunkt hat,
und wihlen "wir ¢ so klein, daB K nicht ganz in diese Kreisécheibe
hineinfillt. Den ersten Punkt von K, d.h. den Punkt, der dem
kleinsten #-Wert entspricht und auf dem Rande der Kreisscheibe
liegt, nennen wir 7}. Um 7 als Mittelpunkt beschreiben wir neuer-
dings eine Kreisscheibe von demselben Halbmesser ¢ .und nennen
den ersten auf 7| folgenden Punkt, der auf dem Rande dieser
zweiten Scheibe liegt, 7,. So fahren wir fort und erhalten einen
gleichseitigen K einbeschriebenen Streckenzug von der Seitenlinge o.
Da die Linge dieses Streckenzuges kleiner sein muf als die Linge L
des streckbar vorausgesetzten Bogens A, so miissen wir nach endlich
vielen Schritten: zu einem Punkt 7, kommen {p < L:¢} mit der
Eigenschaft, daB der Teilbogen von K zwischen 7, und B in die
Kreisscheibe um den Mittelpunkt 7', mit dem Halbmesser o zu
liegen kommt. Verbinden wir nun die Punkte 4, 7, 7,,.. ,Ty, B
der Reihe nach durch geradlinige Strecken, so erhalten wir einen
Streckenzug 7, der K einbeschrieben ist und dessen p erste Seiten
von der La,n“e o sind, wihrend die letzte = ist.

Nun wollen wir folgendes beweisen: Man kann ¢ so klein wihlen,
daf die zu den Eckpunkten 4 = 1, T;..., T, T, = B gehirigen Para-
meterunterschiede t, .1 — ¢, alle klezner als ezne beliebig vorgeschriebene
positiz}e Zahl 0 werden;

tk+1_'t];<5 fiir k=0,-1,2...p

Das sieht man etwa so ein: Man zeichne einen Streckenzug 7~
mit den Ecken 4 =71),7/,...T, 1= B, so dal die zugehdrigen
Parameterunterschiede ¢; .1 — ¢/ < 0:2 sind. Da wir annehmen, daB
keinem Teilintervall ¢ =¢= g ein einziger Punkt von K entspricht,
so konnen wir, 7' so wahlen, .daB keine zwei aufeinanderfolgenden
Eckpunkte 7,/ und 7%,; zusammenfallen. Nehmen wir dann 2
kleiner an als die kleinste Seitenlinge von /7, so liegt zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Hcken 7" mindestens eine Kcke 7' und
daher sind alle Differenzen #.,, — ¢, < J, wie wir es haben wollten.
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Der Streckenzug 7, ist wegen 7, 5= im allgememen nicht
gleichseitig. Ersetzen wir aber diese letzte Seite durch einen Strecken-
zug mit 2 oder 8 Seiten von der Linge g, so erhalten wir an Stelle
von /, eiden gleichseitigen Streckenzug /*, bei dem wir . B. die
Gesamtzahl der Seiten als gerade vorausseuen konnen. 7* ist dann
nicht mehr in dem fritheren Sinn K einbeschrieben, da die ein oder
zwei Ecken von K zwischen 7, und B im allgemeinen nicht auf X
liegen werden. Nehmen wir 4 = B, also A geschlossen, so unter-
scheiden sich die Fldcheninhalte der Vielecke 7, und /% um den
Flacheninhalt des Drei- oder Vierecks mit den Ecken T, B und
der neuen oder den neuen Ecken von 7% also nach der Abschatzunﬂs-
formel (*) von S. 10 um weniger als 4 92, wihrend die Umfinge um
weniger als 8 ¢ verschieden sind.

Aus dem an der Spitze dieses Paragraphen stehenden Satzes
konnen wir jetzt schlieBen: Ist ¢ beliebig kiein und positiv vorgeschrieben,
so hkonnen wir die Seitenlinge ¢ eines K annihernden gleichseitigen
Vielechs V * mit gerader Eckenzahl stets so wihlen, daf3 zwischen den
zuge/wrlgen Umfingen die Ungleichheit gilt

L — A% < &

Nun sind wir mit unseren Vorbereitungen, soweit sie die Bogen-
lange oder den Umfang betreffen, zu Ende und wir wenden uns zur
Untersuchung des Begriffs-,,Flicheninhalt®. Dazu brauchen wir noch
eine Vorbereitung.

§ 9. Funktionen beschrankter Schwankung.
Die stetige Kurve K
=zt y=y@), e=t=1

sei streckbar. Welchen Bedingungen miissen dann die Funktionen
z(!) und y(f) geniigen? Es muB die Summe?

2V t) — 26 P+ ly6) — y e,
fiir alle Intervallteilungen

a = /”<11<f2<...<f"=b
beschriinkt sein. Nun ist

Virlt) — 26 P + Ty 6) — y )P = |2(8) — 2 (8],
=y ) — yt-1)|.

1 1 o g 3 ) 1 7
Die Quadratwurzeln sind stets postiiw auszuzichen!
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Wir finden also: Die Funktion x(f) muB die Eigenschaft haben,
daB fiir alle Intervallteilungen die Summe

le(’ 7c—-)|

beschrinkt ist. Solche Funktionen hat zuerst L. ScHEEFER betrachtet
und C. Jorpax hat sie Funktionen won beschrinkter Schwankung ge-
nannt.

Es gilt also der Satz: Soll eine stetige Kurve K

z=z(), y=y@®), a=t=0
streckbar sein, so missen die stetigen Funktionen z(t), y (t) von be-

schrdnkier Schwankung sein.
Beachtet man nun die Ungleichheit

V{ z(t)— et )~y P =] x ) — 2 (b, M+ 1y (B =y (#=1)ls
so sieht man: Diese Bedingung ist auch hinreichend.

Wir wollen nun folgenden bekannten Lehrsatz beweisen. Jede
stetige Funktion [(t) von beschrinkter Schwankung kann als Differenz
zweier stetiger und nicht abnehmender Funktionen

fOy=¢t)—y{)
dargestellt werden.

Es sei @ = ¢ = f ein beliebiges Teilintervall von a = ¢=25. Wir
teilen es in beliebig viele Teile

@y =ty L {ELY e Ll =
und bilden die Summe

S = F -]

Die nach unseren Annahmen iiber / endliche obere Grenze aller
dieser Summen fiir alle Einteilungen sei mit

N4

bezeichnet. Es ist das nichts anderes als die Bogenlinge der stetigen

Kurve
z=f@, y=0,
die ganz auf die z-Achse fallt, zwischen den Punkten ¢ = ¢ und ¢ = f.
Nun ist
Sa=p(t)

eine monoton wachsende, stetige Funktion. Die Monotonie ergibt
sich namlich unmittelbar aus der fir die Bogenlinge bewiesenen
additiven Eigenschaft

) 'S:i—l- S;+h= Si+7z
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Aus dem zu Beginn von § 8 bewiesenen Satze ergibt sich ferner,
daB fiir 2 < 0 die Differenz:

e+~ <

ist. Denn der erste Posten links bedeutet eine Bogenlinge und der
zweite die Liinge des einseitigen eingeschriebenen Streckenzuges.
Wir haben also

P8 —p@)=8""<e+|flt+h)—7),
und wegen der Stetigkeit von f kann die rechte Seite beliebig herab-
gedriickt werden durch geniigend kleine Wahl von 4. ¢ (¢) ist dem-

nach tatsichlich stetig
Die stetige Funktion

YO =9O -1
ist aber, wie man leicht sieht, ebenfalls nicht abnehmend. Denn
nach der Definition von ¢ ist fir & < 3

9B~ @ =S=|fE) - @)
Damit ist also die gewiinschte Darstellung

gofinde fg=9®—v@
unden.

Die Umkehrung des bewiesenen Satzes ist trivial: Eine lineare
Kombination von monotonen Funktionen ist eine Funktion beschrinkter
Schwankung.

§ 10. Flacheninhalt einer geschlossenen Kurve.

Es sei K eine geschlossene stetige und streckbare Kurve
e=zt), y=yl); a=t=b z(a)==z0), y@=y@.
T

Schreiben wir der Kurve ein Vieleck ein, dessen Ecken 4 = 7' ¥

07
Ty..., T = B= A den Parameterwerten

e=L< L <t <. oL t,=b
entsprechen mogen. Die Parameterunterschiede sollen die Un-
gleichheiten befriedigen

—t_1<0; k=1,2,.

Wir beweisen: Der Flicheninhalt ® jedes K eingeschricbenen Viel-
ecks unterscheidet sich fir geniigend hleines O um beliebiq wenig von
einer Zahl F, die wir den Flicheninhalt von K nennen wollen.
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s ist nach § 3

20 = Elx k-—l - y(l‘k__l).‘l:(tk)
— El:x =)y ) — vt — 2_1/ o D — 2 (6,

Wir behandeln jeden der beiden Posten rcchter Hand fiir sich. Nach
§ 9 konnen wir die Funktion y(#), die von beschrinkter Schwankung
ist, da K streckbar sein soll, in zwei monotone Bestandteile zerlegen

2 (t = t) — t
und erhalten v =9l=v

Sl 6~ vt} = B2l )P0 — )

n

_2" =) (Y (6) — w6}

Von den beiden Summen rechter Hand zeigt man aber genau wie
beim gewdhnlichen Existenzbeweis fiir das bestimmte Integral
Riemanys — wir kommen darauf in § 13 zuriick —, daB sie sich
bei verfeinerter Kinteilung, d. h. bei abnehmendem o bestimmten
Grenzwerten nshern. Genau das Entsprechende gilt fiir den zweiten
Posten in dem obigen Ausdruck fiir 2 ® und damit ist unsere Be-
hauptung bewiesen.

Aus dem eben Gefundenen und aus den Ergebnissen des § 8
konnen wir schlieBen: Ist & eine beliebig hleine, aber positiv vor-
geschriebene Zahl, so kinnen wir die Seitenliinge o eines K anniihernden
gleichseitigen Vielecks V* so wdhlen, daf3 fur die Flicheninhalte F und
O* von K und V* die Ungleichheit gilt

|F— %] < e.

Man kann es dabei z. B. so einrichten, daB die Kckenzahl von 77*
gerade ausfillt.

Bei unserer Definition des Flicheninhalts einer stetigen ge-
schlossenen und streckbaren Kurve ist wieder der Umlaufsinn der
Kurve, namlich der Durchlaufungssinn, der wachsenden Werten des
Parameters ¢ entspricht, wesentlich. ~Einer Anderung des Um-
laufsinnes entspricht der Vorzeichenwechsel des Flicheninhalts.
Ahnlich wie beim Flicheninhalt von Vielecken (§ 3) konnen wir auch
hier die additive Eigenschaft des Flicheninhalts bei krummliniger Be-
grenzung feststellen: Haben zwei stetige geschlossene und streck-
bare Kurven X, und K, mit den Flicheninhalten #, und 7, einen
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Kurvenbogen gegensinnig gemeinsam, so ist der Flacheninhal'F F der
Kurve K, die man durch Vereinigung von K, und X, und Loschung
des gemeinsamen Bogens erhilt, gleich

F=F+F,.

Das ist eine unmittelbare Folge der entsprechenden Vieleckseigenschaft
(Vgl. § 8, Fig. 4, S. 7).

§ 11. Losung der isoperimetrischen Aufgabe in der Ebene.

Zwischen Umfang 4 und Flicheninhalt & eines regelmiBigen
und positiv umfahrenen n-Ecks besteht, wie man leicht nachrechnet
und wie in § 6 schon einmal benutzt wurde, die Bezichung

Aﬁehmﬂiw=0.

Wie sich aus § 5 ergibt und wie wir noch einmal in § 6 gezeigt
baben, gilt, wenigstens fiir gerades =, fitr jedes andere n-Eck

A2 — 4ntg7—l. o > 0.
In jedem Fall haben wir also
A2—4Mg1ADZO.

Nun kénnen wir aus dieser Ungleichheit eine neue, schwiichere
herleiten, die aber den Vorteil hat, daB die Eckenzahl n in ihr nicht
mehr vorkommt. Setzen wir in dem Faktor

s 4ntg Z
n
&p " ‘
fir den Augenblick
1
n D,
so haben, wir
b wr 4ntg-—4ntgp

p

Fig. 6. Da nun fir 0 < p < zl bekanntlich

(vgl. die Fig. 6)

. o tgp>p
ist, so ergibt sich

_ 4ntg % >4q
und unsere Ungleichheit geht in die neue iiber
() A*—4g > 0.
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Es sei nun A eine geschlossene streckbare - stetige Kurve,
L ihr Umfang und # ihr Flicheninhalt. Ich behaupte: Aus der
eben hingeschriebenen Ungleichheit folgt, daB auch

L*P—4ag =0
sein mub.

Wir koénnen auf die am Schlusse von § 8 beschriebene Art ein
K anndherndes gleichseitiges Vieleck 7* mit gerader Eckenzahl
zeichnen und konnten nach dem dort bewiesenen Satze und nach
dem Ergebnis von § 10 die Seitenlinge ¢ von 7* so klein wihlen,
dafl sich Umfang 4* und Fliche @* von 7 * gleichzeitic um beliebig
wenig von ./, und / unterscheiden. Wire nun

L2— 4z <0,
so konnten wir 77* daher so bestimmen, das auch noch
A*2—4g D* <0
ausfiele, im Widerspruch zu unserem Ergebnis (*) iiber gleichseitige
Vielecke.
Es handelt sich.nur noch darum festzustellen, wann in der Beziehung
L*—4gF=0
das Gleichheitszeichen gilt. Ist X ein positiv umlaufener Kreis, so ist
L=2ar und F=ar?,
wenn r den Halbmesser bedeutet, also in der Tat
L?*— 4 F=0.

Ist hingegen K weine andere stetige geschlossene und streck-
bare Kurve, so kann man zu ihr durch das in § 1 beschriebene
Viergelenkverfahren eine neue solche Kurve KX’ finden, fir deren
Umfang Z’ und Flicheninhalt 7’ die Beziehungen gelten

L=1L, IF<F,
so daB
L?—4aF>L1"*—4xal’
ausfallt. Nun haben wir gezeigt, daB
L*—47aF"=0
sein muB, und daraus folgt
L*— 47 F>0.

Wir haben also im ganzen schlieBlich folgendes Ergebnis erzielt:
~ Bs sei K eine stetige, geschlossene und streckbare ebene Kurve,
L ihr Umfang und F ihr Flicheninhalt. Dann ist stets

L?—4n =0
und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn K ein positiv
umfahrener Kreis ist.
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Das ist die scharfe Fassung ‘des Satzes von der isoperimetri-
schen Eigenschaft des Kreises. Es folgt nimlich daraus sofort:

Unter allen zuldssigen Kurven K gleichen Umfangs hat der positiv
umjfahrene Kreis den grofiten Fldcheninhalt.

Oder auch:

Unter allen zuliissigen Kurven vorgeschriebenen Flicheninhalts hat
der Kreis den Rleinsten Umfang.

Wir haben den Satz in groBter Allgemeinheit bewiesen, da wir
fiir die Vergleichskurven K nur so viel vorausgesetzt haben als notig
ist, damit die Begriffe ,Bogenlinge“ und ,Flicheninhalt“ einen
Sinn haben. Der Gedanke des Beweises ist im wesentlichen der
alte von STEINER herrithrende. Nur haben wir ihn so gewendet, da8
dabei die Existenzfrage mit erledigt wurde und haben uns nicht -davor
gescheut, in die Geheimnisse der Begriffe ,, Bogenlinge“ und ,, Flichen-
inhalt“ einzudringen. Freilich muBte dabei die urspriingliche Me-
tliode so in das Prokrustesbett der Analysis hineingezwingt werden,
daf die frithere Einfachheit stark gelitten hat. Was hitte der alte
StEINER, der kein Freund iibertriebener Hoflichkeit war, zu einer
solchen Behandlung gesagt? Giinstigstenfalls hitte er Faust zitiert:

Da wird der Geist Euch wohl dressiert,

In spanische Stiefeln eingeschniirt,

DaB er bedichtiger so fortan

Hinschleiche die Gedankenbahn. ..

Wer will was Lebendigs erkennen und beschreiben,
Sucht erst den Geist herauszutreiben,

Dann hat er die Teile in seiner Hand,

Fehlt leider! nur das geistige Band.

§ 12. Anwendungen.

Sind vier Strecken s, s,, s,, s, gegeben, von denen jede kleiner
ist als die Summe der drei anderen, so gibt es Vierecke, die der
Reihe nach diese Seitenlingen haben. Man kann auch ein einem
Kreise einbeschriebenes Viereck finden, wie man auch kurz sagt
ein ,Sehnenviereck”, dessen Seitenlingen der Reihe nach die vor-
geschriebenen Werte haben und dessen Ecken auf einem Kreise
liegen und bei einmaligem positiven Umlauf des Kreises in der rich-
tigen Reihenfolge durchlaufen werden. Aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke (vgl. die Fig. 7) 4BE und CDE folgt nimlich, wenn wir

C_’E=:c und D——E=y
ri(s,+y) =88,

Yi(s;+ z) =855

setzen:
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Daraus ist
S8, + 8,8
-1"=S3 A ; 228
S — Sg

y=s Sy 8 + S8y
3 312_332

Man kennt also, sobald die Viereckseiten s gegeben sind, in dem
Dreieck CDE alle Seiten und kann daher dieses Dreieck und mit
ihm das Sehnenviereck konstruieren.

Nun wollen wir beweisen: Unter allen Vierecken mit den wvor-
gegebenen Seitenlingen hat das konstruierte Sehnenviereck den griften
Flicheninhalt.

Das ergibt sich nach SteiNer unmittelbar durch eine Art Um-
kehrung des Viergelenkverfahrens aus der bewiesenen Maximum-
eigenschaft des Kreises. Sei nimlich 4’ B'C’ D’ ein anderes Viereck
mit denselben Seitenlingen, so kénnen wir die vier Segmente, die
die vier Seiten s, s,, 3, s, mit dem 4 BC.D umschriebenen Kreise X
begrenzen, kongruent und gleichsinnig tibertragen und anheften an
die entsprechenden Seiten von 4’8’C’])’, wo sie sich zu einer vier-
mal geknickten Kurve’ K’ aneinander fiigen (vgl. die Fig. 8). Nach
dem isoperimetrischen Satze ist der Flacheninhalt von K’ kleiner
als der von K. Da die Segmente ungeéindert geblieben sind, muB
also auch die neue Vierecksfliche kleiner sein als die alte, w. z. b. w.

Man kann dies natiirlich auch direkt einsehen, ohne den Um-
weg iber die weit verwickeltere Kreiseigenschaft, namlich z. B. auf
folgende Art. Fir den Flacheninhalt # gilt die folgende Formel:

F2=(s—5)(s— s,)(s — 85)(s — 8,) — 5, 8, 8,5, c0s?F,

in der fiir
s, 485, + 5,45, =25
gesetzt ist und 9 das arithmetische Mittel zweier gegeniiberliegender

BrascukE, Kreis und Kugel. 3
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AuBlenwinkel bedeutet.! Aus dieser Formel sieht man, daB F?2 fir
&=,

d. h. fir den Fall des Sehnenvierecks ein Maximum wird.

Nimmt man diese Maximumeigenschaft des Sehnenvierecks als
bewiesen an, so kann man das in § 1 erklirte Viergelenkverfahren
ein wenig verallgemeinern, indem man an Stelle der dort verwendeten
symmetrischen Vierecke beliebige Gelenkvierecke setzt. Man hat
bei der Anwendung dieses allgemeineren Viergelenkverfahrens den
Vorteil, daB man sich das Symmetrischmachen der geschlossenen
Kurven erspart. Dagegen hat die besondere Methode des § 1 das
voraus, daB die langweilige Rechnung vermieden wird, die zu der
obigen Formel fiir #2 fiihrt.

Mit dem allgemeineren Viergelenkverfahren kann man sofort
beweisen: Unter allen n-Ecken mit der Reihe nach wvorgeschriebenen
Seitenlingen kann blof das n-Eck ein Mazimum des Flicheninhalts
haben, dessen Lchen derart auf einem Kreise liegen, daf3 sie bei einem
positiven Umiauf des Kreises einmal in der richtigen Aufeinanderfolge
durchlaufen werden.

DaB aber bei dieser Aufgabe tatsichlich ein Maximum existiert,
beweist man durch genau dieselben Uberlegungen wie in § 5. So
ergibt sich auch die Existenz eines Sehnen-n-Ecks mit vorgegebenen
Seitenlingen.

Aus der isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises folgt ohne
weiteres die Losung des folgenden, ein wenig allgemeineren Pro-
blems: Zwei verschiedene Punkte 4 und B sind durch eine ge-
gebene streckbare Kurve K, verbunden. Man soll eine streckbare
Kurve K,, die B mit 4 verbindet und gegebene Linge hat, so be-
stimmen, daB die geschlossene Kurve K, + K, = K miglichst groBen
Flicheninhalt hat.

Man findet fir K, einen Kreishogen.

§ 18. Uber den Integralbegriff.

Wir haben in den & 7—10 die Begriffe Bogenlinge und
Flacheninhalt ganz unabhiéngig voneinander behandelt und einige
Eigenschaften dieser sogenannten »Integralinvarianten hergeleitet.
Man kann aber, wie jetzt in Kiirze auseinandergesetzt werden soll, diese

! Wegen der Herleitung dieser Formel vgl.. man etwa: G.IHessenpere,
Ebene und sphirische Trigonometrie. Sammlung Géschen, Berlin u. Leipzig
1914, S. 96.
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Begriffe auch unter einen Hut bringen durch eine geeignete Erwei-
terung des Integralbegriffes von RiemMawN.

Nehmen wir zwei Funktionen f und _g’ Die Funktion f(¢)
hinge von einer Veriinderlichen ab und sei im Intervall a=t=15
erkliart, g (s, ¢) enthalte zwei Veriinderliche und sei im Dreieck
a=s=10, s=t=1>0 erklirt. Uber diese Funktionen machen
wir folgende Annahmen:

L f(¢) ist stetig.

II. g (s, ¢) ist nicht negativ:

9 (s, 8= 0.

IIL. Aus ¢ < ¢, < ¢, soll folgen:

gl 6) + glf 1) = g (&, 4).
IV. Fir jede Einteilung

a=t, <t <t . <t=250
des Intervalls @ = 7 = & in beliebig viele Teile soll stets

g (&, f]) +- .‘7(t17 ’2) + i gl L= G
unter einer endlichen Schranke G verbleiben.
V. g (s t) ist stetig und verschwindet fiir s = ¢
Unter diesen Voraussetzungen gilt der folgende Existenzsatz:
Bildet man zu einer Intervallteilung 3
a=t, <t <ty ... <t =b

die Summe

8 = zl_a‘f(rk)g(tk—ﬂ 4y
worin
b = [ =L
ist, so unterscheidet sich diese Summe wum belieblg wenig wvon einem
Grenzwert J, sobald nur das grifite Teilintervall von B geniigend
klein ist:
| S —J | <& wenn | —1¢_, | <.

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie beim gewdhnlichen
Integral. Deuten wir ihn kurz an!

Wir wahlen zunéchst die Zwischenpunkte z, auf besondere
Art, namlich so, daB an dieser Stelle /() seinen ileinsten Wert

@ (t_1, k) im Teilintervall #,_, = ¢ = ¢, annimmt. Die entstehende
Summe sei mit >3 bezeichnet:

>3 = Zg)(tk—u b)) g (b1 1)

8*
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Fiigt man zu den schon vorhandenen Teilungspunkten #, noch neue
hinzu, so nimmt, wie aus IIL. geschlossen werden kann, >3 nicht ab.
Die obere Grenze aller > fiir alle Teilungen' 3 ist wegen I
und IV. endlich; sie sei mit ./ bezeichnet. Wir wollen zeigen, daB
dieses / die verlangten Eigenschaften hat.
Zunichst kann man nach der Definition der oberen Grenze

eine Teilung 8’

a=,0'<t1’<f2(< <t,,:/:b
auffinden, so daf

T—Sg <+
wird, wenn &> 0 beliebig klein vorgeschricben ist. Sei dann §
eine zweite Teilung
a=t <t <ty .. <t =50

so eingerichtet, daB alle Teilintervalle von § kleiner sind als o, wo
0 >0 zunichst kleiner als alle Teilintervalle von 3’ bestimmt
werden moge, dann liegt hochstens ein “Teilungspunkt t/ von B’
zwischen zwei aufeinander folgenden ty—1s t, YOO B

B, g iS5k =i,

Bilden wir nun die Zerlegung 8 + 3’, die die Teilungspunkte von
B und die von B’ enthilt, so ist

>8+8 = >3,
also auch

(1) T— <5
Jetzt gelingt eine Abschitzung der Differenz

>8+8 — 23

Es ist namlich
28+8 — >3
=y (tp—1s tk’)g(tp—-l’ 5+ @8, L)), tp) =, tp)g(tp—l’ tp)}'
Wir konnen aber wegen V. § so klein wiahlen, da8 alle
glt,_1s t), gt 2,) 9,1 t,) <o
ausfallen. Dann haben wir
>8+3 — >3<38pn Maximum [f@)].

Wir kbnnen also die Differenz, da wir o durch geeignete Wahl von o
beliebig herabdriicken konnen, beliebig klein machen:

@) +8— 23< 5
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Aus I und IV. folgt, daB wir auch

machen kdnnen durch geniigend kleines d, und aus (1), (2) und (3)
folgt das gewiinschte Ergebnis

| 7 — 83| < e.

Kiir den damit erklirten Grenzwert J gilt genau ebenso wie
fir den besonderen Fall der Bogenlinge die leicht zu bestitigende
additive Figenschaft

Ta+ I3 = I

Der frither erklarte Begriff der Bogenlinge ist tatsichlich ein
Sonderfall des eben angefithrten ,,Integralbegriffs® /. Nimmt man
namlich fir die Funktionen f und ¢

fy=1 wd g(s, )= Y(z() — 2()* + (y(©) — y ()%
wo z(t), y(¢) stetige Funktionen von beschrinkter Schwankung sind,
so sind alle unsere Voraussetzungen I.—V. befriedigt und die jetzt
allgemein bewiesenen Sitze geben durch Spezialisierung die fritheren
iiber die Bogenlinge. Wir wiren systematischer vorgegangen, wenn
wir mit dem jetzt gewonnenen Integralbegriff begonnen hitten. Doch
hat die gewihlte Anordnung vielleicht den Vorteil leichterer Ver-
stindlichkeit, wihrend es abschreckend wirken miite, die Forde-
rungen L—V. an die Spitze zu stellen, als wiiren sie vom Himmel
gefallen.

Wie ordnet sich der Begriff Flicheninhalt unserem Integral-
begriff unter? Lassen wir f(¢) als beliebige stetige Funktion und
setzen wir an Stelle von ¢ (s, #):

g(s ) = gt) = @)
wo ¢ eine stetige und monotone, nicht abnehmende Funktion be-
deutet. Dann sind wieder unsere Bedingungen L—V. erfiillt. Man
schreibt in diesem Falle fiir

Th=Tim () (6, ) = Lim S5 9 6) — 7 6

nach StTiELTIES kiirzer

Ji=[fwdg e

Auf solche Stientses-Integrale haben wir in § 10 den Begriff
Fliacheninhalt zuriickgefithrt.
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§ 14. Geschichtliches, Literatur.

Eine Geschichte der ,Isoperimetrie“ hitte im grauen Altertum
bei der Kénigin Drpo von Karthago zu beginnen und miiBte hinauf-
fithren bis zum Herrn Geheimrat HERMANN AMANDUS ScHWARZ in Berlin,
Soweit wollen wir unsere Ziele nicht stecken: Zum Abschluff dieses
ersten Teiles seien nur einige wenige Literaturangaben zusammen-
getragen, die nicht den geringsten Amnspruch auf Vollstindigkeit
erheben.

Im Altertum hat sich, wie schon erwihnt, der Grieche ZENODOR
mit der Maximumeigenschaft des Kreises befaBt. Auch ArcHIMEDES
soll sich damit beschéftigt haben, doch ist von seinen Untersuchungen
nichts erhalten. Man findet weitere Angaben iiber diese alteste
Literatur in einer Note von W. Scmmipr, Zur Geschichte der Iso-
perimetrie im Altertum. Bibliotheca mathematica (8) 2 (1901).

Zur Zeit der Erfindung der Variationsrechnung haben sich die
dabei fithrenden Geister mit unserem ,speziellen® isoperimetrischen
Problem und mit naheliegenden analytischen Verallgemeinerungen
befaBt. So zuerst Jaxos Berwourrr in den Acta eruditorum im
Mai 1697 und sein Bruder Jomawn. Dabei ist es zwischen den
beiden Briidern zu einem erbitterten und hochst unerquicklichen
Prioritatsstreit gekommen. Dann der berithmteste der Basler Mathe-
matiker LEeonmarp EULER in seiner 'Beispielsammlung zur Varia-
tionsrechnung: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive
proprietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo
sensu accepti. Lausanne und Genf 1744. Zum Teil iibersetzt von
P. StickerL in Ostrwarps Klassikern, Leipzig 1894. SchlieBlich
auch J. L. Laerance 1762 (Misc. Soc. Taur. 2).

Allen diesen analytischen Entwicklungen gemeinsam ist das
Fehlen der Existenzbeweise, die, wie schon hervorgehoben wurde,
K. WerersTrass zuerst durchgefithrt hat. Man vergleiche die Dar-
stellung bei H. A. ScawARz, Gesammelte mathematische Abhand-
lungen IT, Berlin 1890, S. 232ff. Neue Beweise unter Verwendung
trigonometrischer Reihen riihren von A. Hurwrrz her (vgl. S. 20).

Wichtiger als die analytischen Beweismethoden sind fir un-
seren Standpunkt die besonderen geometrischen. Da haben sich
G. Cramer (Berliner Akademie 1752), S. Lrmvtrier (De relatione mutua
capacitatis et terminorum figurarum ., Warschau 1782) und be-
sonders eingehend STEINER mit diesen Fragen beschaftigt. Von
Sremvers Beweismethoden haben wir bisher das ,,Viergelenkverfahren®
benutzt. Eine zweite Methode, die ,Symmetrisierung®, wird uns im
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zweiten Teil dieses Biichleins zur isoperimetrischen Eigenschaft der
Kugel fithren.

StEINER hat seine Methode in drei, zum Teil umfangreichen,
Abhandlungen verdffentlicht, die im zweiten Band seiner Gesammelten
Werke (Berlin 1882) enthalten sind, und die nach dem Urteil von
‘WEIERSTRASS zu den bedeutendsten Leistungen dieses fruchtharen
Geometers gehoren. Die erste Abhandlung fithrt den Titel: ,Ein-
fache Beweise der isoperimetrischen Hauptsitze“ und stammt aus
dem Jahre 1836, die beiden anderen ,Uber Maximum und Minimum
bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfliche und im Raume
itberhaupt® wurden 1841 von Steiner der Pariser Akademie
vorgelegt. Das Viergelenkverfahren findet man in der ersten
dieser beiden gleichbetitelten Abhandlungen unter der' Bezeichnung
»erste Beweisart®, bes. S. 193, 194. Im Sinne STEINERs ist das
Buch von R. Sturm geschrieben, Maxima und Minima, Leipzig u.
Berlin 1910.

Vervollstindigungen dieser StEINERschen Beweise sind mehr-
fach durchgefithrt worden. So hat inshesondere F. EprLer mittels
der spater zu behandelnden Symmetrisierung (S. 44) die Extremum-
eigenschaft des regelmiBigen Vielecks vollig elementar, ohne jeden
unendlichen ProzeB bewiesen (Vervollstindigung der STEINERschen
elementargeometrischen Beweise ., Gottinger Nachrichten 1882,
S. 78—80). Neuerdings haben C. CaraTEEODORY und E. STUDY zWel
verschiedene Beweisansitze Striners durch unendliche Prozesse
vervollstindigt [Mathematische Annalen 68 (1909), S.133—140:
Zwei Beweise des Satzes, daB der Kreis unter allen Figuren gleichen
Umfangs den grofiten Inhalt hat].

CaraTHEODORY wendet auf eine geschlossene Kurve unendlich
oft das Viergelenkverfahren an und zeigt, daf dieser ProzeB bei ge-
eigneter Durchfithrung in der Grenze zum Kreise fithrt. Dabei ist
im Gegensatz zu unserer Untersuchung die Beschriinkung auf
sogen. ,konvexe* Kurven festgehalten Die Methode Srupys ist von
H. A. Scawarz auf die sphirische Geometrie ausgedehnt worden.
Herr Stupy hat auch einen Beweis gegeben, der mit dem hier er-
brachten im wesentlichen iibereinstimmt, und nur die Anwendung
des Satzes von WEIERsTRAsS iiber die Existenz der Extreme stetiger
Funktionen durch ein konvergentes Verfahren ersetzt.

Die Maximumeigenschaft des regelmiBigen Vielecks wurde
von WEiERsTRASS durch ein elegantes analytisches Verfahren in
seinen Vorlesungen hergeleitet. Man findet es wiedergegeben bei
E. Stupy: Geradlinige Polygone extremen Inhalts, Archiv fir Mathe-
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matik (3) 11 (1907). Man vergleiche dazu auch meine Note unter
demselben Titel, ebendort (3) 22 (1914). Uber Vielecke findet man
auch in der Enzyklopidie der Elementarmathematik von H. WEBER
und J. WeLLsTEIN einen Artikel von WrBER in der -ersten Auflage
(Leipzig und Berlin 1905) des zweiten Bandes. Man sehe auch die
neue (italienische) Ausgabe von K. ENRIQUES, Questioni riguardanti
la geometria elementare, Bologna 1914. Hierin ein Artikel von
0. Crising, Sulla teoria elementare degli isoperimetri, und ein Ar-
tikel von Exriques, Massimi e Minimi nell’ Analisi moderna.

T. BernsTEIN hat die isoperimetrische Eigenschaft der Kreis-
linie auf der Kugel durch die Betrachtung von Parallelkurven be-
wiesen und hat das Problem der ebenen Geometrie durch Grenz-
iibergang von der Kugel zur Ebene gelost [Mathematische Annalen
60 (1905), S. 117].

Um das Viergelenkverfahren auf die sphiirische Geometrie aus-
zudehnen, kann man eine trigonometrische Formel von C. W. Baur
fir die sphirische Vierecksfliche benutzen, die die Verallgemeine-
rung der entsprechenden Formel von S. 33 ist. Baurs Formel
wurde in eleganter Weise von (. HessenBErG hergeleitet in der
ScEwaRrz-Festschrift, Berlin (1914), S. 76—83.

Das Viergelenkverfabren Striners kann auch auf andere Auf-
gaben mit Erfolg angewendet werden. Z.B. kann man mit seiner
Hilfe die ,konvexe® ebene Kurve von kleinstem Klicheninhalt er-
mitteln, bei der das Minimum des Abstandes paralleler Tangenten
vorgeschrieben ist [vgl. des Verfassers ,Konvexe Bereiche gegebener
konstanter Breite und kleinsten Inhalts¢, Mathem. Annalen 76 (1915),
S.507—513 und ,Einige Bemerkungen iiber Kurven und Flachen
konstanter Breite®, Leipziger Berichte (1915), S. 290—297].

Eine neue Verallgemeinerung der isoperimetrischen Eigenschaft
des Kreises hat H. Mingkowskr gefunden. Obwohl wir auf diese
Dinge spater zuriickkommen, sei doch hier schon erwihnt, daB sich
Minkowskis Ungleichheit fiir den ,gemischten Flicheninhalt®, die
unsere Ungleichheit 72 — 47 F =0 als Sonderfall umfaft, elementar
beweisen 1aBt. Man kann z, B. Sremwers Viergelenkverfahren und
damit den ganzen hier vorgetragenen Beweis in gewissem Sinne
dual ibertragen, wie ich gezeigt habe [,Beweise zu Sitzen von
Brouny und Minkowskr iiber die Minimaleigenschaft des Kreises®,
Jahresbericht der D. Mathem. Vereinigung 28 (1914), S. 210—234].
Dabei bildet die Grundlage ein duales Analogon der Formel von S. 33.
Bezeichnen némlich s, s,, s,, s, die vier Seitenlingen eines Vier-



§ 14. Geschichtliches, Literatur. 41

ecks und ¢,, @,, @,, ¢, die halben AuBenwinkel, so gilt bei ge-
wissen Vorzeichenfestsetzungen fiir die Vierseitfliche die Formel

(Sy + 82 + 55 + 8,)° (8y — 82 + 85 — 8,)°

tep Fte g+ tg o+ tg g, Ofg gy + otg gy + ctg gy + Ctg gy

Einen anderen noch einfacheren Beweis hat G. FroseNtus erbracht:
»Uber den gemischten Flicheninhalt zweier Ovale®. Berliner Be-
richte 28 (1915), S. 387—404.

Sehr ausfiithrliche Literaturangaben iiber Maxima und Minima
in der Klementargeometrie pringt der Artikel IIT A B 9 von
M. Zacmarias in der Enzyklopidie der mathematischen Wissen-
schaften, bes. Nr. 28.

Der Begriff ,Bogenlange* ist in der hier verwendeten Form
von (. Peawo, L. ScrErrrer und C. Jorpan entwickelt worden. Man
findet diese und weitere Literaturangaben in dem Enzyklopidie-
artikel von H. v. MaxcorpT: ,,Anwendung der Differential- und Inte-
gralrechnung®. Enzyklopidie. der Math. Wissenschaften. IIL D. 1, 2,
S. 20—23. KEine weitere Verfeinerung des Liingenbegriffs auf Grund
des von LEBEsGuE stammenden MaBbegriffs ist kiirzlich von Cara-
THRODORY eingefithrt worden: ,Uber das lineare MaB von Punkt-
mengen, eine Verallgemeinerung des Lingenbegriffs.  Gottinger
Nachrichten 1914. Damit hingt aufs innigste die vorhin (§ 13) er-
wihnte Erweiterung des Integralbegriffs zusammen. Wegen ver-
wandter Fragen elementarer Natur wie Kreismessung und niherungs-
weise Ermittelung von Bogenlinge und Flicheninhalt sehe man das
inhaltsreiche Buch von Ta. Varren, Konstruktionen und Approxi-
mationen, Leipzig, Teubner 1911.

Der ,Flicheninhalt® wird sonst in anderer Weise erklart als
hier in unmittelbarem Zusammenhang mit den Integralen von RiemaNN
und LiesrscuE und den entsprechenden MaBbegriffen von JorpaN und
LeBescue. Die hier gegebene Definition hidngt zusammen mit dem
Integral von T.J. Stievrses, Annales de Toulouse 8 (1894). Funk-
tionen mit beschrinkter Schwankung und StiEvrses-Integrale fiir
Funktionen von mehreren Verinderlichen sind von M. FricHET an-
gegeben worden, Nouvelles Annales de Mathématiques, (4) 10 (1910),
S. 241—256 und Transactions of the American mathematical society,
16 (1915), S. 215—234. Vgl. auch J. Ravox, Theorie und Anwen-
dung der absolut additiven Mengenfunktionen, Sitzungsberichte der
Wiener Akademie, math.-nat. Klasse, 122 (1913), S. 1—144. Uber
die Theorie der Funktionen reeller Verinderlicher kann man sich
am besten unterrichten in dem nichstens bei B. G. Teubner er-
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scheinenden zusammenfassenden Werke von C. CARATHEODORY, Vor-
lesungen iiber reelle Funktionen.

Vielleicht darf zum SchluB noch darauf hingewiesen werden,
daB die Kreislinie oder Kreisfliche noch Losung ist von manch an-
deren Maximum- oder Minimumaufgaben. Es seien zwei sehr be-
riihmte genannt, von denen nur die erste vollig erledigt ist:

Ein ,einfach zusammenhsingender® Bereich, d.h. das eineindeutige
und stetige Abbild einer Kreisfliche soll so auf einen anderen der-
artigen Bereich konform abgebildet werden, daB das Verzerrungs-
verhiltnis an einer vorgeschriebenen Stelle Eins ist, und daB der
Bildbereich moglichst kleinen Flicheninhalt hat. Das Minimum
existiert, und der Bildbereich ist die Kreisscheibe. Uber diese Fassung
eines auf die Dissertation von B. Riemany (Gottingen 1851) zuriick-
gehenden Problems vgl. man L. BieBErBacH im Circolo matematico
di Palermo, 38 (1914), S. 98—112 und Mathem. Ann. 77 (1916),
S. 153—1172. ’

Die Form einer ringsum eingespannten ebenen Membran ge-
gebenen Flicheninhalts soll so bestimmt werden, daB der Grundton
der schwingenden Membran moglichst tief ausfallt. Diese Frage
ist von Lorp Ravieicm aufgeworfen worden und J. Hapamarp hat
dariiber Untersuchungen angestellt, Equilibre des plaques élastiques
encastrées, Mémoires présentés par divers savants & I’Académie des
Sciences (2) 33 (1908).



Zweiter Teil.

Die Minimumeigenschaft der Kugel.

§ 15. Ein Beweisansatz Steiners.
I Problemstellung.

Wir wenden uns jetzt zur Extremumeigenschaft der Kugel unter
nallen Korpern* gegebenen Inhalts kleinste Oberfliche und daher unter
den Korpern gegebener Oberfliche den groften Rauminhalt zu be-
sitzen. Dabei werden wir hier der Kiirze der Darstellung halber
und obwohl das zur Anwendung kommende Verfahren weiter reicht,!
als Vergleichskdrper der Kugel nur sogenannte ,konvexre“ Korper zu-
gelassen.

Unseren Zwecken entsprechend definieren wir ein solches Ge-
bilde etwas enger, als es sonst geschehen mag, durch die folgenden
Festsetzungen: Fine riumliche Punktmenge bildet einen honvexen Korper,
wenn sie 1. beschrinkt, 2. abgeschlossen ist und 3. die Konvexitutseigen-
schaft hat, von einer sie treffenden Geraden stets in einer einzigen
Strecke geschnitten zu werden, die sich natiirlich auch auf einen
Punkt zusammenziehen kann. )

Die dritte und wesentliche Eigenschaft kann man auch durch
die gleichwertige Forderung ersetzen, dall die Punktmenge zu zwei
beliebigen ihrer Punkte immer auch deren Verbindungsstrecke ent-
halten soll.

Die Punkte in und auf einer Kugel oder einem Ellipsoid, die
Punkte in und auf einem Wiirfel bilden einfache Beispiele kon-
vexer Korper. Doch sei ausdricklich hervorgeloben, daf3 wir z. B.
auch eme Kreisscheibe, eine Strecke und schlieflich sogar auch einen
einzigen Punkt mit unter die konvexen ,Korper rechnen werden. Korper
von der Form eines Hornchens oder eines Ringes sind einfache Bei-
spiele nicht konvexer Korper.

1 Man vergleiche dazu § 20, L.
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Bezeichnet man Rauminhalt und Oberfliche einer Kugel mit /
und O, so liBt sich eine Entdeckung des ArcmIMEDES so in Formeln

fassen

_7=4—;—7‘3, O =4mr?

und daraus folgt
0?—36mJ/2=0.

Zwischen Rauminhalt und Oberfliche — Begriffe, mit denen wir
uns auseinanderzusetzen haben werden — bei jedem anderen, d. h.
bei jedem nicht kugelfsrmigen konvexen Korper besteht die Be-

el 03— 386mJ2>0.

Mit dem Beweise dieser Ungleichheit fiir konvexe Korper, die der
a,nafytische Ausdruck fiir die angefilhrten Extremumeigenschaften
der Kugel ist, werden wir uns im zweiten Teile dieses Biichleins
befassen.

II. Steiners Symmetrisierung.

STEINER hat ein Verfahren ersonnen, es soll hier kurz die ,Sym-
metrisierung® heiBen, das ermdglicht, zu jedem nicht kugeligen kon-
vexen Korper einen neuen zu konstruieren, der gleichen Inhalt, aber
kleinere Oberfliche besitzt. Gibt es daher unter allen konvexen
Korpern gegebenen Rauminhalts iiberhaupt einen mit kleinster Ober-
fliche, so kann er nur eine Kugel sein: Durch die Symmetrisierung,
die jetzt an die Stelle des beim ebenen Problem verwendeten Vier-
gelenkverfahrens tritt, wird unsere Aufgabe auf den blofen Existenz-
beweis zuruchkgefihr,

Bevor wir die Symmetrisierung auseinandersetzen, schalten wir
noch die ziemlich triviale Bemerkung ein: Zin konvexer Kirper, der
zu jeder beliebigen Llbene stets eine parallele Symmetricebene besitzt, ist
notwendig eine Kugel

Zunichst hat namlich ein solcher Korper drei paarweise auf-
einander senkrecht stehende Symmetrieebenen und da die Spiege-
lungen an diesen drei Kbenen hintereinander ausgefithrt die Spiege-
lung an dem Schuittpunkt # der drei Ebenen ergeben, so ist M/
Mittelpunkt des Korpers. Unser erstes Ergebnis ist also: Unser
konvexer Korper hat einen Mittelpunkt A7

Nun kann eine beschrinkte Punktmenge nicht zwei verschiedene
Mittelpunkte ./, und M, haben. Denn die Spiegelungen an diesen
beiden Punkten ergeben zusammengesetzt die Parallelverschiebung
um die Strecke 2 M, /7,, bei der jeder Punkt unserer Menge wieder
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in einen Punkt der Menge iibergehen miiBte. Bei oftmaliger Wieder-
holung dieser Schiebung wandert aber jeder Punkt beliebig weit und
das steht im Widerspruch zu der vorausgesetzten Beschrinktheit.
Als zweites Ergebnis folgt daher: Jede Symmetrieebene eines Korpers
geht durch seinen Mittelpunkt 4 (sonst gébe es einen zweiten Mittel-
punkt, den Spiegelpunkt von # an der Symmetrieebene) und daher
ist jede Ebene durch 4/ Symmetrieebene.

Ist nun P irgend ein Punkt unseres konvexen Korpers, so ist
jeder von M gleichweit entfernte Punkt @ ebenfalls im Koérper ent-
halten, denn die Spiegelung an der Symmetrieebene durch #/ senk-
recht zn PQ fiihrt P nach @. Enthalt der Korper also den Punkt 2,
so enthilt er die Oberfliche der Kugel um A durch 2 und wegen
der Konvexitit auch das Innere dieser Kugel. War aber P der
von M am weitesten entfernte Punkt des Korpers (einen solchen mufl
es wegen seiner Beschrinktheit und Abgeschlossenheit geben), so muf
er mit der eben konstruierten Kugel zusammenfallen. Damit ist
aber die Kugelgestalt des Korpers sichergestellt.

Es sei nun § ein nicht kugeliger konvexer Korper und es werde
eine beliebige Ebene herausgewihlt, die wir uns ,horizontal“ denken
wollen, zu der ® keine parallele Symmetrieebene besitzt. Dann be-
steht die Symmetrisierung von & beziiglich dieser horizontalen Ebene
in Folgendem. Wir denken uns § aus lauter diinnen vertikalen
Stibchen zusammengesetzt. Jedes dieser Stibchen verschieben wir
in vertikaler Richtung so lange, bis sein Mittelpunkt in unsere Hori-
zontalebene zu liegen kommt. Dann erfiillen die verschobenen Stéb-
chen einen zu dieser Ebene symmetrischen Korper &, von dem wir
zeigen werden, daB er wieder konvex ist. Geometrischer ausgedriickt:
Wir bestimmen & symmetrisch zu unserer Horizontalebene derart, dafi
Q@ und §& von jeder Vertikalen in zwei gleichlangen Strecken geschnitlen
werden.!

" Aus dem sogenannten Prinzip von B. CavATIERT ergibt sich sofort
die Gleichheit der Rauminhalte von & und )
J—Q = e]—fe .
Ferner gilt, wenn & von endlich vielen Ebenen begrenzt ist, wenn
also @ und daher auch & ein Vielflach ist, wie SteINER durch

elementargeometrische Uberlegungen zeigt, zwischen den entsprechen-
den Oberflichen die Ungleichheit

0§> Oﬁ.

! Die analoge Konstruktion in der Ebene ist in Fig. 18 S. 69 dal'gestellt,
die Symmetrisierung eines Vierflaches in Fig. 9, 8. 47.
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Aus dem Bestehen dieser Ungleichheit fiir den F all von. Vlelﬂachen
schlieBt SteiNer auf ihre Giiltigkeit auch im allgemeinen I all, indem
er sich allgemeine konvexe Korper durch Vielflache angenﬁ,hert denkt.

III. Kritik an Steiners Beweis.

Natiirlich ist, um aus der Symmetrisierung einen vollstindigen
Beweis fiir die Minimumeigenschaft der Kugel aufzubauen, wie wir
schon hervorgehoben haben, der Existenzbeweis erforderlich, daB
es unter allen konvexen Korpern gegebenen Rauminhalts sicher
einen gibt, dessen Oberfliche = der Oberfliche aller iibrigen ist.
Zu der Erkenntnis der Notwendigkeit dieses Existenzbeweises fithrt
ganz dieselbe Betrachtung, wie wir sie im ersten Teil beim analogen
ebenen Problem eingehend durchgefithrt haben. Aber bei der rium-
lichen Aufgabe liegen die Dinge noch ein wenig schlimmer als in
der Ebene: Es ist nimlich bei SteiNer die Symmetrisierung selbst
nicht ganz in Ordnung.

Von den drei Eigenschaften dieses Verfahrens, daB nimlich 1.
aus der Konvexitit von ® die von & folgt, daB 2.

J@ = Jﬁ
und 3.
Og > 0Og
ist, ist der wesentliche dritte Punkt nicht erledigt. Aus der Giiltig-
keit dieser Ungleichheit fiir Vielflache folgt durch Grenziibergang nur
0@ = 0@
fir beliebige konvexe Korper und es bleibt zu bewe1sen daB die
Gleichheit nur dann eintritt, wenn schon ® entgegen der Annahme
eine horizontale Symmetrieebene hat. In diesem trivialen Ausnahme-
falle lauft die Symmetrisierung auf eine blofe Parallelverschiebung
hinaus.

Wenn wir also den Beweis Stemvers vervollstindigen wollen,
so ist der Weg klar vorgezeichnet: Wir haben uns zunéchst, soweit
es fiir das Folgende erforderlich ist, mit dem Begriffe ,,konvexer
Korper¢ vertraut zu machen, ,,Raummhalt“ und ,,Oberfliche“ zu er-
kliren, dann die drei Eigenschaften der Symmetrisierung streng zu
begriinden und schlieBlich die Existenzfrage zu erledigen.

Man wird hier zunichst wie in der Ebene versuchen, mit dem
gewdhnlichen Existenzsatz von WEeIErsTRASS iiber stetige Funktionen
auszukommen, indem man die Ungleichheit 0* — 86 . J2 > 0 zuerst
nur fiir Vielflache beweist. Ks zeigt sich jedoch, daB dies mittels
der. Symmetrisierung aus dem Grunde unméglich ist, weil sich bei
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der Symmetrisierung eines Vielflachs im allgemeinen die Eckenzahl
und Seitenflichenzahl vergroBert, wihrend bei geeigneter Anwendung
des Viergelenkverfahrens auf ein Vieleck die Eckenzahl erhalten blieb.

Fig. 9.

Man vergleiche die beigegebene Fig. 9, die die Symmetrisierung eines
Vierflachs in ein Sechsflach veranschaulicht. Aus Allem zeigt sich,
daB das riumliche Problem erheblich groBere Schwierigkeiten in
sich birgt, als das ebene.

§ 16. Konvexe Korper und konvexe Funktionen.

1. Konvexe Funktionen zweier Verdnderlicher.

Aus der zuvor (S. 43) gegebenen Definition des konvexen Kor-
pers ergibt sich sofort: Der Durchschnitt zweier honvexer Kirper, die
sich treffen, ist wieder ein konvexer Korper.

Ein Punkt eines konvexen Korpers, um den als Mlttelpunkt
sich eine kleine Kugel legen 1ift, die ganz im Korper liegt, heibt
innerer Punkt des Korpers. Kin konvexer Korper ohne innere



48 Minimumeigenschafft der Kugel.

Punkte liegt ganz in einer Ebene, denn enthielte der Kdrper die vier
Ecken eines Vierflachs, so enthielte er auch dessen Inneres und
damit auch innere Punkte. Ein solcher konvexer Korper ohne
innere Punkte soll auch kurz ein ‘konverer Bereich genannt werden.
Beispiele fiir konvexe Bereiche sind die Kreisscheibe, die Strecke
und der einzelne Punkt. Punkte eines konvexen Korpers, die nicht
innere Punkte sind, sollen ZRandpunkte heifen; sie bilden zusammen-
genommen die konvere Begrenzungsfliche des konvexen Korpers.

Man beweist leicht: Bin konvexer Korper wird wvon einer ihn
treffenden Ebene in einem hkonvexen Bereich geschnitten. Die ortho-
gonalen Projektionen oder, wie wir mit K. MULLER kiirzer sagen wollen,
die ,Normalrisse“ der Punkte eines konvexen Korpers auf eine Ebene
erfillen einen konvexen Bercich. Alle Punkte, deren Entfernung® wvon
einem hkonvexen Korper & nichi grofer als ¢ ist, bilden wieder einen
konvexen Kérper &,, einen ,,Parallelkorper® zu Q.

Es sei nun Q irgend ein konyexer Korper. Wir nehmen eine be-
liebige Ebene als z,y-Ebene oder, wie wir auch sagen wollen, ,,Grund-
ebene“ eines rechtwinkligen Koordinatensystems.

Der ,,GrundriB“ z, y, 0 jedes Punktes z, y, z von & liegt in
einem konvexen Bereich & der Grundebene, den wir den GrundriB
von ® nennen konnen. Da jede Vertikale, d. h. jede Parallele zur
z-Achse &, wenn iiberhaupt, so in einer Strecke durchschneidet, so
sehen wir, daB die z-Koordinate der Punkte von ® zwei Ungleich-

heiten gentigen
g =z=[@y).

Diese Funktionen sind in ® eindeutig erklirt. Gilt fiir ein Werte-=
tripel 2, y, z in einer der beiden Beziehungen das Gleichheits-
zeichen, so entspricht ihm ein Randpunkt von K.

Es seien nun =z, y,, z, und z,, y,, z, zwei Punkte von  Dann
lassen sich die Koordinaten jedes Punktes ihrer Verbindungsstrecke
in der Form schreiben:

CE=hn At Y=yt Y, 2=l 2+ 4,2,
wobei

A+i;=1 und 4 =0, ,=0
ist. Da jeder solche Punkt z, y, z wegen der Konvexitit von
wieder in & liegen muB, so miissen die Funktionen f und g den
Ungleichheiten geniigen '

e+ 2,2, My, + loys) = A f (=, Y1)+ Ay [ (2, Ys)s
AUSEE I iy + Ay, = N ACRYAES Ay g (2, Yy)s
! Vgl 8. 60.
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Es liegt daher nahe, folgende Festsetzung zu treffen: FHine in
einem konvexen Bereich & der x,y-Ebene definierte Funktion f(z, y)
heif3t konvex (nach oben), sobald

[l o+ 22, i+ hys) = 4@ y) + A1 (@ Y)
ist fur alle z, y;; 2, y, 0 & und fur alle 4, + 4, =1; 2, =0,
by = 0 und wenn auferdem [ (z,y) in ® nach unten beschrinkt ist:

fley)=m.

Diese letzte Bedingung ist bei der in der frither angegebenen
Weise aus einem konvexen Korper & entspringenden konvexen
Funktion f sicher erfiillt, wegen der vorausgesetzten Beschréinktheit
von & FEbenso wie f(z, y) ist die frither eingefiihrte Funktion
— g(z, y) konvex (nach oben). Man konnte auch sagen: g selbst
ist nach unten konvex.

Aus unserer Definition der konvexen Funktionen folgt sofort:
Sind f,(z, y) und f,(z,y) in ® definierte (nach oben) komvexe Funk-

tionen, so ist auch die Funkiion

f@y)=cfil@y+ ey fo (7 y)
(nach oben) konvex, sobald ¢, =0 und c, = 0 ¢st. Anders aus-
gedriickt: Durch Linearkombination mit positiven Koeffizienten tritt
man nicht heraus .aus der Gesamtheit der konvexen HFunktionen.
Insbesondere ist z. B. die Funktion

1 y)— 9@ Y)
konvex.

II. Festlegung eines konvexen Korpers durch Ungleichheiten.

In dem frither erklirten Sinne der riumlichen Geometrie hat
ein konvexer Bereich ® in der Ebene z = 0 keine inneren Punkte,
sondern nur Randpunkte. Beschrinken wir hingegen unser Augen-
merk auf die ebene Geometrie in z = 0, so konnen wir wieder von
inneren und von Randpunkten von ® sprechen, je nachdem sich die
Punkte in Kreisscheibchen innerhalb @ einschlieBen lassen oder
nicht. Wir wollen annehmen, unser Bereich © habe in diesem
Sinne innere Punkte, mit anderen Worten, wir schlieBen jetzt aus,
daB ® sich auf eine bloBe Strecke zusammenziehe. Das Innere
von ®, d. h. die Gesamtheit der inneren Punkte, sei mit &, be-
zeichnet.

In ®, sei eine im oben erklirten Sinne (nach oben) kon-
vexe Funktion f(z,) erklart, und zwar sei [ (¢,y)= m. Dann

Brascuke, Kreis und Kugel. 4
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erkliren wir eine riumliche Menge von Punkten z, y, z durch die
Bedingungen
z, y in ©,,

und behaupten: Nimmt man zu dieser Punkimenge alle ihre Hiufungs-
punkte hinzu, erweitert man also die Menge zu einer abgeschlossenen,
so erhilt man einen konvexen Korper M.

Zum Beweise ist zunichst die Einsicht erforderlich, dafl 9t be-
schrinkt ist, oder, was auf dasselbe hinausliuft, daB die Funktion
[ (z, y) auch nach oben beschrinkt ist:

Wir nehmen fiir den Augenblick der Einfachheit halber an, es
sei m = 0, also f(z, y) = 0, was man durch eine fiir unsere Uber-
legung unwesentliche Parallelverschiebung in der z-Richtung immer
herbeifiihren kann.

Sei nun z,, y, 0 ein Punkt von &, und & eine Kreisscheibe
mit z,, y, als Mittelpunkt, die in &, enthalten ist. Den Punkt P,
mit den Koordinaten =z, y,, z, = / (%o, ¥,) verbinden wir durch
geradlinige Strecken mit allen Punkten der Kreisscheibe &, Diese
Strecken erfiillen dann einen abgeschnittenen Drehkegel ®, der &
als Basis und P, als Spitze hat und in R enthalten ist, wie aus
der Konvexitit von f fobgt. Verlingert man ® iiber die Spitze P,
hinaus, so erhélt man einen zweiten Drehkegel ©* dessen Inneres
von I frei ist. Lage nimlich ein Punkt ¢ von M im Innern von
D%, so enthielte M den Kegel, der & als Basis und @ zur Spitze
hat, und es wire infolgedessen £ (z,, 7,) > = .

Daraus aber, dal ©* von I frei ist, folgt sofort die Beschrinht-
heit von IN. Ebenso folgt aus der Tatsache, daB die »Hlache«
z=[(z,y) zwischen den Kegeln ® und ®* verliuft, die Stetigheit
der konvexen Funktion f(z, y) an der Stelle 5, Yyt ,

Eine in einem konvexen Bereich definierte konvexe Funktion ist
wn jedem inneren Punkt des Bereiches stetig.

DaB die abgeschlossene und beschrinkte Punktmenge 9 auch
die Konvexititseigenschaft hat, folgt sofort aus der Konvexitit von f£.
Wir konnen daher feststellen:

Bis sei ®, das Innere eines homvewen Bereichs in z = 0 wund in
. . . -
®, seten zwei konveze Funktionen f (z, y) und — g (z, y) erklire, und
zwar sei

[(®y)—g(y=0.
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Dann ist durch die Bedingungen
@{ z, y in @,
gy =2z=[f(y)
eine Menge von Punkten =z, y, z erklirt, die, wenn man sie zu einer
abgeschlossenen Menge erweitert, einen honvezen Korper R ergibt, und
nach dem Friheren (S.48) ist jeder hkonvexe Kirper in dieser Weise
analytisch definierbar, sobald er sich nicht auf eine Strecke reduziert.
Dieser Korper & ist namlich der Durchschnitt der beiden kon-
vexen Korper MM und %N, die durch die Bedingungen festgelegt
werden:
z, y in @,, { z, y in @,
mézéf(z7y)7 g
wenn die Funktionen f und ¢ zwischen den Schranken m und n
liegen:

Yy =z =n,

m < (2, y) < n, m < g (z,y) < n.

III. Konvexe Funktionen einer Veridnderlichen.

Bisher hatten wir angenommen, daB der Definitionsbereich ®
unserer konvexen Funktionen innere Punkte enthalte; es ‘bleibt also
noch der Fall zu betrachten, daB ® eine Strecke ist, die wir uns
etwa auf der z-Achse gelegen denken. Dann haben wir

{ a=z=0b, y=0,

g =z=[@)
und die Funktionen f und — ¢ sind in @ < z < b konvex, d. h. es ist

1) oz + ’]‘2 2y) Z A f () + A ()
fiir
Atd=1, 4 =0, 2,=0
und es ist
f @) >m.
Setzen wir 4, = 1 — &, 4, = &, so kbnnen wir auch schreiben:
2) F( =8z +Fx) =1 — ) f(a) + [ (2),
0=9=1

Es soll nun Folgendes bewiesen werden: In jedem inneren Punkte z
des Definitionsintervalls a < x < b existiert der (endliche) Grenzwert:

©) Lim T@FA-T@=B _ e,

h—>0 2h

Das kann man etwa so einsehen: Die Funktion
(@ + k) — [ @)
(4) @ (&, h) = l‘”_T___

4*
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ist bei festgehaltenem z eine monoton abnehmende odgr wenigstens
nicht zunehmende Funktion von 4. Es ist namlich fir 0 < ¢ <1

A—Hf@+df@+h—f@+3Ih
G

G e&hl)—@k dh)=

und der Zshler ist nach (2) nicht positiv.

Wegen der Monotonie von ¢(z, k) existieren bekanntlich die
Grenzwerte ¢(z, + 0), die sogenannten rechtsseitigen und links-
seitigen Ableitungen von f.° Daraus folgt aber die behauptete
Existenz von

, + 0 , — 0
(6) f*(z) - o (@ + )-;—cp(w )

Ist f(2) im gewdhnlichen Sinne differenzierbar, d. h. ist
@, +0) =g —0) =["(z),
@) =f(
und wir konnen daher f*(z) als verallgemeinerte Ableitung der kon-
vexen Funktion f (z) bezeichnen. In der Existenz der linksseitigen
und rechtsseitigen Ableitung ist auch die Stetigkeit, von f mit. ent-

halten.
Aus der Monotonie von ¢ ergibt sich fir 2 >0

0 e@—-H=gk -0)=@O=9k +0)= P @ + 4

oder, wenn man fiir ¢ seinen Wert einsetzt

so 1ist also

(8) f(m)—/l:(x—h) éf;k(z) = f(fv+7;)—f(x)’

beides wieder fiir 2 > 0. Wechselt man die Bezeichnung, indem
man einmal fir z —% und » und das andere Mal fiir z und =+ £
einfithrt », und =z,, so erhalt man

) frie) = K ZL8) &
fir z, < x,, d. h. f*(z) ist auch monoton:

Ist f(z) eine im Intervall a < x < b definierte konvexe Hunktion,
so existiert in jedem inmeren Punkte z des Intervalls die verallgemei-
nerte Ableitung

£*(2) = Lim [@+ 0~ f@=1

h—>0 2h

und diese ist eine nicht zunehmende Funktion.



§ 16, IV. Stiitzgeraden. 53

IV. Stiitzgeraden, ‘Stiitzebenen.

Aus den Beziehungen (8) ergibt sich

(10) [l+h)=[F@)+hf )

fiir A é 0, d. h. geometrisch: Die Kurve ¢ = f'(§) liegt ganz ,unter-
halb® der Geraden § = f(z) -+ (§ — 2) f*(z). Daraus schlieBen wir:
Durch jeden Randpunkt® eines honvexen Bereichs geht mindestens eine
Gerade in der Ebene des Bereichs hindurch, die den Bereich ganz auf
einer Seite lift.

Hat namlich der Bereich keine inneren Punkte, so ist diese Tatsache
selbstverstandlich, und
sonst brauchen wir nur
die gerichtete Verbin-
dungsgerade eines inne-
ren Punktes mit dem zu
untersuchenden Rand-
punktalspositive z-Rich-
tung zu nehmen und er-
halten dann unseren
Satz durch die eben an-
gefiihrte Formel (10) be-
statigt. Nach H. Min-
ROWSKI nennt man eine
solche durch mindestens
einen Punkt des DBe-
reichs hindurchgehende
und in seiner Ebene
liegende Gerade, die,
wie wir kurz sagen
konnen, den Bereich
nicht zerschneidet, eine
Stutzgerade des Be-
reichs.

Wir wollen nun
shnlich fir die riumliche Geometrie beweisen: Durch jeden Rand-
punkt R eines honveren Kirpers ® geht mindestens eine Stutzebene,
d. h. eine bene, auf deren einer Seite der Kirper gelegen ist.

Wir legen zum Beweise durch R irgend eine Ebene €, die & in
dem konvexen Bereich B durchschneiden moge (Fig. 10). Durch &

' Randpunkt® im Sinn der ebenen Geometrie, vgl. 5. 49 unten.
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geht dann eine Stiitzgerade 3 an B in €, die wir zur z-Achse wihlen.
Wir suchen den GrundriB ® von § auf z = 0; der Grundril von &
sei R’, die Schnittlinie von € mit z = 0 sei e. Da in € die eine
Seite der Stiitzgeraden 3 von B und daher von ® frei ist, ist auch
der eine der beiden Halbstrahlen von e, die in R’ enden, von @
frei und daher ist R’ Randpunkt von ®. Demnach geht durch R’
eine Stiitzgerade 8 von ®. Da nun die eine Seite von 3 in z =0
von ® frei ist, so ist auch die eine Seite der Ebene & durch R
und & von § frei, d.h. € ist eine Stiitzebene durch Z, w. z. b. w.!

V. Konvexe Hiille einer Punktmenge. Konvexe Vielflache.

Es sei 9 eine beschrinkte und abgeschlossene Punktmenge
in unserem Raume. Dann glbt es sicher konvexe Punktmengen, die
I enthallen, z. B. eine geniigend groBe Kugel um . Unter allen
diesen konvexen Korpern uber IR gibt es aber einen kleinsten &, d. h.
einen Korper, der in allen anderen konvewen Kirpern uber I ent-
halten ist. Wir wollen & die konveze Hulle von I nennen.

Um das einzusehen, betrachten wir zunéchst die Ebenen, die9)t nicht
treffen und mnicht in zwei getrennte Teile zerlegen. Wir wollen solche
Ebenen , Schranken® von I% nennen. Dann behaupten wir: & besteht
aus allen Punkten, durch die heine Schranke von I hindurchgeht.

Alle diese Punkte bilden namlich offenbar eine abgeschlossene
und beschrinkte Menge. Gehoren ihr ferner die Punkte P und @
an, so kann durch keinen Punkt der Verbindungsstrecke P eine
Schranke gehen, denn sonst wire ja die Parallelebene dazu ent-
weder durch P oder durch ¢ ebenfalls Schranke. Damit sind an
& die drei Higenschaften des konvexen Kérpers erkannt.

Hilfssatz: Durch jeden Punkt 4, der nicht im konvexen Kirper &
liegt, geht eine Schranke von *. Wegen der Abgeschlossenheit von &*
gibt es namlich eine kiirzeste Verbindungsstrecke 48 von 4 mit §*:
die Ebene durch 4 senkrecht dazu ist Schranke. Enthielte sie nim-
lich einen Punkt ¢ von &% so lige die Strecke B C in Q* und der
FuBpunkt des Lotes von 4 auf diese Strecke lige niher an A als B
entgegen der Voraussetzung.

Ist nun & irgend ein konvexer Korper iiber 9, so geht also
durch jeden nicht in §* liegenden Punkt 4 eine Schranke von {7

) ! Man konnte vermuten, daB fiir konvexe Funktionen von 2 Verinder-
lichen in Analogie zu (10) eine Formel gilt

f@th,y+h)=fixy+ hEF @, y) + kf, (=, 9),
doch ist das, wie man an Beispielen sehen kann, im Allgemeinen nicht richtig.
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die nattirlich auch Schranke von 9% ist. 4 liegt daher nicht in &
und daher ist ® in @* enthalten, wie wir zeigen wollten. SchlieB-
lich liegt M in K. '

Nebenbei erwahnt, kann man den kleinsten konvexen Kérper &
iiber einer Menge 9t auch einfach mechanisch deuten. Belegt man
namlich 9t mit positiver Masse, so liegt der Schwerpunkt der Massen-
belegung immer in & Umgekehrt kann man die (nicht negative)
Belegung so einrichten, daB der Schwerpunkt in einen beliebig vor-
geschriebenen Punkt von & zu liegen kommt.

Besteht I aus endlich vielen nicht in einer Ebene gelegenen
Punkten, so mnennt man die zugehorige konvexe Hiille § von
9, die dann auch innmere Punkte enthilt, ein konvexes Pielflach.
Liegen hingegen die Punkte von It alle in einer Ebene, so wird &
eine konvexe }ielecksfliche.

Die Begrenzung eines konvexen Vielflachs wird durch endlich
viele konvexe Vielecksflichen gebildet. Beispiele fiir konvexe Viel-
flache sind die fiinf regelmiBigen Korper des Prato: das regelmiBige
Vierflach, der Wiirfel und das regelmiBige Achtflach, schlieBlich die
regelmiBigen Zwolf- und Zwanzigflache.

VI. Die Stiitzfunktion.

Zi jeder Ebene gibt es an einen konvexem Korper R mit inneren
Punkten gerade zwei verschiedene parallele Stutzebenen an §. Denken
wir uns nimlich etwa die Ebene wagerecht, so gibt es wegen der
vorausgesetzten Abgeschlossenheit und Beschrinktheit einen hochsten
und einen tiefsten Punkt von & und die wagrechten Ebenen durch
diese zwei Punkte sind die gesuchten Stiitzebenen. Mehr als zwei
parallele Stiitzebenen sind aber unmdoglich, wie sich ohne Weiteres
aus ihrer Erklarung ergibt.

Errichten wir zu jeder Stiitzebene von § nach auBen hin, alse
nach der Seite, die von & frei ist, die gerichtete Senkrechte und
nennen wir ihre Richtungskosinus «, 8, 7 und die Entfernung der
Stittzebene vom Koordinatenanfang, den wir uns etwa im Innern
von & gelegen denken, H (> 0), so ist

H= U, f )
eine eindeutige Funktion auf der Kugel «?+ p24 y2=1. Man

nennt sie nach Minkowskl die Stitzebenenfunktion oder Stutzfunktion
von § Die Punkte z, 7, z von & geniigen den Ungleichheiten

) vz + By +yz=Hef7)
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Da nach unserem Hilfsatz (S. 54) durch jeden Punkt auBerhalb von &
eine Schranke

o + Boy + 102 = 1y > Hletws Bos 70)
hindurchgeht, so ist das Bestehen aller Ungleichheiten () fir alle
Werte von «, 8, y (¢?+ B+ y?= 1) fir die Punkte 2, y, z von Q
kennzeichnend.

§ 17. Rauminhalt und Oberflache.

I. Rauminhalt und Oberfliche bei Vielflachen.

Wir denken uns die Begriffe ,Rauminhalt“ und ,,Oberfliche*
fir die konvexen Vielflache in der iiblichen Weise erklart als ab-
solute Grofen, d. h. stets mit dem positiven Vorzeichen versehen,
und wir wollen daraus die” Erklirung der entsprechenden Begriffe
fiir beliebige konvexe Kérper herleiten.

Bs sei ¥ ein konvexes Vielflach, 8 ein zweites, das 8 enthalt,
aber auch noch Punkte, die nicht in % liegen, was wir durch die
Schreibweise ¥ < % andeuten. Ferner sei mit A% das Vielflach
bezeichnet, das man erhilt, wenn man die Koordinaten aller Punkte
von B im Verhiltnis 1:4 (A > 0) abéndert. Vom Inhalt / und von
der Oberfliche O von Vielflachen setzen wir dann folgende Eigen-
schaften als bekannt voraus:

1. Aus B < B fOlgt JQ; < Jﬂ; und OB & 0;{3.

2. Es ist Jl%= A3 J% und 0123= 2 Ogg.

3. Ein Vielflach 8 sei durch eine Ebene, die 8 in einem konvexen
Bereich vom Flacheninhalt /7 trifft, in zwei Teilvielflache B,
und B, zerschnitten. Dann driickt sich die ,additive Eigen-
schaft® von J/ und O in folgenden Beziehungen aus

Ju, + Jp, = Jp, Og + Og,= Op+2F.

II. Anniherung durch Vielflache.

Um nun die Begriffe auf beliebige konvexe Korper ausdehnen
zu konnen, brauchen wir einen Satz von Minxowskr iiber die An-
néherung beliebiger konvexer Korper durch konvexe Vielflache. Dieser
Satz 1aBt sich so aussprechen:

Es sei & ein beliebiger honvexer Korper und der Koordinaten-
anfangspunkt sei ein innerer Punkt' von . Dann kann man zu jedem

' Hat & keinen inneren Punkt, so ist Jo = 0 und Og = doppelter Flichen-
inhalt von ®. (Vgl. 8. 59.)
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noch so hkleinen positiven & ein honvexes Vielflach B so bestimmen, daf

R<BV< KA+ &)

ist.

Das beweist man etwa so. Wir iiberdecken den Raum mit
einem Punktgitter von der Seitenlinge o, d. h. wir betrachten alle
Punkte, deren Koordinaten die Form haben

r=po, y:qG,' zZ2=rao,
wo p, ¢ und r ganze Zahlen sind. Dadurch wird der Raum in lauter
Wiirfel von der Seitenlinge o zerspalten und von diesen (abgeschlos-
senen) Wiirfeln fassen wir alle die ins Auge, die mit § mindestens
einen Punkt gemein haben. Sie
bilden zusammen eine abge-
schlossene Punktmenge 9N, iber \
der wir die konvexe Hille % | BN
konstruieren. (In der Fig. 11
ist die entsprechende Konstruk- %
tion in der Ebene veran-

% /

lich vielen) Ecken aller Wiirfel \ f& Il
(Gitterpunkte) von M. & liegt a
in B und anderseits ist kein
Punkt von 9 um mehr als die Fig. 11.
die zugehorigen Stiitzfunktionen die Beziehung
* H§<H8§H§+GV§.
Es sei nun o der Halbmesser einer Kugel um den Koordinaten-
anfang innerhalb &, also

i

s

G
%

schaulicht). B ist ein Viel-

flach, denn ¢ ist auch kleinster

konvexer Korper iiber den (end- %

Wiirfeldiagonale ¢ /3 von & ent-

fernt. Anders ausgedriickt: 9 und daher auch ¥ liegen im kon-
vexen Parallelkérper &, {0 = ¢/ 8} zu & (vgl. S. 48). Das gibt fiir

0< o< Hg.
Dann ist

()'V_?)— < 7 g 8 Hg
und daher o
He < Hy < H@(l—l- LZ—S)-
Da uns die Wahl von ¢ offen steht, ist darin schon das gewiinschte
Ergebnis enthalten.
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Da die Stiitzfunktion Hy eines Vielflachs ¥ offenbar stetig ist,
sehen wir aus (*), daB wir die Stitzfunktion eines beliebigen kon-
vexen Korpers Q@ gleichmiBig durch stetige Funktionen annahern
konnen. Daraus folgt:

Die Stutzfunktion H(e, f3, y) eines beliebigen konvexen Kirpers ist
auf' der ganzen Finheitshugel o+ B+ y%=1 stetig.

Den Anniherungssatz Mingkowskrs kann man auch so wenden:
Man kann einen beliebigen konvexen Kiorper & mit dem Koordinaten-
anfang als inneren Punkt stets beliebig eng zwischen idhnlich liegende
konvexe Vielflache einschlicfien

Bl —e) < Q< B.

B konstruiere man wie vorhin. Dann stimmt die Formel, wenn
man nimmt
aV3
2=

S

& =

III. Erklirung von Rauminhalt und Oberfliche bei beliebigen kon-
vexen Korpern.

Es sei & ein beliebiger konvexer Korper mit inneren Punkten,
ferner ¥ ein Vielflach um ® {8 > §} und W ein Vielflach in
{B < ). Dann gilt nach 1. fir Inhalt und Oberfliche von B > B

Jg > Jg, Oy > Oy

und wir konnen daher fiir Inhalt und Oberfliche von € die Be-
dingungen ansetzen
Jg > Jp > I,

Og > Og > Og.
Dadurch sind aber die MaBzahlen Jg, Og, wenn diese Ungleichheiten

fir alle & enthaltenden Vielflache ¥ und alle in & enthaltenen
gelten sollen, wie wir zeigen wollen, eindeutig bestimmt.

Das ergibt sich aus der Kigenschaft 2. und dem bewiesenen
Anniherungssatz. Wir brauchen nimlich nur zu zeigen, daB sich
zu jedem positiven ¢ zwei Vielflache B, B so bestimmen lassen, daB

L>R>W
und

Jp—Jn<d, Opg—0x<d
ausfillt. Nach unserem Anniherungssatze kénnen wir

W=(1—-¢%
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wahlen und wir haben dann nach 2.

1
T dn = g 1) Y
1
"Schliefen wir & und damit 8 in einen Wiirfel von der Seitenlédnge s
ein, so finden wir demnach

Jis— Ty & {(1_18_)3_1}33,

0%—0,E<{ _1}6s2.

i
(1 —¢?
Da & > 0 beliebig herabgedriickt werden kann, so ist darin das ge-
wiinschte Ergebnis enthalten.

Wir kénnen Jg und Og daher so erklaren:

Rauminhalt und Oberfliche eines konvewen Kirpers & mit inneren
Punkten sind die oberen Grenzen der Rauminhalte und Oberflichen der
in @ enthaltenen honvexen Vielflache und die unteren Grenzen der
Rauminhalte und Oberflichen der & enthalienden hkonvexen Vielflache.

Genau entsprechend kann man in der ebenen Geometrie Flachen-
inhalt und Umfang eines konvexen Bereichs erkliren aus den ent-
sprechenden MaBzahlen der im Bereich enthaltenen und ihn ent-
haltenden konvexen Vielecke.

Den Rauminhalt eines konvexen Bereichs werden wir gleich
Null zu setzen haben und seine Oberfliche gleich seinem doppelten
Flacheninhalt.

Die in § 17, I angegebenen drei Eigenschaften von J und O
bei Vielflachen lassen sich jetzt mittels des Anniéherungssatzes von
Minkowsk: auf beliebige konvexe Korper iibertragen.

IV. Konvergente Folgen konvexer Korper.

Zu jeder konvexen Punktmenge & gehdrt somit ein bestimmter
Rauminhalt Jg und eine bestimmte Oberfliche Og, es sind also
jeder derartigen Menge zwei Zahlen zugeordnet. Eine gewohnliche
Funktion ordnet jedem Punkt einer Menge, z. B. jedem Punkt eines
Tntervalls eine Zahl zu. Hier haben wir also eine Verallgemeinerung
des Funktionsbegriffs vor uns, man spricht von » Mengenfunktionen”
oder kiirzer von ,Funktionalen®

Von den beiden erklirten Funktionalen Jg und Og wollen wir
aus ihrer Definition eine gewisse Stetigkeitseigenschaft ableiten, die
davon handeln soll, daB sowohl die Rauminhalte wie die Oberflachen
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zweier ,geniigend benachbarter konvexer Kérper sich um beliebig
wenig unterscheiden. Dazu ist zunéchst erforderlich, dem Wort ,be-
nachbart® eine klare Bedeutung unterzulegen.

Ist P ein fester Punkt und & ein konvexer Korper, so versteht
man unter der Entfernung E(P, §) des Punktes P von & das Minimum
der Entfernung zweier Punkte P und @, von denen @ in & liegt.
Ein solches Minimum gibt es wegen der Abgeschlossenheit von &.

Wir kénnen nun erkliren: »(> 0) heiBe das Map der Nachbar-
schaft v = N(8®, &) zweier konvexer Korper & und 8, wenn es die
kleinste Zahl ist mit der Eigenschaft, daB die Entfernung jedes
Punktes aus € von § = ist und umgekehrt die Entfernung jedes
in § liegenden Punktes von & ebenso = ist.

Dann konnen wir weiter festsetzen: Hine Iolge konvexer

Kirper R, &, &, ... konvergiert gegen einen konvexen Korper &, in
Zeichen
¢ = Lim @n 3
n—> 0

wenn die zugehorigen Nachbarschaftsmafle gegen Null streben
Lim /N (®, 9 =0.2
n—>- 0

Beispiele. Es sei & ein beliebiger konvexer Korper mit inneren
Punkten oder auch ohne innere Punkte. Dann bildet die Gesamt-
heit aller Punkte 7, deren Entfernung £(F, Q)= g, ist, wieder einen
konvexen Korper &, den wir Parallelkorper von & genannt hatten.
Lassen wir g, eine nach Null konvergente Zahlenfolge, z. B. 1, 1, 1,...
durchlaufen, so konvergieren die zugehorigen Korper nach &

Um die Punkte #, mit den Koordinaten z =1:n, y=0,
z=0{n=1,2,3..} seien Kugeln & beschrieben mit den Halb-
messern 1:27 Dann existiert

Lim®, = g,
n—>>- o
und zwar fillt ¢ mit dem Ursprung zusammen.

Der Anniherungssatz von 8. 56 14Bt sich jetzt auch so fassen:.
Ist ein konvexer Kirper § und eine positive Zahl v gegeben, so hann
man ein konvexes Vielflach B stets so bestimmen, dafi N (R, B) < v
wird.

Sind & und &, zwei konvexe Korper, die den Koordinaten-
anfang enthalten und A, H, ihre Stiitzfunktionen, so ist

]HI - Hz | E"N(@v @2)-

! Eine andere gleichwertige Erklirung fiir die Konvergenz bringen wir
spiter (§ 18, V, S. 66).
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V. Stetigkeitseigenschaft von Inhalt und Oberfliche.

Jetzt sind wir in der Lage, die vorhin angekiindigte Stetigheit
der Funktionale Jg und Og scharf zu fassen:

A
u Lim®, = ¢
Nn—> O
lgt . .
fo‘q le']—@'n= Jg, Lim 0.@n= 053'

n—> n—>®
Der Beweis liegt nach dem Vorangehenden auf der Hand.
Nehmen wir zunichst an, & enthalte innere Punkte, einen davon
wihlen wir zum Ursprung M. Die Kugel um M vom Halbmesser o
sei in @ enthalten. Dann ist

b e
sobald das NachbarschaftsmaB
NR, <
ist, wo » eine positive Zahl < ¢ bedeutet. Daraus folgt wegen der
Eigenschaft 2.
(1——) Jo < g < (1+%)3J2,

1= o< ome 1+ 2] o
Darin sind aber die gewiinschten Ergebnisse

Lim J§n= Jg, Lim Op, = 02
n—> o n—>®
enthalten.

Der Fall, daf & keine inneren Punkte hat, erledigt sich ebenso
cinfach. @ sei ein konvexer Bereich in der Ebene z = 0, der die
Kreisscheibe mit dem Halbmesser ¢ um den Koordmatenanfang M
enthilt (reduziert sich namlich ¢ auf eine Strecke oder einen Punkt,
so ist die Richtigkeit der Behauptung ohne weiteres einleuchtend).
Wir bilden den konvexen Korper

- [a:,y in (1+TZ)53,
71 lz]=w.

fas N®,,Q<v folgh damn &, <M,

und daher, wenn Fi den Flacheninhalt und U den Umfang von &
bedeutet

Jan < Iy = (1+L>2-2v'F27
Oﬁw<05mv—2(1—l- )F,3+2w(1+ )
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Es ergibt sich somit zunichst:

le J@nchg:O.

’ll“‘}@
Fiir die Oberfliche von ®,  brauchen wir noch eine zweite Ab-
schitzung. Es sei @, der Grundrif von ®,, d.h. die Gesamtheit
der Normalrisse der Punkte von ® auf die Ebene z = 0. Dann ist

v
—2la
. G, > (1 o ) Q
und anderseits
oz P, 52 (1 — %)‘FQ.

Somit ist in der Tat

n—>>m
Die dabei benutzte Beziehung
Opn=2 Fyn

zwischen der Oberfliche von &, und dem Flicheninhalt des Grund-
risses ist fiir den Fall, daB & ein Vielflach ist, richtig. Daraus
folgt durch Grenziibergang nach dem frither Bewiesenen die Giiltig-
keit fir den Fall, daB &, innere Punkte hat. Ist aber &, ein Be-
reich, so ist die Beziehung trivial.

§ 18. Eine Erweiterung des Satzes von Bolzano und Weier-
strass iiber die Existenz eines Haufungspunktes.

I. Der Auswahlsatz fiir konvexe Korper.

Der Satz von Borzano und Weierstrass iiber die Existenz
eines Haufungspunktes kann so ausgesprochen werden:

Aus irgend einer beschrankten unendlichen Menge wvon Punkten
kann man immer eine konvergente Punktfolge herausgrczfen.'

Dies ist nur ein Sonderfall eines allgemeinen Satzes iiber kon-
vexe Korper, den wir jetzt beweisen wollen:

Auswahlsatz: Adus einer unendlichen Menge I gleichmiifig be-
schrinkter konvexer Korper lifit sich immer eine Folge honvexer Kir-
per Ry, R,y K, ..  herausgreifen, die gegen einen honvexen Korper
Q konvergiert

L=Lmg,.
n—» oo

Dabei heifit die Menge der konvexen Korper ,gleichmiBig be-
schrankt®, wenn alle Korper der Menge innerhalb eines Wiirfels %
liegen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, innerhalb einer geniigend
groBen Kugel.

Was unter der Konvergenz zu verstehen ist, wurde in§ 17,1V erklirt.
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II. Das Diagonalverfahren von Cantor.

Den Beweis kann man etwa so fithren. 2B sei durch die Un-
gleichheiten

lz|=e, |yl=s [z|=c

erklart. Dann kann man alle Punkte in %, deren drei Koordinaten
rationale Zahlen sind, numerieren, d. h. in eine Folge P, P,,
P,, ... anordnen. Man schreibt sich dazu etwa ein Schema auf,
in dessen gter Zeile alle (endlich vielen) Punkte stehen, deren
Koordinaten rationale Zahlen mit (positiven) Nennern = ¢ sind. Dann
numeriert man die Punkte in der ersten Zeile des Schemas, mit den
folgenden Zahlen die in der zweiten Zeile usf. Dabei kann man
vermeiden, daB derselbe rationale Punkt mehrere Nummern bekommt
und erreicht auf diese Weise jedenfalls, daB alle rationalen Punkte
von ¥ numeriert werden.

Es sei nun ® irgend ein konvexer Korper aus unserer Menge It
und E (P, ®) die Entfernung des Punktes P, von diesem Korper
(vgl. §17, IV, 8.60). Dann ist die Menge aller Zahlen £(F), &) be-
schrinkt, da

0=HBP,%=2c)3

ist und wir konnen nach Borzano-WEiErsTRAss daher aus der
Menge 9% eine Folge von Korpern heraussuchen — wir wollen die
Korper der Folge mit &, ®,, %15 bezeichnen —, so daB
Lim £ (P, &,,)
n—> 00
éxistiert.
Aus der Folge ®;, R, %13 konnen wir nun aus demselben
Grunde wieder eine Teilfolge herausgreifen, sie heifle &, R,
®,5, -, so daB auch

Lim B (B,, ®,,)

n—> 00
existiert.
Wiederholen wir diese Auswahl zmal, so kommen wir zu einer
Folges 8,5 8,50 Ky von konvexen Korpern aus unserer Menge I

mit der Eigenschaft, daB
Lim % (Pj, Rrn)

n—> 00

existiert fir j=1, 2, .. A Fahren wir mit dieser Auswahl un-
begrenzt fort, so erhalten wir ein Schema von konvexen Korpern
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@11' '@12’ ‘@13’ '@14?

das sich nach zwei Richtungen ins Unendliche erstreckt. Jede Zeile
des Schemas ist eine Folge von Kérpern, die in der durch die vorher-
gehende Zeile gegebenen Folge enthalten ist.
Nach G. Caxtor bilden wir nun die ,,Diagonalfolge des Schemas
@11’ @22’ @33’ 5
Diese enthalt vom #-ten Glied ab nur Kérper aus der Folge:
'@kl’ @762’ @k!i?

Es existiert daher
Lim E’(PJ., f..)

n—> 00
fir j=1,2, .. %, und weil die natiirliche Zahl % vollig beliebig
ist, existiert dieser Grenzwert iiberhaupt fiir alle rationalen Punkte.

III. Konvergenz der ausgewihlten Folge.

Jetzt wollen wir von der Folge
Qll’ '@227 @33’ "oty

K Ky Ry,
bezeichnen wollen, zeigen, daB
Lim B (P, §)
nicht nur fir jeden rationalen Punkt P in %, sondern itberhaupt
fir jeden Punkt P von ¥ existiert und daB dieser Grenzwert eine
stetige Funktion der Koordinaten von P ist. Das ergibt sich aber

sofort aus den Ungleichheiten zwischen den Seiten eines Dreiecks.
‘Es ist

die wir kiirzer mit

| B(P, R,)—-EQ &)= PQ
und daher auch zunichst fiir rationale Punkte P und 4]
) |Lim & (P, ) — Lim £ (Q, ® )| = PQ.

Ferner folgt aus der ersten Ungleichheit sofort, daB auch an einer
irrationalen Stelle P die Zahlen

EP &), B(ES), EDSK)
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nur einen Haufungswert haben konnen, daf also auch an einer
irrationalen Stelle P

Lim & (P, &)

n—> 00
existiert. Daraus ergibt sich weiter, da} auch fiir irrationale Punkte
P und @ die Ungleichheit (*) gilt, und darin ist enthalten, dafl die
Funktion der Koordinaten von P

E(z, y, z)=Lim E (P, Q)

stetig ist. T

Jetzt soll gezeigt werden: Alle Punkte P von %, fiir die
E (2, y, z) = 0 ist, bilden einen konvexen Korper 2.

Zunschst ist € = %, also ¢ beschrinkt. Ferner ist € wegen
der Stetigkeit der Funktion Z (z, y, z) abgeschlossen. Sind ferner
P, und P, zwei Punkte und P ein Punkt ihrer Verbindungsstrecke,
so folgt aus

EP,R)<¢ EPF,R])<e

P R)<e

auch

und daher aus
Lim E (P, &,) =0, Lim 7 (P,, ®,)=0

n—>» 0o n—» 00

auch
Lim £ (P, &,) = 0.

n—> 00
Enthalt € also P, und P,, so enthalt € auch jeden Punkt P der
Verbindungsstrecke. Damit sind aber die drei Definitionseigen-

schaften eines konvexen Korpers an € nachgewiesen.

IV. Ubereinstimmung mit der fritheren Erklirung der Konvergenz.
Zum SchluB haben wir noch zu beweisen, daB
Q= Lim &,
n—> 00

ist, in dem Sinne, wie wir das in § 17, IV erklart haben. Erstens ist
dazu notig zu zeigen, daB fiir beliebiges positives & sich m so groB
wihlen 14aBt, daB

EP R)<c¢

fir alle Punkte P von & und fir alle »>m. Wire das nicht

richtig, so konnten wir unendlich viele Punkte P,, P,, b, in
¢ und unendlich viele natiirliche Zahlen n,, 7, 7, auffinden,
so dab

n
BLASCHKE, Kreis und Kugel. o

EP, ®,,)=¢
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ware. Da @ beschrinkt und abgeschlossen ist, hitten die I?j in 8
mindestens einen H#ufungspunkt P, und in diesem hitten wir

E(Pw ‘@nj) =5 ‘E’(‘Pj’ @nj) - POP].,
7.

=
— 0

e — P
Es wire also ‘
Lim £ (P, &) = ¢,
n —> 00 :
entgegen der Voraussetzung. .
An zweiter Stelle haben wir endlich noch zu zeigen: Bei be-
liebig vorgegebenem positivem & liBt sich m so groB wihlen, daB
E(PY<e
wird, wenn P irgend ein Punkt in einem & {n > m} ist. Sonst
kionnte man wieder unendlich viele Punkte P, in &, ;{n; > m} finden,
so daB
E (Pj, Y=
wire. Die P, ligen in 8, hitten also sicher einen Haufungspunkt P,
und wir hitten einerseits o
B (P 8.0 = L.

nj)

~

und daher
Lim £ (P, ®,) = 0.
n—3» co

Anderseits aber wire
E(Fyy &) = B (P, &) — L, P,
und daher

L (P, 8) = ¢,
was der anderen Folgerung widerspricht. Damit ist der Beweis des
Auswahlsatzes zu Ende gefiihrt.

V. Eine zweite Fassung des Konvergenzbegriffs.

Wir wollen von unserem Auswahlsatze gleich eine Anwendung
machen. Konvergiert eine Folge konvexer Korper
Lim @ =¢
n—> 00
und hat der Grenzkérper € innere Punkte, so konnen wir Folgendes
feststellen: Ist 4 ein Punkt auBerhalb €, so liegt er auch auBer-
halb &, fiir geniigend groBe » und jeder innere Punkt B von Q ist
auch innerer Punkt aller §, von einem gewissen n ab. Diese Tat-
sachen sind aber, wie wir jetzt umgekehrt zeigen wollen, fir die
Konvergenz kennzeichnend:
Bs sei @, R,, R, eine Folge konvexer Kirper und & ein
weiterer konvexer Korper, der innere Punkte besitzt. Jeder Punht A
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auflerhalb @ liege fur genigend grofes n > my auch auferhalb aller
&, und jeder Punkt B innerhalb R liege fur geniigend grofles n > mp
auch innerhalb R,. Dann hkonvergiert die Folge R, ®,, £,
gegen &

Lim &, = 2.

n—> oo

Wir behaupten also, anders ausgedriickt, daB die in der fritheren
Konvergenzerklirung (§ 17, 1V) geforderte GleichmaBigkeit der An-
niherung eine Folge der Konvexitit der &, ist. '

Zunichst ist die gleichmiBige Beschranktheit der Folge &, ®,,
R, ... zu erweisen. Wir teilen den Raum wie in § 17, II in lauter
Wiirfel von der Seitenlinge ¢ und wihlen ¢ so klein, daB ein
Wiirfel 8, von der Seitenlinge 20, der aus acht Wirfeln unseres
Gitters aufgebaut ist, ganz innerhalb € Platz findet. Wegen der Be-
schriinktheit von € konnen wir einen zweiten Wiirfel 8,, . , von
der Seitenlinge (2% - 2)¢ bestimmen, der € im Innern enthalt und
mit W, beziiglich des
Mittelpunktes #hnlich
liegt, so daB wir auch
B,,,, aus Wirfeln
unseres Gitters auf-
bauen kénnen.

Nach Voraussetz-
ung kann man m so —
gro wihlen, daB fiir
n > m alle Gitterpunkte oy
(Wiirfelecken) auf der
Begrenzungsflaiche von

Woscn auch auBerhalb o
aller ® liegen und daB ¢

B, innerhalb aller dieser

®_ enthalten ist. Dann

% . s 7
liegen aber diese &, Fig. 12.

sicher innerhalb des
Wiirfels 28, ,,, der zu 28, konzentrisch und ahnlich liegt und die
Kantenlinge (4 % 4 2)¢ hat. Enthielte niimlich ein &, einen Punkt
auf der Oberflache von %,,,,, so enthielte er auch den Kegel
der Verbindungsstrecken dieses Punktes mit %, und daher einen
Gitterpunkt auf der Oberfliche von %, ., entgegen der Annahme
(vgl. Fig. 12, wo 2= 2). Da also fiir n > m alle &, in 2, ., liegen,
so ist die gleichm#aBige Beschriinktheit der Folge erwiesen.
5*
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Nach unserem Auswahlsatze gibt es in der gleichmaBig be-
schrinkten Folge &, &,, &, eine konvergente Teilfolge &,,, ®,,,
R v+ {ny <my < my , .}, und zwar sei

Lim &, ,
j—>oco

Von einem gewissen n; ab liegt jeder innere Punkt des Grenz-
korpers £ im Innern aller ® ., kann also nicht duBerer Punkt zu
sein, und ebenso liegt fiir genug groBes n; jeder duflere Punkt des
Grrenzkorpers %" auferhalb der ®,., also nicht innerhalb 8. Des-
halb haben wir einerseits ¢* = ¢ und anderseits ¢ = g, also
=L

Betrachten wir nun die Folge der NachbarschaftsmaBe (S. 60)

v, =N (@7” 8)

Nach dem Bewiesenen enthilt jede Teilfolge der -beschrinkten
Zahlenfolge v, v,, v,, ... Unterteilfolgen, die nach Null konvergieren.
Daraus folgt aber fir die ganze Folge

Lim v, = 0

n—3» 00
oder
Lim & = g,
) n —3>» 00
wie wir zeigen wollten.

§ 19. Die Symmetrisierung.
I Symmetrisierung konvergenter Kérperfolgen.

Die in §15, II, S. 44 erklirte Symmetrisierung konnen wir mit
der auf S. 51 eingefithrten Bezeichnungsweise bequem in Formeln
ausdriicken. Ks sei @ ein konvexer Korper mit dem GrundriB ®:

{ z, y In @,
9@y =2=f(=y.

Die Funktionen + " und — g sind konvex in ® und daher ist auch
die Funktion
3 (=9

in ® konvex nach der Bemerkung von S.49 und somit ist durch
die Bedingungen
G { z, ¥y in @,
@y~ =7=1{f @9 — 9
wieder ein konvexer Korper erklirt. Da & von jeder Lotrechten in
einer glelchlangen Strecke getroffen wird wie § und da & zur Grund-
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ebene z = 0 symmetrisch ist, so geht & aus @ durch die Symmetri-
sierung STEINERS an der Grundebene hervor.

Damit ist die erste Figenschaft dieser Konstruktion als richtig
erkannt, ndmlich einen honvexen Korper wieder in einen konvexen
Korper zu verwandeln.

Um nun weiter die behaupteten Beziehungen
J=J, 0=0
zwiscyen den Rauminhalten und Oberflichen der beiden Korper &
und & einzusehen, beweisen wir zunichst folgenden

Hilfssatz: FBs sei &, ®,, R, ... eine konvergente Folge hon-
vexer Korper mit dem Grenzkorper 8
Lim @n =g
n—> 00

Wir symmetrisieren alle Korper der Folge an derselben Grundebene.
Die so entstandenen Korper

o
S%p @27 93, ... bilden wieder ) ¥
eine konvergente Folge und ihr /’T’ ~b 2
Grenzkorper B
Lim & =&
7 —>= 00

geht ebenfalls durch Symme-
trisierung an derselben Grund-
ebene aus & hervor. ; L

Kiirzer: U

Symmetrisierung und Grenz-
ibergang sind vertauschbar. &
Wir wollen uns beim Be-
weise auf den ,allgemeinen® ‘
Fall beschriinken, daB Qinnere |
Punkte hat und kdnnen dann ‘ 1 H

die in diesem Fall kennzeich-
nenden Eigenschaften der
Konvergenz, die wirin§ 18,V
festgestellt haben, verwenden.
Es sei 4, ein Punkt auBer- Fig. 18.

halb des Korpers g, der aus &

durch Symmetrisierung an unserer Grundebene & hervorgeht, und A der
Spiegelpunkt von 4, an & (Fig.13). Die Verbindungsstrecke der belden
Punkte moge € in der Strecke P P durchsetzen. Wir verschieben
nun die vier Punkte A PP, A auf 1hrer Geraden bei festgehaltenen

~L L
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Abstinden, bis das Mittelstiick nach P, P, auf € zu liegen kommt.
Dadurch kommen A und A ‘nach 4, und 4,. 4, 4, sind duBere
Punkte von g, hegen also fir n>m 4 gle1chze1t1g auBerhalb aller § .
Daraus folgt, daB fiir dieselben = A sich auBerhalb aller & beﬁndet

Noch einfacher ist dieses Verhalten festzustellen, wenn der duBere
Punkt 4 zu & so liegt, daB die Senkrechte durch 4 zu & den
Korper & nicht trifft. Dann brauchen wir nur » so groB zu wihlen,
daB auch &, diese Gerade nicht trifft, um dasselbe fiir & zu er-
reichen.

Liegt schlieBlich B, innerhalb €, so suchen wir wieder den
Spiegelpunkt B, an & auf und den Durchschnitt P, P, der Ver-
bmdungsgeraden mit & Durch die Zuruckverschlebung auf der
Lotrechten nach P, P, auf ¢ fallen B B nach den inneren Punk-
ten B, B, von & er brauchen dann nur » > mp zu wihlen, um
zu errelchen, daB fir alle entsprechenden ®, die B, B, innere
Punkte sind und infolgedessen auch B B, innere Punkte der sym-
metrischen & {n > mg).

Damit ist in der Tat festgestellt, daBl der Korper &, der durch
Symmetrisierung aus dem Grenzkorper € entsteht, auch als Grenz-
kérper der symmetrisierten Folge @1, f@z, §‘3, ... erhalten werden kann.

II. Wirkung auf Inhalt und Oberfliche.

Nach dem Anniherungssatz MiNkowskis (S. 56 und 60) kann
man einen konvexen Korper & durch eine Folge von konvexen Viel-
fachen B,, B,, B, ... annihern

& = Lim %8 .

n—> 00
Symmetrisiert man Alles an derselben Ebene &, so erhilt man
nach dem eben Bewiesenen

N
eine Annaherung des symmetrischen Korpers & durch die symme-
trischen Vielflache 8,. Bezeichnen wir Rauminhalt und Oberfliche
von ¥, mit J, und 0", die entsprechenden MaBzahlen fiir B mit
J, On, 80 gllt nach § 17, V, 8. 61

J@ = le Jn7 0@ = le Oﬂ;

n —> 00 n—> 00
J@ = Lim Jn, O‘Q = Lim On
n—> 00 SN —> 00

Wollen wir daher die Beziehungen
Jo=Ja, Op=0q
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nachweisen, so brauchen wir blof die entsprechenden Beziehungen
(1) J;z = jn’ 077,z én

an den konvexen Vielflachen B,, ¥, zu bestitigen und das ist eine
ganz elementare Aufgabe.

Wir wollen uns damit nicht aufhalten?, sondern gleich zu der
von STEINER nicht erledigten Beweisfithrung tibergehen, dafl stets
(2) 0g > Og
ist, wenn & keine zu & parallele Symmetrieebene besitzt, was aus
der entsprechenden Tatsache fiir Vielflache nicht ohne Weiteres durch
Grenziibergang geschlossen werden kann,

Ganz analog wie bei der Symmetrisierung eines konvexen Kor-
pers & — & zur Einsicht _

Jo = Jp
kommt man bei der Symmetrisierung eines in einer vertikalen Ebene
(z. B. y = 0) gelegenen konvexen Bereiches 8 — B (vgl. die Fig. 13)
zur entsprechenden Gleichheit der Flacheninhalte

(3) Fyg = Fy.
Das ebene Analogon zur riumlichen Beziehung
Og = Og

ist die Ungleichheit zwischen den Umfingen von B und B
(4 In = Iy.
Man braucht, um zu diesen FErgebnissen (3) und (4) zu kommen

nur alle unsere rdumlichen Betrachtungen auf den einfacheren Fall
der ebenen Geometrie zu iibertragen.

III. Symmetrisierung der Niéherungsvielflache.

Es sei § ein konvexer Korper mit inneren Punkten. Wir

kénnen § durch eine Folge von Vielflachen %, B,, B, an-
nédhern

Lim 8 =&

n —> 00

und wollen dabei die Vielflache etwa ineinander schachteln:
B,>B,>B,>. >&

Dann sind auch die zugehorigen Grundrisse auf z = 0 in derselben

gegenseitigen Anordnung:

G =6,=6,= = 0.

! Die erste der Beziehungen ist trivial und die zweite wird spiter noch
verschiirft nachgewiesen.
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Innerhalb ® wihlen wir ein Rechteck 9t
§1§x§§2: 7]1§,7/§772, Z=O,
so daB das allseitig um o(>> 0) breitere Rechteck auch noch in & liegt.
Die vier Ebenen z=§,, §,; y =, 1, zerschneiden ¥, in neun
konvexe Teilvielflache 8 * {4 =0, 1, 2, ... 8}, von denen B,° den
GrundriB ® haben moge. Zwischen den Oberflichen besteht die
Beziehung (vgl. S. 56 Eigenschaft 3)

8 4
O%n = 2 O%n" — 2ZF%1,
0 1
wenn B! {/ =1, 2, 3, 4} die vier konvexen Bereiche (Vielecke) sind,
die von den Ebenen aus %8, ausgeschnitten werden.

Symmetrisieren wir nun die ganze Figur an der Grundebene
z = 0, so 1st nach dem Vorigen (§ 19, II)

O%nk = O%nk’ -F:Bl = FEBZ

und daher ~ _

0237; — 037‘ _Z__ Oggno — Omno.
Wir brauchen also bloB die Vielflache B,° und %, zu betrachten, die
R zum GrundriB haben.

Samtliche Kanten von 8 ° ergeben, auf z = 0 senkrecht pro-
jiziert, als GrundriB ein Netz geradliniger Strecken, durch das ® in
endlich viele konvexe Bereiche (Vielecke) zerschnitten wird, von
denen wir einen Vertreter mit 4R und seinen Flicheninhalt mit
A4 F bezeichnen wollen. In ganz dasselbe Netz projizieren sich die
Kanten von % °

BEs seien
(5) { i=tprt gyt

B=ETPT Y T
die Gleichungen der Seitenflichen von %, iiber dem GrundriB A%,
dann sind die Gleichungen der entsprechenden Seitenflichen von &

(6) 2z=2{p+p)e+ (0 + )y + (r + 1)}
Die Flicheninhalte dieser Oberflichenteile sind dann

V14 p2+ ¢ AF, V1+P22+922'AF7

/(B (55T ar
und so findet sich )

0587,,0 e Ogﬂo =

2{1/1_*_],12_._&1—2_2]/1+(P1“2fpa)2+(% "2'%)2 +_V———1 +p22+?] AT,
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da die Flicheninhalte der Bereiche in den vertikalen Ebenen

z=§, §&; y=nmn, n, sich wegheben. Die Summe ist iiber alle
konvexen Teilbereiche von 9 zu erstrecken.

Wir finden also schlieBlich
®) Op, — Oy, = X Q AF,

wenn wir mit 2 zur Abkiirzung den fritheren Ausdruck (7)in der eckigen
Klammer bezeichnen, der von der Stellung der Seitenflichen von B,

abhéingt. Diesen Ausdruck wollen wir jetzt abschitzen.

IV. Anwendung eines Mittelwertsatzes von Hélder.

Es sel F(k) eine Funktion, die auf der Strecke —1=/= +1
stetig ist und erste und zweite Ableitungen besitzt. Dann ist nach
O. Horper.!

) F(+1)—2F0)+ F(— 1) = F'(h),
wobei

|2] <1
ist. Bildet man namlich die quadratische Hilfsfunktion

G(h) = F(0) + - {F(+ 1) — F(— 1) + 5 {F(+ 1) = 2F(0) + F(— 1),
80 ist
Phy— Gy =0 fir A=—1,0,+1.
Nach dem Satz von Rorrm (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
verschwindet daher die Ableitung
F'(h) — G (h)
gsicher einmal auf der Strecke — 1 < 2 < 0 und einmal auf der
Strecke 0 < & < - 1. Eine nochmalige Anwendung des Satzes von
RoriE ergibt daher eine Nullstelle %2 auf der Strecke — 1, + 1 fiir
die zweite Ableitung
P76 = F"(B) — {F(+ 1) — 2 F(0) + F(— L},
w. z. b. W.

Wenden wir nun diesen Mittelwertsatz von HOLDER an auf die
Funktion

F(h)=‘/1+(p1-2l-pz+hp1—2ps) _l_(%';%_l_h%;%)"

so finden wir fir den im vorigen Abschnitt in (8) mit £ bezeichneten
Ausdruck

Q= F" ().

1 Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, Mathem. Annalen 24-(1884),
S. 183.
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Dabel ist ( )2+ 2(p 2+ ( )
” _ Pr— Pe 92— P21 91— 92 |
'F (h) - 14 ﬁ’(/l)“’
Hat man nun
(10) ]P1I§G; |p2'|§0, |91|§0', |92]§0',
so ergibt sich schlieBlich die Abschitzung
(11) Q= (pr— p)* + (@ — q9)°

401 + 20%%

V. Einfihrung der gefundenen Abschitzung.

Um die gefundene Abschitzung (11) in unserem Fall verwerten
zu konnen, wollen wir fiir die |p| und |¢| eine Schranke o er-
mitteln, die von » unabhingig ist.

Die Folge der Vielflache B, > 8B, > B, ..., mit denen wir § an-
genihert hatten, ist von selbst gleichmiBig beschrankt, da alle
m B, enthalten sind. Wir wollen B, und damit alle 8, zwischen
zwel wagerechte Ebenen

z=+{
einschlieBen. Die konvexen Funktionen ¢, (z,y) und — y, (z, ),
die B, definieren
» { z,y in ®,
N7.@y)=2=9,37)
liegen dann unter der Schranke ¢

Nach Voraussetzung enthalten alle Definitionsbereiche G, der
- : konvexen Funktionen ®,., — 7, das Recht-

¢ ¢ | eck R
/( ™ §1§1‘§_§2, ﬂléyéﬂz
/ und dariiber hinaus noch das groBere
2Z Rechteck

f—o=z=§+o,
771_—' 0§$’§"72+ @-
Die Funktion ¢, (z,y) ist bei festgehal-

Fig. 14. tenem y innerhalb $ eine konvexe Funk-
tion in # und daher ist (vgl. S. 52)

6¢n(§19 Y) — 5% (, y) — aq)n(Ei' y)
0w — oz — 0z 4

wenn wir unter den Differentialquotienten etwa die vorhin benutzten
verallgemeinerten Ableitungen verstehen. Weiter ist nach Formel 8
S.52 (man sehe auch Figur 14)
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P (§,9) — a(&i— 0, 9) 4 @a (1, y)

=
0 - 0x !
Pn (Ez + 9, :1/) — (n (.Em _'l/) - d Pn ('527 ?/) X
90 - 0w

Danach ergibt sich schlieBlich
9 n (@, 9) <£
0w )
und dieselbe Abschitzung gilt geradeso fiir die Ableitung nach y.
Dieselben Ungleichheiten gelten iibrigens auch fiir die Ableitungen
der Funktionen f(z, y) und g (z, y), die zu & gehoren.
In unserem Falle sind diese konvexen Funktionen ¢, strecken-

weis linear und ihre Ableitungen sind innerhalb dieser Strecken
die p, und ¢,. Wir finden also

(12 nl=Z, lal=%
und genau ebenso

(12) ni= lal=2
konnen also

(13) = 395

setzen und diesen Wert in die Abschitzung fir £ eintragen.
Die Formel (8) von S. 73 nimmt damit die Form an

) P+ @G-t 4F
O%n_OSBn> >y — ps) (Qéz ggl/i .
4{1+2(—)}
0

VI. Die Ungleichheit von H. A. Schwarz.

Fir das Folgende ist es bequem, die gefundene Abschitzung
formal ein wenig anders zu schreiben, indem wir an Stelle des
Summenzeichens ein Doppelintegral setzen:

(14) 05871"" Ozknécff{(f']_Pz>2+(91—92)2}d‘”d.7/’
R
wobei
1 _ _2_'4_ 2132
(15) 7_4{1+2<9)}
und
0 pn 0 qn
Pl—‘_i'a—q;' @ =+ ay ’
(16)
67’,. _ 6711
Po=——77 =~ ay

ist.
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Da der Integrand positiv ist, wird die Formel (14) um so mehr
gelten, wenn wir die Integration nur iiber ein kleineres in 3 ent-
haltenes Rechteck

f==8, 1=y=7
erstrecken.

Nun gilt fiir zwei Funktionen A (f) und B(¢) die Ungleichheit
von A. H. Schwarz.

17 { fA(i)B(t)dt}éfA(t)zdt-fB(t)zdt.

Das kann man so einsehen: Das quadratische Polynom in 4

b b b b

f{A(z) +AB@)Pdt = fA(t)Zdt—}— 2 fA(t)B(t)dt-}- AZIB(t)Zdt

ist fiir alle Werte von 4 sicher = 0. Es kann also gleich Null ge-
setzt fir A micht reelle und getrennte Nullstellen ergeben, denn
sonst gibe es auch negative Werte des Polynoms. Das ergibt aber
zwischen den Koeffizienten des Ausdrucks gerade die angegebene
Ungleichheit von ScEWARZ.

Setzen wir nun zuerst

. 0 (pn % :
Ag)= 20t - B =1

und dann

s B

‘A(y) = [(pn—l— 7711;5 ? 'B(y): 1’

so ergibt sich nach entsprechender Behandlung des zweiten Gliedes
von (14) durch viermalige Anwendung unserer Ungleichheit

'E=EI

7’ 2 & N2
c y=1
Ry — O§, = S — . e 58 [ a .
(18) Ogn Ozgn__('s,__g)w,_n){{;['['ﬁn+9’1.1=g?/}+{£/'[qm . 7,;4/ gm}}

Diese Formel hat den Vorteil, keine Ableitungen mehr zu enthalten.

VII. Verkleinerung der Oberfliche.

Jetzt wollen wir mit (18) zur Grenze n—> oo iibergehen. Dazu
bemerken wir, daB die Funktionen ¢ und y,, die die Begrenzung
von B, ergeben, fir n—> 0o in R gleichmipig gegen die Funk-
tionen / und g konvergieren, die zur Begrenzung von § = Lim %,
gehoren.

Es sei namlich z der Winkel einer Stiitzebene an die Fliche
z=[(r,y) zu einem Punkte iitber R gegen die Grundebene z = 0.
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Dann folgt aus den zu (12) analogen Formeln fiir f

o g | u
dx | — o ° dy

1 2&N2
wr =) 12 (5

ist. KEs sei ferner » das NachbarschaftsmaB (S. 60)
,”n = N(%n’ @)'

Dann liegt die zur Stiitzebene im Abstand »_ parallel dariiberliegende
Ebene iiber 8, also iiber z = ¢, (z, y) und daher ist (vgl. die Fig. 15)

19)  0=g,( 9 5 9= oo =0, )/1+2(2)

Lim», =0
n—>> w0

die behauptete gleichmiBige Konvergenz von ¢,— f enthalten und
genau ebenso ergibt sich die gleichmaBige Konvergenz y,— g.

Uben wir nun auf die letzte Form (18) unserer Abschitzung
des Oberflichenunterschiedes den Grenziibergang n-—> co aus, so
finden wir

% 2 & 5
2 C 2 z=§’ ’ y=n7' 1
(19) Oﬁ_oﬂzm{{”ﬁ“g;;’ly}J“{fVJfg‘ﬂdw}j

z o
s

]éz—cin R,
dab ¢

Darin ist aber wegen

Darin bedeuten §&, n; &, 7'
zwei beliebige Punkte in % und
die Konstante C (vgl. (15)) ist 5= 0.
Daraus folgt aber, daB Og nur dann
= Og sein kann, wenn in %

(20) [ + g = konst.
ist. Gabe es niamlich zwei Stellen
& y; &, y, fir die etwa

@1) &y +9&y <&y +9(Ey)

ware, so konnte man wegen der
Stetigkeit der konvexen Funktionen f
und g eine so kleine Strecke
7=y =n' abgrenzen, daB fir alle diese Werte von y die Un-
gleichheit (21) giiltig bliebe. Dann hitte man aber

Fig. 15.

7’ "
JU+g)-dy>0
. _
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und wegen (19) daher Og > Ogp. Die Funktion f+ g muB also zu-
nichst bei festem y konstant sein. Genau ebenso zeigt sich aber
ihre Konstanz bei festem 2 und damit die Konstanz in ganz 9.

Wir finden somit, dall O nur dann = Og sein kann, wenn £ + ¢
in jedem Rechteck 9%t innerhalb des Grundrisses & von & konstant
ist, d. h. wenn f 4 ¢ konstant ist im ganzen Innern von ®. Dann
hat aber ® eine zu z = 0 parallele Symmetrieebene. Jetzt ist die
dritte wichtigste Eigenschaft der Symmetrisierung und in ihr der
heikelste Punkt der ganzen Beweisfithrung erledigt:

Fs ist stets 0p = Og

und das Gleichheilszeichen gilt nur in dem trivialen Ausnahmefall, dap
schon & eine ,wagerechte” Symmetrieebene besiizt.

VIII. Die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel.

Jetzt sind wir gliicklich am Ziele angekommen, die Extremum-
eigenschaft der Kugel fillt uns zu wie eine reife Frucht: Es
sei & ein beliebiger konvexer Korper mit inneren Punkten; wir
wollen zeigen, daB die inhaltsgleiche Kugel kleinere Oberfliche be-
sitzt als Q.

Wir nelimen in & eine Kugel & an und betrachten die Menge M
aller zu R inhaltsgleichen honvexen Korper, die diese Kugel & ent-
halten.

Diese Menge M ist gleichmifig beschriinkt. Nehmen wir nim-
lich einen Punkt P so weit von & entfernt an, daB der Inhalt
der konvexen Hiille von P und &, die von einem Stiick der
Begrenzungsfliche der Kugel & und einem Drehkegel mit der Spitze
P begrenzt wird, groBer ausfillt als der von §, dann liegen alle
Korper von 90 innerhalb der zu & konzentrischen Kugelfliche &,
durch P.

Jetzt konnen wir auf die Menge 9t unseren Auswahlsatz (S. 62)
anwenden und mit seiner Hilfe beweisen: Unter allen honvezen
Korpern von MM gibt es einen Korper 8, dessen Oberfliche = der aller
anderen Oberflichen ist. Aus der Menge M kann man nimlich eine
Folge von Korpern &, &,, K, herausnehmen, deren Oberflachen
O, 05, O gegen die untere Grenze O, der Oberflichen aller
Kérper von 9 konvergieren. Aus dieser Folgec 8,8,8, ..kamm
man, da sie gleichm#Big bheschréinkt ist, eine konvergente Teilfolge
LU ausscheiden. KEs sei

Lim @,,j =&

j—> oo
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Wegen der Stetigkeit der Funktionale Op und Jp (8. 61) ist der
Rauminhalt von & gleich dem Grenzwert der Inhalte der ®,, d. h.
d. h. gleich dem Inhalt 7 von &, und ’
Og = Lim Onj = 00.

Auch folgt aus § = & die Beziehung & = &, d. h. ¢ gehort zu I,

Jetzt hilft uns STEINERS Symmetrisierung zur Erkenntnis: & is¢
eine Kugel. 'Wire nimlich € keine Kugel, so kénnten wir eine Ebene
durch den Mittelpunkt von & derart legen, daB @ dazu keine par-
allele Symmetrieebene hat (vgl. S. 44). Die Symmetrisierung an
dieser Ebene fithrt & in sich selbst iiber und wiirde daher £ in
einen inhaltsgleichen konvexen Koérper @ verwandeln, der wieder &
enthielte, der also 9t angehorte und kleinere Oberfliche hatte als &,
was ausgeschlossen ist.

Fassen wir das Bisherige zusammen, so sehen wir: Fine zu &
inhaltsgleiche Kugel hat micht grofiere Oberfliche als K.

Oder in einer Formel: Zwischen Inhalt und Oberfliche von &
besteht die Beziehung:

0% -86mJ2=0.
Ist aber & keine Kugel, so kann nur das GroBerzeichen gelten.
Denn durch Symmetrisierung geht in diesem Falle aus & ein neuer
Korper & hervor und fiir den gilt
J=J und 0> 0,
also ~ &
0% —386nJ2>0%—386mS2=0.

Damit ist aber der Beweis zum Abschluff gebracht, daf8 fir jeden

nicht hkugeligen honvezen Kirper zwischen Inhalt und Oberfliche die

Ungleichheit besteht
03—36xnJ2%2>0.

§ 20. Ergidnzende Bemerkungen.'
I. Uber die Beschrinkung auf konvexe Vergleichskorper.
Der Beweis fiir die Ungleichheit
0% — 367J2 =0
wurde unter viel engeren Voraussetzungen gefihrt, als der Beweis
fir die entsprechende Formel
L?—4gF =0
in der ebenen Geometrie, da wir uns im Raume von vornherein
auf konvexe Flichen beschrinkt hatten.

! Kann iiberschlagen werden.
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Man konnte nun die Behauptung von der isoperimetrischen
Eigenschaft der Kugel ebenso allgemein fassen, wie wir die ent-
sprechende KEigenschaft des Kreises ausgesprochen haben. Dazu
hitte man die allgemeinste geschlossene Fliche @ des Raumes zu
betrachten, die eindeutiges (nicht notwendig eineindeutiges!) und
stetiges Abbild der Kugel ist. KEs handelte sich zunichst darum,
die Oberfliche O von @ zu erklaren. Dazu iiberdeckt man die Bild-
kugel mit einem Dreiecknetz, vermerkt die entsprechenden Punkte
auf @ und verbindet sie in entsprechender Weise geradlinig, so
daB ein @ ,eingeschriebenes” Vielflach B entsteht, das aus lauter
Dreiecken gebildet wird. Ks sei 0 die groBte Seite des Dreieck-
netzes auf der Kugel. Man kann, wie zuerst H. A. Scawarz hervor-
gehoben hat, die Oberfliche Og nicht mehr durch die naheliegende

Formel erkliren:
O¢ = Lim Og,

>0

wohl aber nach LieBeseue durch die folgende:
Og¢ = Lim inf Og,
J—>0

wenn ,Lim inf% den kleinsten Grenzwert bedeutet. Die Ober-
flichen wiren dabel wieder absolut zu nehmen. Man beschrinkt sich
dann auf solche Flichen @, fir die Og endlich ist.

Man konnte dann den Rauminhalt /5 von & durch die Formel
erkliren:

J o = Lim J?B
50

und hatte zu beweisen, daB aus der Endlichkeit von Og die Existenz
und Endlichkeit dieses Grenzwertes J4 folgt. Dabei sind die Raum-
inhalte algebraisch zu nehmen, also mit einem bestimmten Vor-
zeichen zu versehen. Dann lieBe sich die isoperimetrische Eigen-
schaft so fassen:

Zwischen den so erklirten Grofien Jp und Ogp gilt immer die

Ungleichheit :
04;3— 367!:]5@22 0

und das G@leichheitszeichen nur im Falle der Kugel.

Das wire wohl die denkbar allgemeinste Fassung der isoperi-
metrischen Eigenschaft der Kugel.

Um unser Beweisverfahren auf diese allgemeinere Behauptung
anzuwenden, hitte man zunfichst die Symmetrisierung auszudehnen
auf den Fall eines Vielflachs 8 mit endlich vielen Ecken, das nicht
mehr konvex zu sein braucht und sich selbst durchdringen kann,
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aber den: Zusammenhang der Kugel hat. Man symmetrisiert be-
ziiglich der Ebene z = 0, indem man bildet
o 22("”7 y) = Zajzj(x7 Y)s

wobel die z; die z-Koordinaten der Punkte von % mit den vor-
geschriebenen z- und y-Koordinaten bezeichnen und die &, — 4 1
sind, je nachdem an diesen Stellen die Fliche 8 von der gerichteten
Parallelen zur z-Achse von ,innen“ nach ,jauBen oder umgekehrt
durchstoBen wird.! Dann hitte man den Satz von der »Stetigkeit«
der Funktionale Og und Jg auf den jetat vorliegenden Fall zu ver-
allgemeinern und endlich den Auswahlsatz als richtig zu erweisen
fir die Flichen @& mit endlicher Oberfliche Og.

Um alles das wirklich auszufiihren, wire wohl ein groBer Aufwand
von ,,&-Uberlegungen® notig, den wir uns durch die Beschrankung auf kon-
vexe Vergleichsflichen @ der Kugel zum groBen Teil erspart haben.

Hat man die Formel Z? — 47 F = 0 nur fiir konvere Kurven
bewiesen, so ist es ziemlich leicht, auf beliebige Kurven iiberzugehen,
wenn man Folgendes beachtet: Ist € eine ebene Kurve, die einein-
deutiges und stetiges Abbild eines Kreises ist, also eine sogenannte
JorpaN-Kurve und ist @ die konvexe Kurve, die die Begrenzung
der konvexen Hiille von € bhildet, dann ist

Fo=F, Lg= L.

Man konnte vermuten, es gibe fiir die rdumliche Geometrie
einen shnlichen Hilfssatz, der den Ubergang von konvexen Flichen auf
beliebige Vergleichsflichen der Kugel erméglicht. Dasist aber nicht der
Fall. Stellen wir uns einen nicht konvexen Korper her, indem wir
in eine kleine Kugel viele lange und diinne Stacheln hineinstecken.
Die konvexe Hiille dieses ,lgels“ wird dann recht groBe Oberfliche
bekommen, wenn wir die Stacheln unseres Igels geniigend wachsen
lassen, wihrend dabei die Oberfliche des Igels beliebig klein bleiben
kann, wenn sein Korper und seine Stacheln nur recht diinn sind.

Es ist daher ein wesentlicher Vorteil des klassischen Beweis-
verfahrens von H. A. Scewarz, daB es auch nicht konvexe Vergleichs-
kérper zulaBt, wihrend bei den neueren Untersuchungen von H. Min-
KOwsKl — die dafiir wieder in anderer Richtung weiter reichen —
die Beschrankung auf konvexe Vergleichskdrper wesentlich ist.

Es sei erwithnt, daf der Beweis von ScEwarz nur unter ge-
wissen einschrinkenden Voraussetzungen iiber die Regularitit der
zugelassenen Begrenzungsflachen gefithrt ist; z. B. kann man sich

! Entsprechend wie bei der Bestimmung von L. Kroneckers ,Charak-
teristiken.

BLASCHEE, Kreis und Kugel. 6
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die Begrenzungsflichen aus endlich vielen reguliren analytischen
Flachenstiicken zusammengesetzt denken. Scrwarz weist zum Schlufl
seiner Beweisfithrung (Gesammelte mathematische Abhandlungen IT,
S.340) darauf hin, daf man diese Einschrinkungen mittels STEINERS
Symmetrisierung beseitigen kénne. Dazu wire aber fiir die in § 20, I
skizzierte Symmetrisierung erst der bei StriNEr fehlende Nachweis
zu erbringen, daB sie die Oberfliche wirklich verringert O > O und
daB nur in dem trivialen Ausnahmefall der Symmetrie O = 0 mog-
lich ist, was wir fiir den Fall konvexer Flachen eingesehen haben,?

Auf die Untersuchungen von Scawarz und Minkowskr kommen
wir spiterhin zuriick. Zur Literatur unseres Problems sei erwihnt,
daB J. O. MtriEr in seiner Dissertation ,Uber die Minimaleigen-
schaft der Kugel“ (Gottingen 1903) den Versuch gemacht hat, den
Beweis von ScEwaRrz einzuordnen in eine Theorie der allgemeinen
isoperimetrischen Probleme mit Doppelintegralen.

II. Uber die Existenz eines Doppelintegrals.

Es lige der Gedanke nahe, die vorhin vorgetragene Beweis-
fihrung dadurch ein wenig kiirzer zu gestalten, daB man die Ober-
fliche eines konvexen Korpers durch ein Doppelintegral erklirt.
Dabei hatte man zu beweisen, daB das Doppelintegral

Gr\2, [0\
LfV”(W) +{ay) dra
existiert, wenn f(z, y) eine konvexe Funktion im Rechteck 9 ist.
Hierin kann man die vorkommenden Ableitungen so wie auf S. 51
als verallgemeinerte Differentialquotienten deuten, oder auch als ein-
seitige Ableitungen; das ist gleichgiiltig. Auch kann man diese Ab-

leitungen in R als beschrinkt annehmen. Diese Aufgabe 148t sich
ohne Weiteres zuriickfithren auf die andere, die Integrierbarkeit von

ff-gaxida:dy und ffai;—dwdy
ZUu erweisen. A L

So einfach die entsprechende Aufgabe einer Dimension ist —
man hat da nur die Integrierbarkeit einer monotonen Funktion
nachzuweisen — so wenig auf der Hand liegend scheint die Lisung
des vorliegenden Problems zu sein.

Ich skizziere hier dafiir einen Beweis, den ich einer freund-
lichen Mitteilung von Herrn CaraTHEODORY verdanke. Man kann

! Es ist kiirzlich von L. ToNzrir unternommen worden, den Beweis von
Scawarz so umzugestalten, daB die Voraussetzungen tiber die Vergleichsflichen
moglichst eingeschriinkt werden, Rend. Palermo 39 (1915).
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aus der Konvexitiit von f folgern, daB 0 f/d = an allen Stellen stetig ist,
an denen es als Funktion von » allein stetig ist. Bei festem y istaber
0|0z monoton in z und die Sprungstellen bilden daher eine abzihlbare
Menge. Daraus kann man nach einem Satze von G. Fusnil schlieBen,
daB die Menge der Unstetigkeitsstellen von 6f/dx in % das Mab
Null hat im Sinne von LeBrscug, und daraus weiter, daf das Integral

j f % dzdy

b
im Sinne von RiemMaNy und um so mehr im Sinne von LEBESGUE
besteht. Genau das Entsprechende gilt fir die Ableitung nach Y.

DaB eine konvexe Fliche z = f(z,y) z. B. an allen rationalen
Stellen von f keine bestimmte Tangentialebene haben kann, sieht
man am einfachsten so: Man setze
[z y)=X@)+ Y(y).

Dann miissen X und Y konvexe Funktionen ihrer Argumente, also
Integrale monotoner Funktionen sein. Diese monotonen Funktionen

kann man aber so einrichten, daB sie an allen rationalen Stellen
unstetig werden.

IIT. Die Begriffe ,konvexer Korper* und ,konvexe Funktion®.

Konvexe Kurven oder Ovale hat schon ArcmimEpES betrachtet.
Er hat z B. bemerkt, daB von zwei konvexen Kurven immer die
guBere linger ist. Konvexe Vielflache sind auch von Caucmy be-
handelt worden, der fiir sie 1813 eine Behauptung Eukiips be-
wiesen hat, daB sie durch Angabe der Gestalt und Anordnung ihrer
Seitenflichen der Gestalt nach vdllig bestimmt sind. Geometrische
Untersuchungen iiber konvexe Kurven und Koérper sind von STEINER
angestellt worden, dann von L. Linpenor (Mathem. Ann. 2) und beson-
ders von H. Bruny, auf dessen Ergebnisse wir spater zuriickkommen,

Der Begriff ,konvex“ ist nun in neuer Zeit besonders wichtig
geworden auch fiir andere Zweige der Mathematik. C. NEumMaNN
hat 1877 Randwertaufgaben der Potentialtheorie fiir konvexe Bereiche
gelost. H. Mingowskr sind in seiner ,,Geometrie der Zahlen® (1896)
die groBartigsten Anwendungen des Begriffs konvexer Korper auf
die Zahlentheorie gelungen. CaraTHEODORY hat den konvexen Kor-
per 1907 in die PFunktionentheorie eingefithrt zur Kennzeichnung der
Koeffizienten einer Potenzreihe mit positivem Realteil.

Zusammenfassende Darstellungen der Kigenschaften der kon-
—1Vgi—etwa Cu. J. pE 1A Varrée-Poussiy, Cours d'Analyse, II. Bd., 2. Auf-
lage (Lowen 1912), S.120; oder das Buch iiber reclle Funktionen von Cara-

ruéopory (Leipzig, B. G. Teubner, 1917).
6*
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vexen Korper findet man: Bei H. Mingowskr, Volumen und Ober-
fliche, Mathem. Ann. 57 (1908); bei C. CARATHEODORY, Uber den
Variabilitatsbereich der Fourrerschen Konstanten von positiven har-
monischen Funkiionen, Rendiconti di Palermo 82 (1911) und bei
E. Steixirz, Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme,
Crerpes Journal 143 (1914).

Den ,, Auswahlsatz* fir konvexe Korper habe ich im Jahresbericht
der Mathematikervereinigung 24 (1915) vertffentlicht (S. 195 bis 209),
wo die im ersten und zweiten Teil dieses Buches behandelten
Gegenstinde kurz skizziert sind. Die vorhin in § 18 mitgeteilte
Fassung des Beweises fiir den ,,Auswahlsatz* verdanke ich einer
freundlichen Mitteilung von Herrn CaraTEEODORY. Mein urspriing-
licher Beweis beruhte auf der Beschrinktheit der Differenzenquotien-
ten der Stitzfunktionen, die es gestattet einen Satz von HILBERT
(Mathem. Annalen 59) heranzuziehen.

Konvexe Funktionen (ohne Voraussetzungen iiber ihre Diffe-
renzierbarkeit) wurden vielleicht zuerst von O. Storz im ersten Bande
seiner Grundziige der Differential- und Integralrechnung betrachtet
(Leipzig 1893). Spater hat sich mit ihnen eingehend J. L. JENseN
beschaftigt, Acta mathematica 30 (1906). Er definiert eine konvexe
Funktion f(z) durch die Forderungen

0 F(Er2) =3 @)+ @)

und f(z) > m, d.h. beschrinkt nach unten. Man sieht leicht, daB
diese in der Forderung (1) von S.51 enthaltene Bedingung zu den-
selben im Intervallinnern stetigen Funktionen fithrt, die hier be-
trachtet wurden. Die Forderung der Beschrinktheit ist dabei
wesentlich; 148t man sie namlich weg, so gibt es, wie F. BERNSTEIN
und G. DorrscE in Mathem. Ann. 76 (1915) bemerkt haben, auch
vollig unstetige Funktionen mit der Konvexititseigenschaft (*). Ein
Mittelwertsatz von JENsEx fiir konvexe Funktionen, der in geometri-
scher Fassung unmittelbar einleuchtet, ist unter-engeren Voraus-
setzungen schon frither von O. HoLpER bewiesen worden: Uber einen
Mittelwertsatz, Gottinger Nachr. 1889.

Man kann, wie ich 1914 in den Pariser Akademieberichten
(Nouvelles évaluations de distances dans l'espace fonctionnel) gezeigt
habe, konvexe Funktionen mittels der Strerrsms-Integrale darstellen,

etwa in der Form:
b
= [1a—tldpw),
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worin ¢ (¢) monoton abnimmt. Kine ausfithrliche Auseinandersetzung
der Integraldarstellung mit Anwendungen auf gewisse Minimum-
probleme! findet man in der Arbeit von G. Pick und mir: Distanz-
schitzungen im Hunktionenraum II, Mathem. Annalen 77 (1916).
‘Weitere Ergebnisse iiher konvexe HKunktionen hat auf Grund ihrer
Integraldarstellung J. Rapon erzielt (Wiener Akademieberichte 1916).

Schon frither hat E. Stupy, fuBend auf Untersuchungen von
E. B. CeristorreL und H. A. Scawarz, ebenfalls unter Verwendung der
Integrale von StiErLTsEs die allgemeinste analytische Funktion an-
gegeben, die die konforme Abbildung einer Kreisscheibe auf einen be-
liebigen konvexen Bereich leistet; Vorlesungen iiber ausgewihlte Gegen-
stinde der Geometrie, 2. Heft: Konforme Abbildung einfach zusammen-
hiangender Bereiche, Leipzig und Berlin 1913.

Konvexe Korper spielen auch in der Mechanik, und zwar in
der Theorie des schwimmenden Korpers eine Rolle. Schneidet man
durch Ebenen aus einem Korper Teilkdrper gleichen Rauminhalts
ab, so erfiillen die Schwerpunkte dieser (homogenen) Teilkdrper, wie
Cm. DupIN bewiesen hat, stets eine konvexe KFliche, die sogenannte
Auftriebsfliche.? In einem gewissen Zusammenhang damit stehen
von Minkowskr veranlaBte Untersuchungen BomMERS iiber hohere
Differentialinvarianten konvexer Kurven, Elliptisch und hyperbolisch
gekriimmte Ovale, Mathem. Annalen 60. Man sehe dazu auch H.
MorrmaNN in Mathem. Annalen 72, S. 285—291, 8. 593—595.

Die Begriffe ,konvexer Korper und ,konvexe Funktion“ sind
der verschiedensten Erweiterungen fihig, die noch kaum -ausgenutzt
sind. Z. B. kann man konvexe Korper im Funktionenraum HILBERTS
erkliren und den Begriff der Stiitzfunktion darauf ubertragen,
wodurch man zu einem ,Stitzfunktional® kommt. In konvexen
Funktionenkdrpern kann man ,konvexe Funktionale betrachten, fiir
die wir spater (§ 23, VI) einige Beispiele geben werden. SchlieBlich
kann man auch noch konvexe Differentiationsprozesse einfithren, wozu
spater (§ 26, IV) ebenfalls ein Beispiel erbracht werden soll.

Weitere Literaturangaben folgen in § 23, I und im Anhang.

1 Py, Frang und G. Prox: Distanzschitzungen im Funktionenraum I,
Mathem. Ann. 76 (1915) und Frank: {Tber das Vorwiegen des ersten Koef-
fizienten in der Fourmerentwicklung einer konvexen Funktion, Mathem. Ann. 77
(1916). Vgl. auch mehrere Noten dieser Autoren in den Pariser C.R.1914.

2 Vgl. die Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1,
Mechanik; P. Sricker, Elementare Dynamik, S. 657. Oder auch P. AppELr,
Traité ‘de Mécanique, Bd. III (Paris 1909), S. 189—222. Vgl. ferner Anhang VL



Dritter Teil.

Niitze iiber konvexe Korper von Schwarz,
Brunn und Minkowski.

§ 21. Eine Konstruktion von Schwarz und ein Satz von Brunn.

I. Konstruktion von H. A. Schwarz.

Wir wollen nun zeigen, daB wir in den Ergebnissen des zweiten
Teils, namlich in der Symmetrisierung StEINERs und im Auswahl-
satz fir konvexe Kérper alle Hilfsmittel in der Hand haben, um
in der einfachsten Weise verschiedene andere Ergebnisse iiber kon-
vexe Koper herzuleiten, die in neuerer Zeit gefunden worden sind.

Es sei ® ein konvexer Korper mit inneren Punkten. &, und
S, seien zwei Ebenen, die sich in einer (Geraden a unter einem
Winkel ¢ durchschneiden, der ein ¢rrationales Vielfaches des vollen
Winkels ist, z B. « = 7}/2. Durch Symmetrisierung an &, ent-
steht aus & ein konvexer Korper &,; diesen symmetrisieren wir an
©, und erhalten so den Korper ®,. Der wird wiederum an &
symmetrisiert, wodurch &, entsteht. So fahren wir unbegrenzt fort,
indem wir immer abwechselnd an €, und &, symmetrisieren. So
entsteht eine unendliche Folge

R=8, R, Ky, K- ®

e
konvexer Korper, von denen die mit ungeraden FuBmarken = zu &,
und die mit geraden (n=2) zu &, symmetrisch sind.

Wir behaupten, daf dieses Verfahren konvergiert:

Konvergenzsatz: Die Folge ], &, &,,... konvergiert

Lim @ =8
n—> o

gegen einen konvewen Diehkorper R, der die Schnittlinie a der Symmetrie-
ebenen &, und &, als Drehachse hat.

Wenn das stimmt, so konnen wir den Drehkdrper € aus &
und a sofort konstruieren. Eine Ebene senkrecht zu a schneidet



§ 21, II. Konstruktion von Schwarz. 87

nidmlich nach dem Ergebnis von 8. 71 iber die Symmetrisierung
konvexer Bereiche die Korper der Folge in flichengleichen konvexen
Bereichen, trifft also € in der flichengleichen Kreisscheibe um a,
da der Flicheninhalt genau so wie der Rauminhalt die Stetigkeits-
eigenschaft hat (S. 61). KEs ergibt sich somit folgende Anweisung:

Man konstruiere in jeder Ebene senkrecht zu a, die § trifft, die
Kreisscheibe um a, die zum konvexen Schuittbereich mit ® flichengleich
ist; alle diese Kreisscheiben erfidlen den Drehkirper L.

Fig. 16.

Diese Konstruktion (Fig. 16) ist von ScEwarz bei seinem be-
rithmten Beweise fiir die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel ver-
wendet worden und wir wollen sie daher stets als ,Konstruktion von
ScrEwarz“ bezeichnen.

II. XKonvergenzbeweis.

Der Beweis des Konvergenzsatzes gelingt mit unseren Hilfsmitteln
ganz glatt. Zuerst haben wir die gleichmifige Beschrinktheit der
Folge §, ®,, §,,... nachzuweisen. Schligt man um einen Punkt
der Drehachse a eine Kugel St > &, so enthilt diese auch alle .
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Denn bei der Symmetrisierung. an &, bleibt M in Ruhe, .die Be-
ziehung M > ® ergibt also M > &,. Ebenso geht es bei den fol-
genden Symmetrisierungen.

Jetzt sind wir in der Lage, unseren Auswahlsatz anzuwenden
(S.62). Demnach gibt es in &,, &, ®,,... sicher eine konvergente

Teilfolge ®,,, R,,, R, --- und wir wollen beweisen, dafl ihr Grenz-
kbrper ¢ = Lim®
e s oy L

die Schnittlinie a der beiden Ebenen &, und &, zur Drehachse hat.
Enthalt die Folge &, ®,;, ®,5,--. unendlich viele Elemente
aus der Folge &, &, §,..., deren Koérper zu ©, symmetrisch
sind, so ist offenbar @ als Grenze symmetrischer Korper wieder zu
€, symmetrisch. Enthalt & , ®,, 8,5,-.. auch aus der Folge
R, ®,, Q,.., unendlich viele Elemente, so zeigt man ebenso die
Symmetrie von & zu &,. Da aber der Winkel zwischen &, und &,
als #rrationales Vielfaches von m vorausgesetzt wurde, so folgt aus
der Symmetrie zu &, und &, und aus der Abgeschlossenheit von
Q, daB in der Tat a Drehachse von € ist. Man kann nimlich jede
Drehung um a beliebig annghern durch eine Aufeinanderfolge einer
geraden Anzahl von Spiegelungen an €, und &,, was darauf hinaus-
lduft, daB man den Drehwinkel ¢ in der Form darstellen kann

p=n20+m2nx+ ¢,

wo m und n ganz und | ¢ | beliebig klein ist.

Es bleibt noch der etwas verwickeltere Fall zu betrachten, daB
die Folge der Zahlen n,, m,, n,,... nur endlich viele gerade oder
nur endlich viele ungerade Zahlen enthilt. Wir wollen etwa die
erste Annahme machen und, da fiir die Konvergenzbetrachtung die
Streichung endlich vieler Elemente nichts ausmacht, gleich an-
nehmen, daB die =, n,, n,,... alle ungerade sind. Dann steht die
Symmetrie des Grenzkorpers € zu &, fest und die Symmetrie zu
&, bleibt zu beweisen, wenn wir zeigen wollen, dafBl & die Gerade a
zur Drehachse hat. ‘

Nach der in § 19, VII, S. 78 bewiesenen Eigenschaft der Sym-
metrisierung bilden die Oberflichen von &, &, &,,... eine ab-
steigende oder jedenfalls micht aufsteigende Folge positiver Zahlen
und konvergieren daher gegen einen bestimmten Grenzwert Og, der
wegen der auf S.61 bewiesenen Stetigkeit des Oberflichenfunktionals
mit der Oberfliche von 2 zusammenfillt.

Symmetrisieren wir nun alle Kérper der Folge & ,, ®,,, ®,3,---
und € an &,, so erhalten wir die Korper &, ,,, 8,51 85415+ &
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Da aber nach S. 69 Symmetrisierung und Grenziibergang ver-
tauschbar sind, so ist
Sl = I_f_l;nw@"k‘fl

Die Oberfliche von * ist daher gleich dem Grenzwert der
Oberflachen der &, ,,, d. h. gleich der Oberflaiche Oy von L. Die
Oberfliche von ¢ wird somit durch die Symmetrisierung von & an
©, nicht vermindert und daher hat nach S. 78 & eine zu &,
parallele Symmetrieebene . Ks bleibt noch zu zeigen, daB ¥ mit
©, zusammenfallt.

III. Uber den Schwerpunkt.

Das kann man am anschaulichsten durch die Einfithrung der
Schwerpunkte §, der Korper &, einsehen, die wir uns homogen mit
Masse erfiillt denken. Dann gelten zwei naheliegende Sitze, deren
strenge arithmetische Begriindung wir uns schenken wollen, da sie
durch Grenziibergang aus den entsprechenden Sitzen fiir Vielfache
gewonnen werden konnen, genau so wie wir die Higenschaften von
Rauminhalt und Oberfliche begriindet haben. Es sind das die
folgenden Satze:

I Aus Lim & =2

s s TR

folgt fir die zugehirigen Schwerpunkte
Lim §, = 8.
k> F

II. Symmetrisiert man § an &, nach R, so ist der Schwerpunht
8, von ®, die senk- s S
rechte  Projektion *i;

(der Normalrif3) des
Schwerpunkts § von
® auf &,.

Bei der Sym-
metrisierung von &
werden ja die diin- 5
nen Stibchen senk- Y
recht zu &, aus
denen wir uns &
zusammengesetzt denken, senkrecht zu &, verschoben, die senkrechte
Projektion des Schwerpunkts auf &, kann sich also dabei nicht
andern. Anderseits liegt aber S, sicher in der Symmetricebene &,
von R,.

G,

z

Fig. 11.
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Aus T folgt, daB die Schwerpunkte §,, §,, S;... von &, &,,
®,... in einer Ebene senkrecht zu a liegen und dort die vor-
stehende Figur 17 bilden. Nach I. liegt daher der Schwerpunkt
Sg von € auf a. Anderseits liegt er in T. Da aber &, und ¥ parallel
sein sollen, fallen sie zusammen.

Damit ist gezeigt, daB alle aus der Folge , &, ®,... aus-
gewahlten konvergenten Teilfolgen gegen denselben Grenzkorper @
streben, der sich aus & durch die Konstruktion von ScaWARZ ergibt.
Die Zahlenfolge der Nachbarschaftsmafe (S. 60)

v, = V@, 9
hat somit die Higenschaft, daf jede Teilfolge gegen Null strebende
Unterfolgen enthilt. Daraus folgt aber die Konvergenz der ganzen
Folge
Lim ¥N& ,9) = 0.

Damit ist gleichbedeutend
L=Limg& ,
n—p

was wir zeigen wollten.

IV. Ein Satz von H. Brunn.

Es wurde bisher gezeigt, daB man die Xonstruktion von
Scawarz durch einen GrenzprozeB aus der Symmetrisierung STEINER s
herleiten kann. Aus den Eigenschaften der Symmetrisierung kann
man daher verschiedene Folgerungen ziehen, von denen die ein-
fachste die folgende ist:

Der Drehkorper &, den man aus einem honvexen Kirper & und einer
Achse o durch die Konstruktion von H. A. Schwarz herleitet, ist stets
wieder konvez.

Diesen schonen Satz hat auf ganz anderem Wege zuerst
H. Bruny im Jahre 1887 in seiner gedankenreichen Dissertation
(Miinchen) tiber ,,Ovale und Eiflichen® bewiesen: H. MiNrowskI hat
spater bemerkt, daB man hieraus einfach den Satz von der Minimum-
eigenschaft des Kreises ableiten kann, nimlich etwa in folgender
Weise.

Es sei B ein konvexer Bereich in der Ebene z = 0. Tm Raum-
teil 0=2z=1 bestimmen wir die Gesamtheit aller Punkte 4, zu
denen es Punkte B von B gibt, so daB der Winkel zwischen der
Strecke B4 und der z-Achse = m/4 ist. An der Gesamtheit & aller
dieser Punkte 4 weist man leicht die drei kennzeichnenden Kigen-
schaften des konvexen Korpers nach (vgl. S. 43). Jede Ebene
z=A{0=A1=1} schneidet & in einem konvexen Bereich B,, dessen
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GrundriB auf z = 0 dadurch definiert ist, daB die Entfernung seiner
Punkte von 8 =1 ist. Zwischen den Flicheninhalten 7, #, und
Umfangen I, L, dieser ,Parallelbereiche“ B, B, besteht daher be-
kanntlich die Beziehung

1 F,=F+ Lk+ mi
L,=L+2n2.

Die Konvexitit des Drehkérpers € um die z-Achse, den man
aus ® durch die Konstruktion von ScawaRrz gewinnt, ergibt die Un-
gleichheit zwischen den Halbmessern der Parallelkreise in den Kbenen
2=0, =4, =1

) =l = ry + A
Nun ist aber
ars=2F, ar?i=1F, ar?=0F
und wir haben danach
VE =1 - NVF +2VF

Setzt man fir #, und F, aus (1) die Werte ein, so folgt durch
Quadrieren nach einigen Vereinfachungen

L2 —4x F=0.

Das ist die Ungleichheit fiir die Minimumeigenschaft des Kreises,
wie wir sie im ersten Teil dieses Buches hergeleitet haben (S.31). Nur
reicht der jetzige Beweis dafiir weniger weit als der alte, da wir
uns jetzt auf konvexe Bereiche beschrinken und da wir jetzt nicht
bewiesen haben, daB das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis gilt.

Diese letzte Tatsache ergibt sich aus einer Ferschirfung des
Satzes won BruNN, die ebenfalls von diesem Geometer angegeben
wurde und etwa so ausgesprochen werden kann:

FKine ,Zone< des Drehkirpers S, der aus & durch die Konstruktion
von SCHWARZ gefunden wurde, d. h. ein Stiick von & zwischen zwei
Bbenen senkrecht zur Drehachse ist nur dann Zone eines Drehkegels,
wenn die entsprechende Zome von & Zome eines Kegels ist.

Dabei braucht der: zweite Kegel natiirlich kein Drehkegel zu
sein und die Zylinder sind als Grenzfille mit zu den Kegeln zu
rechnen. Es wirde keine Schwierigkeiten bereiten, diese Ver-
schirfung mit unseren Hilfsmitteln zu bestiitigen, indessen wollen
wir hier darauf verzichten, da spiter (vgl. § 22, V) eine ganz ent-
sprechende_Frage behandelt werden wird.

Es sei auch erwihnt, daB man die angefithrten Ergebnisse von BRUNN
oder, was auf dasselbe hinausléuft, die Ungleichheit von MINKOWSKI
itber den sogenannten ,gemischten Flichenhalt“ (vgl. § 23, III) auf viel
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elementarerem Wege gewinnen kann, als das hier geschehen ist, wie
besonders einfach kiirzlich von G. Frosewius gezeigt wurde.! Wir
haben also allem Anschein nach mit Kanonen auf Spatzen geschossen.
Tndessen hat unser Verfahren vor den einfacheren Methoden den
erheblichen Vorteil, daf es dazu ausreicht, den angefiihrten Satz von
Brusy auf Riume von beliebiger Dimensionenzahl (v = 4,5,...) aus-
zudehnen. Wir wollen in § 22 insbesondere den n#chst hheren Fall
n = 4 behandeln, dabei aber die Untersuchung so wenden, daB wir
uns nicht aus dem gewdhnlichen dreidimensionalen Raume Eukrins
herauszubemiithen brauchen.

V. Ein Satz von H. A. Schwarz.

Bei unserer Ableitung der Scmwarzschen Transformierten £
aus dem konvexen Korper & durch Grenziibergang ergibt sich, was
hier nicht weiter benutzt werden soll, unmittelbar aus den Eigen-
schaften der Symmetrisierung:

Zwischen den Rauminhalten und Oberflachen von ® und & bestehen
die Beziehungen

o = Jy, Ug= Og,
und zwar git in der zweiten Beziehung nur in demn trivialen Falle
das Gleichheitszeichen, dafs ® eine zur Drehachse wvon L parallele
Drehachse hat.

Diese Higenschaft der Konstruktion von ScrwaRz ermioglicht
das raumliche Problem vom Korper kleinster Oberfliche und ge-
gebenen Inhalts auf ein ebenes Problem zuriickzufithren, nimlich
die Meridiankurve der Drehfliche zu bestimmen, die die Minimum-
forderung befriedigt. Das ist der Grundgedanke des berithmten Be-
weises von Scawarz fiir die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel.
Man sieht daraus, in welch inniger Beziehung die Ideen von STEINER,
Scawarz, BrRuny und MINkOwsKI stehen.

§ 22. Sétze von Brunn und Minkowski.

I Lineare Scharen und konvexe Scharen konvexer Korper.

Es seien ) und & irgend zwei konvexe Korper. P, ein beliebiger
Punkt von &, und P, ein beliebiger Punkt von R,. Wir honstruieren
den Punkt

Po=1=-HP + P, {0=F=1}

der die Strecke Py P, im wvorgegebenen Verhiltnis &:1 — & teilt.

! Vgl. S.40, 41 dieses Buches.
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Halten wir &, R und  fest und lassen wir P, und P, dic Korper
R, und & durchwandern, so beschreibt P, ebenfalls einen hkonvexen
Kirper &, den wir mit
R=01—-HNK + 9

bezeichnen wollen.

Die Beschrianktheit und Abgeschlossenheit von &, und ®, hat
namlich auch die von &, zur Folge. Sind ferner P, und @, zwei
Punkte von ®,, so liegt ihre Verbindungsstrecke in &,, denn aus

P,=(1—-9P, + 9P,
Qo= (1 —9)E +7Q
folgt durch Linearkombination
(1= 0) P+ 0 Qy=(1— &) {(1— O) P, + O Q)+ {(1—6) B, + 0Q,}

0=60=1

und die beiden durch die geschlungenen Klammern angedeuteten
Punkte liegen in &, und .

LiBt man & die Werte 0= & =1 durchlaufen, so beschreibt
Q, die plineare Schar® konvexer Korper, die &, und , verbindet.
Soleche Scharen diirften im AnschluB an Untersuchungen STEINERs
zuerst in der Dissertation von BrRUNN betrachtet worden sein.

Fir das Spétere wird uns folgender Satz von Nutzen sein, der
den Zusammenhang zwischen den Randpunkten der Korper einer
Linearschar verdeutlicht:

Zwei Punkte P, und P, wvon & und & ergeben durch Linear-
kombination

Po=(1—HF + P
dann und nur dann einen Randpunkt von
Ry=(1 -9 + &
{0 < &< 1},
wenn P, und P, Randpunkie von R, und Q& sind, durch die es gleich-
sinnig parallele Stutzebenen an diese beiden Korper gibt.

,Gleichsinnig parallele Stiitzebenen® soll heiBen Stiitzebenen mit
gleichsinnig parallelen, nach auBen gerichteten Normalen an &, und
®,. Man sieht das so ein (vgl. die Fig. 18, die die analoge Kon-
struktion in der Ebene veranschaulicht): Die Korper
) 1—HP,+9% und (1—N& + L,
die zu ®, und §, #hnlich liegen, enthalten den Punkt P, und sind
in &, enthalten (in der Figur ist & =1/, und die Korper (¥) sind
eng schraffiert). Es muB also durch P, an diese beiden Korper (¥)



94 Séitzwe von Schwarz, Brunn, Minkowski.

eine gemeinsame Stiitzebene geben, wenn P, Randpunkt von &, sein
soll. Dann gibt es aber in der Tat an die &hnlich liegenden Kor-
per &, &, in den entsprechenden Punkten P, und P, gleichsinnig paral-
lele Stiitzebenen. Diese Bedingung ist aber offenbar auch hinreichend.

Z

Hieraus folgt z. B.: Sind G, und G, gleichsinnig parallele Stiitz-
ebenen von Ry und R, so ist (1 — 3 €, + & €, die gleichsinnig paral-
lele Stitzebene an R, Die Stutzfunktionen kombinieren sich dem-
nach ebenfalls linear.

Es kommt uns besonders darauf an, einen Satz von BruNN zu
beweisen, dessen Bedeutung spiter durch Minkowskr ins rechte
Licht geriickt wurde und den wir mittels des frither (S.51) ein-
gefithrten Begriffs der konvexen Funktion so aussprechen kionnen:

Hauptsatz: Die dritte Wurzel aus dem Rauminhalt J(3) des
Korpers & der linearen Schar

Ro=1—-NK + &
ist eine (nach oben) konvexe Funktion des Parameters Fl=d=1]

Um das zu beweisen, fithren wir auBer dem Begriffe der linearen
Schar noch den umfassenden Begriff der ,konveren Schar® konvexer
Korper ein in Analogie zum Begriffe der konvexen Funktion:

Jiin System konvexer Kirper R sei eindeutiy auf die Werte
des Parameters & auf der Strecke 0 =9 =1 bezogen. Der Korper,
der dem Parameterwert

G =1 + 4,
{1120: Ay =0, 4, + 4, = 1}
entspricht, soll stets den Korper
A 8 + A, R,
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enthalten, der der linearen Schar zwischen Ry und Rp, angehort
0=9,=1, 0=9, =1}, was wir in Zeichen so ausdricken:

K10, + 1o, =4 K5, + 4, 5,5

dann wollen wir diese Schar honvexer Korper als honvex bezeichnen.
Jede Linearschar ist konvex, aber nicht umgekehrt. Wir wollen
nun zusehen, wie die Symmetrisierung auf konvexe Scharen wirkt

II. Symmetrisierung konvexer Scharen.

Wir wollen zeigen:

Symmetrisiert man die konvewen Korper einer konvexen Schar an
derselben Grundebene z = 0, so erhilt man stets wieder die Korper
einer hkonvexen Schar
(Fig. 19).

Es seien namlich
Q% und K%, zwel
konvexe Korper der
symmetrischen Schar,
die aus den Korpern
Rs, und &, der ur-
spriinglichen ~ Schar A
entstanden sind; P* fo--
ein Punkt von K3 , £
B,* einer von &7, und Aﬂﬂf i i N
z, und z, ihre z-Ko- !l [ yfg = t L y
ordinaten. Dann gibt W ‘%g X
es auf der Parallelen 2T Lj
7ur z-Achse durch P*
zwei Punkte P, P Tig. 19.
von ®p, mit der Ent-
fernung 2|z, | und auf der Parallelen durch P,* zwei Punkte F,, P,
von Qg mit der Entfernung 2|z,|. Kombiniert man diese beiden
gleichgerichteten Strecken P, P, P, P,” linear

11P1P1,+12P2Pz'>

so enthilt man nach Voraussetzung eine Strecke im Korper

g;

—p =
Wy
00
=

7"

@1, Py + Ay

wegen der Konvexitit der urspriinglichen Schar. Durch Symmetri-
sierung an z =0 geht daraus eine Strecke P P’ hervor, die im
symmetrisierten Korper

RL8, + toe
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liegt. Diese Strecke kann man aber geradewegs durch Linear-
kombination der zu z = 0 symmetrischen Strecken

PP =) P*P'* 4 2, B P*
finden. Darin liegt aber die Konvexitit
'@Z Py 4 Ay Z }’ Q:;I + 12 '@;3

der symmetrisierten Schar.

Inshesondere folgt aus unserem Satze, dall man aus einer
linearen Schar konvexer Kérper durch Symmetrisierung eine kon-
vexe Schar konvexer Korper erhilt, die aber, wie man sofort an
Beispielen sehen kann, nicht wieder linear zu sein braucht.

Nehmen wir etwa zwei zu z = 0 nicht senkrechte Strecken.
Kombiniert man diese Strecken linear, so erhdlt man im allgemeinen
Vierflache und durch deren Symmetrisierung an z = 0 Vielfache mit
sechs Begrenzungsflichen. Symmetrisiert man hingegen zuerst die
Strecken an z = 0, so erhilt man Strecken in z =0 und daraus
durch Linearkombination wieder Strecken von z = 0, also ein an-
deres Ergebnis. Wir kommen auf die Frage, wann die Linear-
kombination mit der Symmetrisierung vertauschbar ist, spater (§ 22, IV)
zuriick.

III. Beweis des Satzes von Brunn iiber die Rauminhalte
der Korper einer linearen Schar.

Mit dem Hilfsmittel von II. sind wir jetzt in der Lage, den
S. 94 angekiindigten Hauptsatz zu beweisen, daB némlich fir die
Rauminhalte /() der Korper einer linearen Schar &, = (1 — 3)&,
+ ¢ Q, die Beziehung gilt, daB

L e —
V7
eine konvexe Funktion des Parameters ¢ ist.

Nehmen wir drei Ebenen &,;, &,, &, an, die einen einzigen
Punkt # gemein haben und von deren Winkeln mindestens zwei
irrationale Vielfache von = sind. Wir symmetrisieren die Linear-
schar @, an & und erhalten dadurch eine konvexe Schar ®}. Da-
raus durch Symmetrisierung an &, die Schar &3, hieraus weiter
®% durch Symmetrisierung an &,. ®3 wird dann wieder an &,
symmetrisiert usf, Die Schar &5 (» = 1,2,3,...) ist konvex nach IL
und der Rauminhalt eines Korpers aus R ist derselbe wie der des
entsprechenden Korpers &, wegen der Invarianz dieses Funktionals
gegeniiber der Symmetrisierung.
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Die Folge von Korpern &%, K3, ®3,..., die auf diese Art aus
einem Korper &, entspringt, konvergiert gegen eine Kugel ¥, mit
dem Mittelpunkt M

8, = Lim &5 .
n—yp 0

Man beweist nimlich genau ebenso wie in § 21, II, III, daB jede:
konvergente Teilfolge gegen einen Grenzkdrper konvergiert, der zu
©,, &,, ©, symmetrisch sein muB," also nur eine Kugel sein kann.
Die Beschrinktheit der Folge erkennt man wieder so, daf man um
M eine Kugel schligt, die ®, enthdlt: diese Kugel enthilt dann
auch alle Korper der Folge ®5. Die Grundlage des Konvergenz-
beweises bilden einerseits der Auswahlsatz, anderseits die Eigen-
schaften der Symmetrisierung.

Wir haben (S. 61)

J (@,) = Lim J(®}) = /().

n—> @®
Anderseits folgt aus der Konvexitit der Folge R4
R ot 1m0 = Ay R5, + 2y K5,
durch den Grenziibergang n—»> 00
o4t =k Lo, + 45 Lo,
d. h. die Schar der konzentrischen Kugeln €, ist auch konvex. Das
gibt aber fiir die Halbmesser r (&) der Kugeln €, die Beziehung
r(dy &+ Ay Fp) Z Ay 7 () F A7 (F)
und die entsprechende Beziehung fir die den Halbmessern pro-
portionalen dritten Wurzeln aus den Rauminhalten

M) VT + & T = 4 VT + 2 VT,
Da die Funktion

| (P ————
VI
nicht negativ, also nach unten beschrinkt ist, so ist in der Formel (1)
ihre Konvexitit im Intervall 0= & =1 enthalten und damit die
Behauptung bewiesen.
Es bleibt nun noch die Frage zu erledigen, wann in (1) das
Gleichheitszeichen gilt, wann also ein Stiick der konvexen Kurve

PR
y=1V/@

gradlinig verliuft. Dazu brauchen wir nur unsere Betrachtungen

von IL. iiber die Symmetrisierung konvexer Scharen zu erginzen,

indem wir feststellen, wann bei der Symmetrisierung eine Linear-

schar wieder in eine Linearschar konvexer Korper iibergeht.

Brascnxn, Kreis und Kugel. 7
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IV. Symmetrisierung linearer Scharen.

Es sei
Reo=1—-HK + I,
eine lineare Schar konvexer Korper. Wir symmetrisieren jeden
Korper &, der Schar {0 =9 =1} an derselben Ebene z =0 und
fragen, wann die so entstandenen konvexen Korper &,* wieder eine
lineare Schar bilden:
=1 — KK+ F{*

Wir nehmen in z =0 einen Punkt P, so an, daB die Lot-
rechte, d. h. die Parallele zur z-Achse durch £, die Korper ], und
f* in Strecken @, R, = Q,* Z,* schneidet, deren Lange von Null
verschieden ist, was sicher moglich ist, wenn, wie wir annehmen
wollen, &), & und daher auch &% Q* innere Punkte enthalten.
Durch @,* geht (mindestens) eine Stiitzebene &,* an ®,* und durch
R,* geht dann die zu &;* beziiglich z = 0 symmetrische Stiitz-
ebene % *

Wir zeichnen die zu &;* und T,* gleichsinnig parallelen Stiitz-
ebenen &* und T,* an @* Das ist so gemeint: die Ebenen &,
und & * z. B. sollen nlcht nur parallel sein, sondern die genchteten
Normalen aus dem Inneren von ®* auf &,* und aus dem Innern
von & * auf & * sollen auch ihrem Sinne nach parallel laufen. KEs
seien @ % R1* zwel zt z = 0 symmetrische Punkte, die die Stiitz-
ebenen €%, T * mit ®* gemein haben und P, der Halbierungs-
punkt der Strecke Q" ]? * (Fig. 20).

Nehmen wir nun an, daB die symmetrische Schar linear 1st 0
sind nach dem Ergebnis von S. 94 oben die Ebenen

€,'=(1— PG + F6,%
Ty =1 -+ FT*
Stutzebenen von R, * die mit diesem Korper die , Punkte
Q f= (L = )Qo + Ql ’
R =(1 — HR*+ 9 R*
gemein haben. Bringt man also immer die Lotrechte durch
Py=(1—-3P + &P
mit dem Korper ®,* zum Schnitt, der demselben % ‘entspricht, so
erhalt man die lineare Schar der lotrechten Strecken QR die

einen oben und unten geradlinig begrenzten konvexen Berelch B*
(ein Trapez) erfillen, wenn P, + P, ist.
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Bringt man nun die Lotrechte durch P, ebenso mit dem ent-
sprechenden Korper &, zum Schnitt, so erhilt man, wie sich aus
der Definition der Linearschar ergibt, eine konvexe Schar von
Strecken Q, R, die fiir P, 4= P, einen konvexen Bereich % erfiillen.
Da aber B* aus B durch Symmetrisierung entsteht und B* ein
Trapez ist, so kann auch B unur ein Trapez sein, d. h. die Schar
der Strecken @, R, ist ebenfalls linear:

Qﬁ- = (1 - 0)Q0 + "9'Q11
R,=(1—9R,+ IR, .
Aus unserem Satz iiber den Zusammenhang der Randpunkte

einer Linearschar (S. 98 unten) ergibt sich: Ist &, eine lineare Schar

konvexer Korper
R=01—-9N + 98§

und @, eine lineare Schar von Randpunkten der &,
Qg = (1 - "-9')@0 + &Qp

%:;”WW ““\\\ N
,Q(I;fﬁ’/”’—— : }f/
g
\\2: ?“{-__/,Lv
kr}m"ﬂ"T .
0, i { h\a
K )« / ‘ N
R ﬂ
( m
.‘3~L. Jy
LS \ DVV
\_b. ’/V’

Fig. 20.
7 *
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so gibt es in den Punkten @, an die Korper &, gleichsinnig paral-
lele Stiitzebenen.

Damit haben wir gefunden:

Soll eine lineare Schar

R=1—-98& +9%,

konvexer Korper mit inneren Punkten durch Symmetrisierung an einer
wagerechten Ebene wieder in eine Linearschar iubergehen, so ist dazu
notwendig, daf} sich die lotrechten Sehnen @, R,, @, R, von & und
so zu Paaren anordnen lassen, daf stets durch die Punkte @, und @,
gleichsinnig parallele Stitzebenen an &, und R, existieren und gleich-
zeitig durch R, und R, ebenfalls.

Die Fig. 20 verdeutlicht die entsprechende Beziehung fiir den
2-dimensionalen Fall.

Man sieht leicht, daB die gefundene Bedingung auch hinreicht,
wovon wir aber keinen Gebrauch machen werden.

V. Minkowskis Erginzung zum Satze von Brunn.

Aus dem Krgebnis von IV konnen wir nun den SchluB ziehen:
Eine lineare Schar
f=(1=NN +I9R,
geht nur dann bei jeder belicbigen Symmetrisierung immer wieder in
eine lineare Schar iber, wenn R, und R, dhnlich sind und dhnlich
liegen.

Es seien namlich &; und &, zwei gleichsinnig parallele Stiitz-
ebenen an &, und &, die mit § und R, etwa nur je einen Punkt
@y, @, gemein haben. Zieht man dann durch @, und @, zwei be-
liebige parallele Sehnen @, 2, @, B, von &, und ®,, so miissen
stets durch R, an &, und durch R, an & parallele Stiitzebenen
gehen. Das ist offenbar nur méglich, wenn &, und @, #hnlich sind
und #hnlich liegen.

Jetzt sind wir in der Lage, folgende Erginzung zu dem in IIT.
bewiesenen Satze von BrusN zu erbringen:

Die dritte Wurzel aus dem Rauminhalt

V7@
der Korper Q einer linearen Schar konvezer Korper mit inneren Punkten
ist nur in dem trivialen Falle eine lineare Funktion von &, wenn alle
Kirper &, der Schar dhnlich sind und dhnlich liegen.
Dies wurde ebenfalls von BrunN ausgesprochen, aber durch
Mixkowskr zuerst streng bewiesen. Aus unseren Uberlegungen er-
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gibt sich diese Erginzung so: Liegen die ®; nicht ahnlich, so kann
man die Schar so symmetrisieren, daB die entstehende Schar sym-
metrischer Korper konvex, aber nicht linear ausfiallt:
R >(1—NK*+I{*
0 << 1}
Dann ist nach unserem urspriinglichen Brunwschen Satz die
Funktion

g ()= V7 (1= 98+ T8
konvex (mébglicherweise linear). Die Funktion
3 3
V@) =1I®"
hat mit ¢ (%) die Endpunkte ¢ = 0, ¢ = 1 gemein, hat aber fiir
0 < % < 1 Werte, fir die sie > (%) ist, kann also nicht linear
sein, w. z. b. w.

Es ist vielleicht folgende Bemerkung hier auffallend: Wenn wir
den urspriinglichen Satz von BruNNy als bewiesen annehmen, so er-
gibt sich, wie wir das durchgefiihrt haben, die ,Erginzung® auf
vollig elementarem Wege ohne jeden Grenziibergang einfach aus
den Eigenschaften der Symmetrisierung heraus. Im Gegensatz dazu
empfingt man bei den Untersuchungen von BruxN und MINEOWSKI
den Eindruck, als ob die Hauptschwierigkeit erst in der ,,Erginzung®
gelegen wire. In diesem Punkte zeigt sich also STEINERs Methode
der Symmetrisierung den anderen Hilfsmitteln iberlegen.

VI. Ungleichheiten von Minkowski.

Wir wollen darauf verzichten, die allgemeinen Ungleichheiten
iiber den ,gemischten Rauminhalt® konvexer Kdrper wiederzugeben,
in denen Mingowskr den Satz von Brusw gefaBt hat, sondern wollen
uns darauf beschrinken, die Folgerungen zu erwihnen, die M-
rowsk! fiir die Kugel gezogen hat.

Es sei § ein konvexer Korper, dessen Begrenzungsfliche wir
jetzt als stetig gekriimmt voraussetzen wollen, um die Formeln der
Differentialgeometrie darauf anwenden zu konnen. Die jubere
Parallelfliiche im Abstande Eins begrenzt dann ebenfalls einen kon-
vexen Korper ®,. Wir betrachten die lineare Schar konvexer Korper

R =1—-FK + IR,
0=9=1,
deren Begrenzungsflichen untereinander parallel sind, und zu der
von ®, die Entfernung & haben.
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Der Rauminhalt J(%) von @1, driickt sich dann nach STEINER!

durch die Formel aus
T() = J + 0F + M52 + 295,

Dabei bedeuten / und O Rauminhalt und Oberfliche von &,.
M ist eine von STEINER neu eingefithrte Integralinvariante von .
das sogenannte Integral der mittleren Kriimmung

171 1
=[5 (7 +m) 20
wobei der Ausdruck in der Klammer die mittlere Kriimmung und
d O das Oberflichenelement von &, bedeutet.
Nach unserem Satze von Brunn-Minkowsk: ist die Funktion
V@
konvex und nicht linear, wenn &, und & nicht ahnlich liegen, d. h.
wenn ®, keine Kugel ist.2 Wir haben also

A
LI —0 fir alle $=0.
d &
Man findet
2 T SV = (02— 3T M) (MO— 127NV + (M? — 47 0) 52
5 790 ) )

Es ist also jedenfalls
0°—3JM=0,
M? — 470 =0.
Diese Ungleichheiten zwischen den Invarianten /, M, O rithren von
Mixgowskr her. Aus ihnen folgt unsere alte Ungleichheit von ScawARz

an 0% — 86 aJ2=0.

Fir den Fall der Kugel gilt in allen drei Beziehungen das
Gleichheitszeichen. Uber die Gesamtheit der konvexen Korper, die
in der ersten oder zweiten Ungleichheit (I) das Gleichheitszeichen
ergeben, erhalten wir aus unserer SchluBweise auch durch die Er-
ganzung des Satzes von Brusn keinen AufschluB. Wohl aber er-
kennt man, daB in beiden Formeln (I) und daher in (IT) das Gleich-

1y

* Uber parallele Flichen. Gesammelte Werke II, S. 173—176,

> DaB nur eine Kugel zu ihren Parallelkérpern #hnlich liegt, beweist man
so: Es sei &, ein derartiger Korper, €. eine Kugel. Dann sind die Kérper
(1—9) 8 + &L zu den Parallelkérpern von &, also zu ®, selbst dhnlich.

Dann muB aber auch € = Lim {(1 — $) &, + ¢ &} fiir 9 —> 1 zu & dhnlich sein,
w. z. b. w.
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heitszeichen nur fiir die Kugel stimmen kann. Damit sind die Haupt-
ergebnisse von § 19 aufs neue gewonnen.

Merken wir uns das neue Ergebnis an: Unter allen konvezen
Kirpern von gegebener Oberfliche hat die Kugel das hleinste Integral
der mittleren Krimmung (MINKOWSKI).

Es sei erwahnt, daB die Gleichheit #? — 470 = 0 nur fir
die Kugel eintritt, wiahrend, wie ebentalls Minkowskr angegeben
hatl, 02 — 3J M =0 auch fir gewisse nicht kugelformige Korper
moglich ist.

VII. Uber einen zweiten Beweis fiir M? — 47 0=0.

Dér im zweiten Teil dieses Buches entwickelten Theorie laBt
sich eine verwandte gegeniiberstellen, auf die man dadurch kommt,
daB man die Symmetrisierung STEINERS, wie wir sie bisher immer
verwendet haben, durch eine neue Symmetrisierung ersetzt. Wir
beschrianken uns darauf einiges Wenige daritber mitzuteilen.

Es sei ® ein beliebiger konvexer Korper, & der zu & beziiglich
einer Ebene & symmetrische Korper. Wir finden aus & und &
durch Linearkombination (S. 92 unten) den Korper

Q=18+ 1%,

der © als Symmetrieebene hat. Diesen Ubergany von & zu ®* wollen
wir als neue Symmetrisierung an der Bbene & einfithren.
Die drei wichtigen Figenschaften dieser neuen Symmetrisierung
sind die folgenden:
1. Der neue Korper & ist wieder konvex.
2. Der neue Koérper % hat dasselbe Integral der mittleren
Kriitmmung wie der alte
M= M
3. Die Oberfliche des neuen Korpers ®* ist stets groBer als
die des alten ®
0 < 0%,
wenn @ keine zu & parallele Symmetrieebene hat. In diesem Aus-
nahmefall sind ® und ®* kongruent und daher ist dann

0 = 0%

Man kann diese Bigenschaften auf ganz entsprechendem Wege
beweisen, wie frither die drei Eigenschaften (S. 46) der Sym-
metrisierung STEINERS bewiesen wurden. Zu Punkt 2 ist dabel zu

! Gesammelte Abhandlungen II, S. 259.
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bemerken, daf man die Definition des Integrals der mittleren
Kriimmung, das in VI. nur fiir stetig gekriimmte konvexe Korper
erklart wurde, natiirlich auch auf beliebige konvexe Kérper aus-
dehnen kann, 3hnlich wie wir die Begriffe Rauminhalt und Ober- .
fidche, die zunichst nur fiir Vielfache bekannt waren, auf beliebige
konvexe Kiorper ausdebhnen konnten (vgl. Formel (9) S. 110).
Genau dieselbe Uberlegung, die von der alten Symmetrisierung
zur Ungleichheit von ScEWARZ
0% —567J2=0
gefithrt hat, ergibt, wenn man die neue Symmetrisierung zum Aus-
gangspunkt nimmt, die Ungleichheit Minkowskis
M2 —-470=0.
Auch fithrt die neue Symmetrisierung sofort zu der Erkenntnis,
daB
M —470=0
nur bei der Kugel eintritt.

§ 23. Erganzungen.!

I. Literatur.

Die grundlegenden Arbeiten zu der in diesem dritten Teil vor-
getragenen Theorie sind die Schrift von Scrwarz, Beweis des Satzes,
daB die Kugel kleinere Oberfliche besitzt, als jeder andere Kérper
gleichen Volumens (Gottinger Nachrichten [1884] S. 1—13, Gesam-
melte Abhandlungen IT [1890], S.327—340). Dann die Schriften
von BrusN ,Ovale und Eiflichen“ (Minchen 1887) und ,Kurven
ohne Wendepunkte* (Miinchen 1889) und schlieflich Minkowskrs
»Volumen und Oberfliche (Mathem. Annalen 57 [1908], S. 447—495,
Gesammelte Abhandlungen II [1911], S. 230—276).

Mmxrowskis Beweis fiir die Erginzung zum Satze von Bruny
ist in jiingster Zeit von J. Rapox (Wiener Akademieberichte 1916)
erheblich vereinfacht worden.

Die Ungleichheit M2 — 4 0 = 0 hat auch Hurwitz bewiesen,
und zwar mit Hilfe von Kugelfunktionen in der schon erwihnten
Abbandlung ,,Sur quelques applications géométriques des séries de
Fourier“ [Annales de l'école mnormale supérieure (3) 19 (1902),
S. 357—408]. Man vgl. dazu im Folgenden S. 109.

Hruserr hat die Theorie von Minkowskr zum Teil neu be-
griindet mit Hilfe der Integralgleichungen in seiner sechsten ,Mit-

! Kann iibergangen werden.
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teilung® (G6ttinger Nachrichten 1910, S.355—417, abgedruckt in dem
Buche: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, Leipzig und Berlin 1912, 8. 242—258).

Die Addition von endlich oder auch unendlich vielen konvexen
Kurven ist fiir Zwecke der analytischen Zahlentheorie von H. Borr
untersucht worden; Oversigt over det Danske Videnskabernes Sels-
kabs Forhandlinger 1918.

Elementare Beweise zum Satz von Bruxw iiber die Querschnitte
eines konvexen Kborpers wurden schon auf S.40 unten angefiihrt.
Es sei hier in Kiirze darauf hingewiesen, wie einfach man diesen
Satz mittels trigonometrischer Reihen ableiten kann. Ich hatte
eine solche Herleitung in den Jahresberichten der deutschen Mathe-
matikervereinigung 28 (1914), S. 232—2384 gegeben. Den folgenden
noch durchsichtigeren Beweis verdanke ich Herrn W. WIRTINGER.

II. Ein Lemma von Wirtinger.

EBs sei f (@) eine Funktion von der Periode 2 m, deren Differential-
quotient () von beschrinkter Schwankung ist. Danmn folgt aus

die Ungleichheit

und darin gilt das = Zeichen nur, wenn [ () die Form hat:

f(p) = acosp + bsin .
Der Beweis fiir diesen Satz, dessen Voraussetzungen sich noch
verringern lassen’, gelingt aufs einfachste, wenn man die FoURIER-
Koeffizienten von f'(¢) und f(p) benutzt. Hs sei

27

nan=[f;(<p)coan7-dgo, nbn=ff’(q7)sinnq>-dcp,
0 0

dann ergibt sich durch Integration nach Teilen fiir die Koeffizienten
von f(¢):

On

n

bn
an=_n7 ﬂn=+

Die sogenannte Vollstandigkeitsrelation des Fourierschen Ortho-
gonalsystems gibt wegen a, = ¢z, = 0 die Gleichungen:

! Es geniigt, die Integrierbarkeit von f’ zu fordern.
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Daraus folgt aber durch Subtraktion die Richtigkeit des Lemmas
von WIRTINGER.

III. Anwendung.

Es sel nun A, (g) die Stiizzfunktion eines konvexen Bereichs %,
in der Ebene z =0, d. h. B, sei durch die Beziehungen

zeosp 4+ ysing = ky(p), z=0
erklirt und fiir jeden Wert von ¢ soll es mindestens einen Punkt
@, y von B, geben, fir den das Gleichheitszeichen gilt. Ebenso sei
in der Ebene z =1 ein zweiter konvexer Bereich 8, mit der Stiitz-
funktion 7%, (¢) definiert

Teosep +ysing = h (p), z=1.
Dann enthilt die Ebene z =9 (0 < & < 1) den Bereich B,
zeos g +ysing = (1—39) k(@) + &y (¢)
als Durchschnitt mit der konvexen Hiille von %, und %,. Es ist zu
zeigen, daB die Wurzel aus dem Fliacheninhalt von B,

‘ o VF 9.
eine konvexe Funktion ist

Man findet den Flicheninhalt 7 aus der Stiitzfunktion 4 durch
die Formel

2z
* 2F = | (h2— ') de.
/
Das gibt in unserem Fall
FO)=(1—-92F+2(1—3 M+ 92 F,,

worin #, und #, die Inhalte von %, und B, und M der von MinkowsKI
eingefiihrte ,gemischte Flicheninhalt* dieser beiden Bereiche ist

27

(4 2M = [(ho 1, — 1y’ 1) dop.
0

Die Stutzfunktion %(p) hat dabei stets einen Differentialquo-
tienten (im Sinne von S.51) und dieser ist, wie man zeigen kann,
in der Tat von beschrinkter Schwankung.t

! Jahresbericht der Mathem. Ver. 23, 8. 230.
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Beachten wir nun, daB sich die Umfinge Z, und Z, von %,
und B, durch die Formeln ausdriicken:

27 27
(L) L, =fho dep, Iy= fhl dep,
so daB die Funktion ’ ’

flg)= = 0[0 - I
der Bedingung

fnf(CP)dtp =0

geniigt.
Wenden wir auf sie das Lemma an, so findet sich
7 2 M 7,
(F) LT L T =0
oder
1 (L L
) Mzg{ilf’o—FL—:Fl}
us
: 2
Van-VEaf =0
folgt aber ‘

B F+ 3 Bz 2V
und daher ist schlieBlich '
() M= VE, F.
Diese von MiNgowskr angegebene Beziehung (M) zwischen den

beiden Flicheninhalten und dem gemischten Inhalt ist der ana-
lytische Ausdruck fiir die Konvexitét von
F(3).

AuBerdem erkennt man aus unserem Lemma, daB das Gleichheits-
zeichen nur gilt, wenn %, und %, #hnlich sind und ahnlich liegen.

Die vorhergehende scharfere Ungleichheit () ist auch von
FroBENTUS angegeben worden.?

Ist B, ein Kreis vom Halbmesser Eins, also

hy(g) =1,
2M = L,
¥ =n L=2n
also ergibt sich aus (M) wieder unsere alte Formel
- L2 —4nkFy,=0.
1 Berliner Akademieberichte 28 (1915), S. 397.

so wird

und



108 Sditze von Schwarz, Brunn, Minkowsk:.

IV. Ubertragung von Wirtingers Lemma auf die Kugel.

Es sei kurz darauf hingewiesen, daB es in der Geometrie auf
der Kugelfliche etwas ganz Entsprechendes gibt zu dem Lemma
WirrineErRs und wie wir dieses mittels trigonometrischer Entwick-
lungen bestitigt haben, so 148t sich der entsprechende Satz mittels
Kugelflachenfunktionen herleiten:

Auf einer Kugeloberfliche um den Ursprung sei eine regulire ana-
lytische Funktion [ erklirt, deren Mittelwert verschwindet:

(1) f [do =0. {do Flichenelement der Kugel}
Dann ist stets

1 .
@) [rrdo = [af do,

wenn A [f den Differentialparameter erster Ordnung von K. BELTRAMI
bedeutet.r Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn [ die Form hat:
(3) [=ax+by+cz.

Ist namlich ]
4) =X+ XL+ X%+ ... X=0
die Entwicklung von f in Kugelflichenfunktionen, so kann man
daraus fiir den zweiten Differentialparameter von f mittels der
Differentialgleichung der Kugelfunktionen

5) 4, X +nn+1)X =0
unschwer? die Entwicklung herleiten
(6) 4yf = — Sam+ )X,

1
Nach einer Formel von G. GreEen?® ist aber

) [af-do =~ [f-4,f-do.

Da die Kugelfunktionen ein vollstiindiges Orthogonalsystem bilden,
ergibt sich daraus:

! Man sehe etwa G. Scurrrers, Theorie der Flichen, Leipzig 1913, S. 428,
wo an Stelle von 4f = 4,, geschrieben ist, oder G. DarBoux, Legons sur la
Théorie générale des Surfaces III (Paris 1894), S. 194. Die Integrationen sind
iber die Gesamtoberfliche der Kugel zu erstrecken. Die Voraussetzungen
konnten auch hier eingeschrinkt werden.

2 Man benutze dazu die Formel von Grrex fg-Agf'dw =ff-Ag g-do;
vgl. etwa Darsoux, a. a. 0., S. 200.

8 Darsoux ebenda.
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[f2do= zfx,fdw,
1
fAf-dm = Snw+1) [ X2 do.
1

Hieraus folgt weiter:

®) ff2~dm——%fdf-dw=—-% S (=@ +2) [X2do
2

und in dieser Formel ist das gewiinschte Ergebnis enthalten.

Will man nun daraus fiir die konvexen Korper die Gegenstiicke
zu den obigen Ungleichheiten (F') und (M) herleiten, so verwende
man fiir das Integral der mittleren Kriimmung einer konvexen Fliche
mit der Stiitzfunktion H die Formel von MiNkowski:

9) M=fH-dco

und fiir die Oberfliche die von demselben Geometer stammende
Formel :

(10) O=f(ﬂ2—%AH)dm,

die ein raumliches Analogon zur Formel fiir den Flacheninhalt eines
Bereiches ist:

F=3 [ —nwdg
und die wir gleich herleiten werden. So ergibt sich durch die ganz
entsprechenden Uberlegungen zu IIL. z. B. als Analogon zur Ungleichheit
1! —4gF =0
aufs neue die Ungleichheit MiNkOWSKIS:
M2 —470 = 0.
Ahnlich wurde diese Formel auch von Hurwirz begriindet.

V. Formel von Minkowski fiir die Oberfliche.

Ist K=1:R, B, das Kriimmungsma, H die Stittzfunktion
und dw das Fliachenelement des sphirischen Bildes einer konvexen
Fliche, so gilt fiir jhren Rauminhalt die Formel

(11) J=3 R, R, Hdov.
Fir die auBere Parallelfliche im Abstand o folgt daraus
T(0) =4 [ (B + ) (B, + @) (H + ¢) do
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Nach StrINER ist aber (S. 102)
J()=J+ 00+ 02 M+ 0343_7:.
Wir finden somit durch Vergleichung der in ¢ linearen Glieder
(12) 0=} [{B R, + (B, + B,) Hydo.
Anderseits ist aber
0= f R R,dw

und, wenn man das in (12) beriicksichtigt, so folgt

(13) 0= 3[R+ R)Hdo

Will man diese Formel Mixkowskrs mittels der Differential-
parameter von H schreiben, so benutzt man die Formel von
J. WEINGARTEN!

(14) R+ R, =2H+ 4, H
und findet
(15) 0 =f(]{+ 14, HyHdo.

Daraus folgt durch Anwendung der Formel (7) von Greex das ge-
wiinschte Ergebnis

(10) \ 0=ﬁH2—%Aﬂ)dm

Geht man hierin wieder zur Parallelfliche iiber, so hat man
0()=0+02M+ g247v—_—f{£H+ 02— LA Hdo
und daraus ergibt sich wieder durch Vergleichung der in ¢ linearen

Glieder die vorhin erwihnte Formel (9) fir das Integral der mitt-
leren Kriimmung

(9 M:f]{dco

! Festschrift der technischen Hochschule. Berlin 1884. Vgl. auch
L. Bianonr, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Leipzig und Berlin 1910,
S. 140.
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VI. Konvexe Funkfionale.
Auf 8. 92 wurde erklart, wie man konvexe Korper &, ®, linear
zusammensetzt:
l1—-HR+9%, 0=9=1.

Das Ergebnis ist wieder ein konvexer Korper. Die Gesamtheit aller
konvexen Korper hat also die Konvexititseigenschaft, da man durch
Linearkombination (genauer durch Linearkombination mit positiven
Koeffizienten von der Summe Eins) aus zwei Elementen der Gesamtheit
immer wieder ein Element der (Gesamtheit erhilt. Betrachtet man
nur die Menge I der konvexen Korper in einer festen Kugel so
hat diese Menge neben der Konvexititseigenschaft auch die Kigen-
schaft der Beschrinktheit und nach dem Auswahlsatz (S. 62) auch die
der Abgeschlossenheit. Geradeso wie man aus Punkten konvexe
Korper aufbaut, so kann man also aus konvexen Kérpern hohere kon-
vexe Gresamtheiten mit ganz entsprechenden Eigenschaften herstellen.

Wie wir nun innerhalb eines konvexen Bereichs eine konvexe
Funktion definiert haben, so kann man innerhalb einer derartigen
konvexen Menge 9t aus konvexen Korpern ,konvexe Funktionale“
definieren und wir haben dafiir ein Beispiel in der dritten Wurzel
aus dem Rauminhalt:

3_
-I/Jﬁ = Vgg ]
Nach dem Satze von Bruxw (S. 94) ist namlich
Vi—oyg +o8 = (1 — ) Va, + & Vg,

und diese Formel wird man neben der Beschrinktheit, die hier die
besondere Form

Ve= 0
hat, als Definition der Konvexitit des Funktionals 7 nehmen.

Mittels der Formeln von Minkowskr kann man auch leicht
zeigen, daf die Quadratwurzel aus der Oberfliche ein zweites Bei-
spiel fir ein konvexes Funktional ist. Dagegen ist das Integral der
mittleren Kriimmung ein lineares- Funktional.

Man kann aber die Linearkombination konvexer Koérper noch
in ganz anderer Weise erkliren und kommt dadurch auf neue Tat-
sachen. Z.B. kann man im Hinblick auf die Symmetrisierung kon-
vexe Korper & und & mit demselben Grundrifi ©

@{ z,y in ©, z,y in @,
Ny =z=fxny, lamy=z=fFy
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in folgender Weise linear zusammensetzen, da man
Qo= (1—N+ IR,
durch die Bedingungen erklirt
@ { 7,y in @,

- 0g,+ 09, =2=01=9fy + 9fr-
Gegeniiber dieser neuen Linearkombination ist das Funktional Jg
linear und Og nach unten konvex.

SchlieBlich kann man die lineare Zusammensetzung beliebiger
konvexer Korper auch noch so erkliren, daB Oy ein lineares Funk-
tional wird. Gibt man némlich den reziproken Wert des Gavssischen
KriimmungsmaBes 1:K =R, R, der Begrenzungsfliche von & als
Funktion der duBeren Normalenrichtung «:f3:y an, so ist & nach
Mivrowsk: bis auf Parallelverschiebungen eindeutig bestimmt (S. 164
oben). Daher kann man die Linearkombination der konvexen Korper
auch dadurch erkliren, daB man an Stelle der Stiitzfunktionen die
zugehorigen Funktionen 1: XK auf der Einheitskugel «* 4 2 4+ y2 = 1
linear kombiniert. Dann wird die Oberfliche

0=f1K“i

{dw Flichenelement der Kugel}

3
offenbar ein lineares Funktional und }/J/ ist auch in diesem Falle
konvex, wie G. HErGLOTZ mittels der Formeln von HiLBERT zur MIN-
xowskischen Theorie! gezeigt hat.
Vielleicht wiire es lohnend allgemein die Eigenschaften ,kon-
vexer Variationsprobleme“ zu untersuchen.

! Vgl. das Zitat auf S. 105 oben.



Vierter Teil.

Neue Aufgaben iiber Extreme
bei konvexen Korpern.

§ 24. Bestimmung der griBten Kugel, die in einer konvexen Fliache
unbehindert rollen kann.

I. Uber Differentialgeometrie im groBen.

Die Begriffe ,konvexer Bereich“ und ,konvexer Korper“ geben
auBer zu den behandelten isoperimetrischen Problemen noch Anlaf
zu einer Fille von Aufgaben iiber Extreme, von denen manche ganz
elementarer Art sind, wihrend andere zu verwickelten Variations-
problemen fithren. Die Ergebnisse, zu denen man dabei kommt,
gehoren, wie man sich auszudriicken pflegt, zur , Differentialgeometrie
im grofen”. Wahrend namlich die meisten Lehrsitze der Differential-
geometrie sich auf eine geniigend enge Nachbarschaft eines Elements
des betrachteten geometrischen Gebildes beziehen !, handeln die Sitze,
die hier aufgestellt werden sollen, von den Begrenzungskurven und
Begrenzungsflichen konvexer Bereiche und konvexer Kérper in ihrer
ganzen Ausdehnung.

Man kann sich den Unterschied dieser beiden Arten von Frage-
stellungen an einem Beispiele verdeutlichen. Seit (Gtauss behandelt
man in der Differentialgeometrie vielfach die Verbiegung krummer
Flichen, d. h. solche Forminderungen, bei denen die Bogenlingen
aller auf den Flichen gezogenen Kurven unverindert erhalten bleiben.
Man kann nun zeigen, daB ein geniigend kleines Stiick einer ,Fléche?,
von der man gewisse Regularititseigenschaften vorauszusetzen pflegt,
stets auf unendlich viele Arten verbogen werden kann. Ganz anders
steht es mit krummen Flichen in ihrer gesamten Ausdehnung. Da
weib man tiber die Verbiegbarkeit noch nicht allzu viel. Doch hat

1 Wir werden im Folgenden die Anfangsgriinde dieser Differentialgeo-
metrie ,,im kleinen* als bekannt voraussetzen.

BrascHKE Kreis und Kugel. 8
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e

H. LizBuaxn diese Fragen gefordert und z. B. als erster be-
wiesen, daB man eine Kugelfliche, ohne sie einzuknicken, nicht
biegen kann.!

Naturgem#B bringen solche Fragen nach dem Zusammenhang
zwischen den Eigenschaften im unendlich kleinen und der Gesamt-
ausdehnung der geometrischen Gebilde, also die Fragen der Diffe-
rentialgeometrie im groBen?, erhebliche Schwierigkeiten mit sich.
Dafiir sind sie aber auch viel naturgemifer und interessanter, so
daB man die ganze Differentialgeometrie im kleinen, der z. B. das
groBe Lehrbuch von L. Biancmr fast ausschlieBlich gewidmet ist,
wenn man 80 will, nur als eine Vorarbeit dazu ansehen kann,

Gerade die einfachsten dieser Fragestellungen im groflen lassen
sich an die geschlossenen konvexen Flichen, das sind die Begren-
zungsflichen der komvexen Korper, anschlieBen. Wir gehen hier
z. B. darauf aus, den Zusammenhang herzustellen zwischen dem
groBten und kleinsten Wert des Gaussischen KriimmungsmaBes auf
einer solchen Fliche und ihrer Gesamtausdehnung.

Mit diesem Ziel vor Augen wollen wir aber zunichst in diesem
Abschnitt einige naheliegende Sitze aufstellen, die wir spater werden
verwenden konnen.

II. Kleinster und groBter Kriimmungskreis einer konvexen Kurve.

Die Begrenzung eines konvexen Bereiches mit inneren Punkten
wird durch eine konvexe Kurve & gebildet. Da wir die konvexen
Bereiche immer als beschrinkt annehmen, wollen wir die konvexen
Kurven immer als geschlossen voraussetzen, obwohl einiges von
dem Folgenden ohne weiteres auch fiir offene derartige Kurven
giiltig bliebe.

Wir wollen annehmen, daf die Kriimmung auf der Kurve ®
sich stetig &ndere. Dann gibt es auf der Kurve (mindestens) einen
Punkt mit kleinstem und (mindestens) einen mit groftem Kriim-
mungskreis, der auch in eine Gerade ausarten kann. Dabei nennt
man einen Kreis den Kriimmungskreis von & in P, wenn er ® in
P bertthrt und wenn sein Halbmesser gleich dem reziproken Wert
der Kriimmung von & in P ist.

! Vgl. den Anhang, S. 162, 163.

* Man findet einige zusammenfassende Angaben iiber solche Probleme bei
E. Kasner, The present problems of geometry, Bull. Amer. math. Society 11
(1905), S. 283—314.
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Nehmen wir nun zwei stetig gekriimmte konvexe Kurven
und @,, die sich in einem Punkte § berithren und hier zur selben
Seite ihrer gemeinsamen Tangente liegen (Fig. 21). Wir denken uns
® und ®, beide im positiven Sinne umlaufen und die Tangenten an
diese beiden Xurven entspre- '
chend gerichtet. Dann gilt fol-
gender Satz:

Berihren sich zwei positiv.
umlaufene stetig gekriimmte kon-
vexe Kurven © und ©, in einem
Punkte 8 gleichsinnig und ist in
Punkten mit gleichsinnig parallen
Tangenten die Kriimmung von ©
immer = der Krummung von ®,,
so st die Kurve ® ganz in dem -
von &, umgrenzten konveren Be-
reich enthalten.

Zum Beweise verwenden Fig. 21.
wir die ,Stiitzfunktion®, die wir
schon S. 106 eingefithrt haben, die die Entfernung der Tangente von
einem festen Punkt (etwa dem Punkt §) mit einer festen Richtung
(etwa der Tangente in S) angibt. Ks seien A(z), %, (z) diese beiden
Funktionen, dann ist infolge der Anfangsbedingungen

h(0)=0, & (0)=0;
hy(0) =0, &,(0)=0.

Wir haben aus der Stiitzfunktion 4(z) noch den Kriimmungs-
halbmesser o(z) zu berechnen. Fiir einen Kreis ist

h(z) = o(1 — cosz)
und “daher ,
@ — }l + hl!
Da es bei der Berechnung des Kriimmungshalbmessers nur bis auf
zweite Ableitungen ankommt, so gilt diese Formel
1) o(@)=h(@)+1'(z)
fiir beliebige Kurven. ‘
Ist umgekehrt o(z) bekannt, so findet man 7%(z) durch Inte-
gration der linearen Differentialgleichung (1) zweiter Ordnung unter

den Anfangsbedingungen 4 (0) = A'(0) = 0. Man erhilt
8*



116 Neue Aufgaben iiber Exireme konvewer Kirper.

R —

2) uﬂ=fg@mmr_@dml
0

Da diese Funktion die Periode 27 besitzen muB, finden wir als
Bedingung fiir die Geschlossenheit

+ 7 +
fg(o-)cOSO-do-:O, fg(a)sinada:O.

Kommen wir jetzt auf unsere Behauptung zuriick! Nach Voraus-
setzung besteht die Beziehung

(3) 0,(7) —o(r) = 0.
Aus (2) folgt
ho (1) — h(2) = [ {60 (0) — 0 (o)} sin(z — o) do.
0
Liegt z im Intervall 0 =z = =, so ist nach (3) der Integrand nicht
negativ, also
(4 hy(2) = 1 (z)

und dhnlich ergibt sich dieselbe Beziehung auch fir — 7z =7 =0.
Nach (4) ist aber tatsichlich @ in @, enthalten, wie behauptet war.

Merken wir einige Folgerungen an:

Zeichnet man zu einer honvexen Kurve ®, einen Kreis, der die
Kurve von innen beriikrt, so ragt der Kreis nicht aus ®, heraus, wenn
sein Halbmesser = allen Krummungshalbmessern von ®, ist.

Wird ein Kreis von einer konvewen Kurve & von innen beriihrt,
so liegt ® ganz im Kreise, wenn sein Halbmesser = allen Kriimmungs-
halbmessern von © ist. _

Als weitere Sonderfille ergeben sich Beziehungen, die zum Teil
schon Hurwirz mittels trigonometrischer Reihen hergeleitet hat:

Umfang und Flicheninhalt einer stetig gekriommten konvezen Kurve
liegen zwischen Umfang und Flicheninhalt des kleinsten und griften
ithrer Krimmungskreise.

! Man kann, indem man die Bogenlinge s einfiihrt, diese Formel auch
in der Form schreiben '
T
k() =fsin(r - 0)-ds (o),
0

wodurch sie auch in dem Falle ohne weiteres anwendbar bleibt, daB es Punkte
mit verschwindender Kriimmung gibt.
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Wir gehen jetzt darauf aus, diese Sitze auf die riumliche
Geometrie zu iibertragen, und schalten zunichst eine kleine Hilfs-
betrachtung ein.

III. Ein duales Gegenstiick der Formel von Euler iiber die Flichen-
kriimmung.

Es sei P eine regulire Stelle einer krummen Fliche und €
eine Tangente durch . Wir legen an die Fliche den beriithrenden
Zylinder, dessen FErzeugende die Richtung von € haben und be-
stimmen den zu & gehdrigen Kriimmungshalbmesser R des Normal-
schnittes dieses Zylinders. Wir wollen feststellen, nach welchem
Gesetz sich B bei der Richtungsinderung von ¥ #ndert.

Da Alles nur bis auf zweite Ableitungen ankommt, konnen
wir die Fliche durch das anschmiegende Paraboloid -ersetzen
und dessen Gleichung durch geeignete Achsenwahl auf die Form
bringen:

mﬂ 7 1
(5) 2z= R, E,
P fallt dann in den Ursprung und R, R, sind die Hauptkriimmungs-
halbmesser der gegebenen Fliche in P. Die Gleichung der Tan-

gentenebene an das Paraboloid im Punkt z, y, z hat in den lau-
fenden Koordinaten &, #, ¢ die Form:

(6) eti=F+ 4L

und die Stellung dieser Tangentenebene wird durch die Verhiltnisse
T |y
L AP

(7 Z R

festgelegt. Setzen wir anderseits diese Richtungskosinus der Normalen
unseres “Paraboloids in der Form an '
cosesing:sinesing: — cose,
so finden wir durch Vergleich mit (7) fiir die Koordinaten des Be-
rithrungspunkts
(8) r=R cosetgp, y=R,sinetge.
Die Entfernung 4 der Tangentenebene (6) oder
9 z4+¢=(fcose + nsine)tg
von P ist daher gleich ]
sin? ¢
2 cos @
Der gesuchte Kriimmungshalbmesser R ist nach unserer Formel (1)
S. 115 daraus zu berechnen ”
v

R=[k+W

(10) h = zcos ¢ = (R, cos’« + R, sin® )

P=0
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Man findet
(11) R = R cos’c + R,sin’«
Das ist das Ergebnis, das wir spiter benutzen wollen und das

der bekannten Formel Eurnprs fir die Kriimmungshalbmesser der
Normalschnitte
1 cos? o sin® «
- TR TR
in gewissem Sinne dual gegeniibersteht.
Bemerken wir noch: Sind B, > 0 und R, > 0, so folgt aus (11)

(13) R =R=R,.

IV. Loésung der rdumlichen Frage.

Es sei nun § eine konvexe Fliche, d. h. die Begrenzungsfliche
eines konvexen Korpers mit inneren Punkten.! Wir wollen & als
stetig gekrtmmt voraussetzen, d. h. die Gaussische Kriimmung (das
Kriimmungsmalb)

RIS

R, R,
und die mittlere Kriimmung

1 1

®ETE

sollen auf § stetige Funktionen sein.
Wir wollen uns folgende Frage vorlegen:

Es soll R derart moglichst grof8 bestimmt werden, daf3 man zu
Jjedem beliebigen Punkt P von & die Kugel vom Halbmesser R Fon-
struteren kann, die § in P von innen berihrt, ohne daf sie aus F
herausragt.

Man kann das auch so ausdriicken: KEs soll der Halbmesser
der moglichst groBen Kugel bestimmt werden, die innerhalb von
unbeschréinkt herumrollen kann.

Es ist ohne weiteres klar, daB R nicht groBer sein kann, als
die Kriimmungshalbmesser der Normalschnitte im Berithrungspunkt P
mit §, denn sonst dringt § ins Innere der Kugel ein. R ist also
sicher kleiner oder gleich dem Minimum aller dieser Kriimmungs-
halbmesser fiir alle Punkte P von . Wir wollen nachweisen, daB
die Gleichheit stattfindet:

Der gesuchte Halbmesser R ist gleich dem kleinsten der Haypt-
krummungshalbmesser in allen Punkten von .

' ,Konvexe Fliche bedeutet hier danach stets geschlossene konvexe
Fliche.
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Dazu ist nur zu zeigen, daB eine so groBe Kugel, die § in
einem beliebigen Punkte P beriihrt, nicht aus § herausragt oder,
was auf dasselbe hinausliuft, daB & in keine dieser Kugeln eindringt.
Machen wir die gegenteilige Annahme, daB ein Punkt Q von § im
Innern der in P berithrenden Kugel liege. Wir bestimmen die
Richtung (oder, wenn ‘es deren mehrere gibt, eine Richtung) parallel
zu den Tangentenebenen an § in P und in @ und projizieren ¥ und
die Kugel auf eine zu dieser Richtung senkrechte Ebene. Der Umrifl
des entstehenden Normalrisses von § sei ® und der Umrif des
Normalrisses von unserer Kugel heifie @ & ist dann ein Kreis, der
® im Normalrid P’ von P berithrt und ® geht durch den Normal-
riB @’ von @, der im Innern von & liegt. Anderseits sind nach (13)
die Kriitmmungshalbmesser von & alle = A und daher miiBte nach den
Ergebnissen von II. der & in P’ beriithrende Kreis vom Halbmesser 2
in & liegen. Wir kommen also auf einen Widerspruch.

In ganz #hnlicher Weise kann man den entsprechenden Satz
beweisen iiber die Kugeln, die von §§ von innen her beriithrt werden
und § enthalten. Wir konnen diese Tatsache etwa so in Worte
kleiden:

Die kleinste Kugel, in der § unbeschrinkt rollen kann, hat den
groften Haupthriimmungshalbmesser von § als Halbmesser.

Verschwindet an einer Stelle von § das KriimmungsmaB der
Fliche, so existiert kein Maximum des Hauptkriimmungshalbmessers
und dann gibt es auch keine Kugel, die die verlangte Kigenschaft
hitte.

§ 25. Kriimmungsbeschrinkungen bei konvexen Fldchen.!

I. Problemstellung und Zuriickfiihrung auf Drehflichen.

Es soll jetzt folgende Aufgabe gelost werden:

Von einer stetig gelkriimmten konvexen Fliche 5 sei bekannt: (A),
daf fir das Gavssische Krimmungsmaf3 K in allen Punkten von § die
Beziehung gilt:

1

A2

und (B), daf sich eine Kugel vom Halbmesser R angeben lifit, die
nicht aus § heraustrit,

Gesucht wird unter diesen Einschrankungen fur § die obere Grenze
der E"izlferﬂuny zweler Punkte von .

K

IV

! ygl. des Verfassers: Aufgaben der Differentialgeometrie im grofen,
Sitzungsberichte der Berliner Mathem. Geesellsch. 15 (1916), S. 62—69.



120 Neue Aufgaben iiber Hxireme konvexver Korper.

Bezeichnet man, wie das iblich ist, das Maximum der Entfer-
nung zweier Punkte einer beschrinkten und abgeschlossenen Menge
als ,, Durchmesser der Menge, so kann man die Aufgabe so fassen:
Gesucht wird die obere Grenze des Durchmessers von .

Man kann den Durchmesser /) von § auch noch ein wenig
anders erkliren. Sind n#mlich P und @ zwei Punkte von § mit
der Entfernung D, so liegt § im Durchschnittskérper der beiden
Kugeln, die in P und @ ihre Mittelpunkte haben und beide den
Halbmesser 7 besitzen. Daraus folgt aber sofort, daB die Tangen-
tenebenen in P und @ an § parallel laufen miissen und auf der
Verbindungsstrecke PQ senkrecht stehen. Man kann demnach fest-
stellen: Der Durchmesser D einer honvezen Fliche & ist auch gleich
der groften Entfernung paralleler Tangentenebenen wvon .

Es soll nun gezeigt werden: Mittels der Konstruktion wvon
H. 4. Sorwarz (vgl. S. 87) gelingt es, jede stetig gekriimmte hkonvexe
Fliache 5, die den Voraussetzungen (A4) und (B) geniigt, in eine stetig
gekrimmte konveze Drehfliche uberzufiihren, dic ebenfalls den Be-
dingungen (4) uiid (B) geniigt und denselben Durchmesser hat wie die
urspriingliche Fliche.

Wenn das als richtig erkannt ist, so hat man die obere Grenze
des Durchmessers nur mehr unter den Drehflichen zu suchen.

II. Anwendung der Konstruktion von Schwarz.

Die Konstruktion von ScEwARz wird in folgender Weise be-
nutzt. HEs seien P und ¢ zwei Punkte von ¥, deren Entfernung
dem Durchmesser O von & gleich ist. Wir filhren den von § be-
grenzten konvexen Korper ® durch die ScEwarzsche Konstruktion
itber in den Drehkérper &, der die Verbindungsgerade a von P
und @ zur Drehachse hat. Dann werden also ® und & von jeder
Ebene senkrecht zu o in flichengleichen konvexen Bereichen ge-
schnitten, das war ja die Definitionseigenschaft dieser Konstruktion.
Zu zeigen ist:

1. & ist wieder howver und stetig gekrummt;

2. wenn auf der Begrenzungsfliche § von & fur das Gaussische
Kriummungsmaf die Beziehung K = 1: 4* gzlt, s0 gzlt dieselbe Be-
ziehung auch auf der Begrenzungsﬂache S von &;

3. wenn § eine Kugel vom Halbmesser R enthiilt, so enthilt 5
sicher eine ebenso grofe Kugel;

4. die Durchmesser von & und & sind einander gleich.

Gehen wir diese Punkte der Reihe nach durch! DaB & wieder
konvex ist, hat BRuny bewiesen und wurde auch auf S. 90 bestatigt,
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DaB & wieder stetig gekriimmt ist, kann man sofort sehen, wenn
man die Konstruktion von ScEwarz in eine Formel faft und die
bekannten Regeln der Differentiation unter dem Integralzeichen an-
wendet.

Den schwierigsten zweiten Punkt versparen wir auf spiter. Der
Nachweis wird uns gelingen, indem wir, wie das schon frither (§ 21)
benutzt wurde, die Konstruktion von ScEwarz durch Wiederholung
und Grenzitbergang aus STEINERS Symmetrisierung ableiten.

Nr. 8 ist offenkundig: Wenden wir auf eine in & enthaltene
Kugel vom Halbmesser B die Konstruktion von Scawarz an, so
geht sie wieder in eine Kugel vom selben Halbmesser iiber, die in
§ liegt, w. z. b. w.

Wir wenden uns zum letzten Punkt:

III. Invarianz des Durchmessers.

Die Drehachse a von & enthielt die beiden Punkte P und @
von §, deren Entfernung gleich dem Durchmesser D von § war. Die
Ebenen senkrecht zu a in P und @ sind also Tangentenebenen
von § (vgl. S. 120) und die Scewarzsche Konstruktion spielt sich
ganz zwischen diesen beiden Ebenen ab, die deshalb auch Tangen-
tenebenen von § sind, wieder mit P und @ als Beriithrungspunkten.
Der Durchmesser 7 von & ist somit jedenfalls = PQ = D. Wenn
wir auBerdem zeigen konnen, daB auch H = D sein muB, so wird
damit die Gleichheit der beiden Durchmesser erwiesen sein.

Wir wollen allgemein zeigen:

Geht § aus § irgendwie durch die Konstruktion von ScEWARZ
hervor, so besteht zwischen den zugehorigen Durchmessern die Be-
ziehung:

D =D.

Zu dem Ende beweisen wir zuerst den folgenden Satz von
L. BieBerBacu?2, der die entsprechende Eigenschaft der Symmetri-
sierung aussagt:

Bei Sreiners Symmetrisierung wird der Durchmesser verringert
oder wenigstens nicht vergrofert.

Es sei ® der urspriingliche Korper und & der an einer wage-
rechten Ebene & symmetrisierte. P und @ seien zwei Punkte von

! Das ist natiirlich so gemeint, daf die von & und f‘)« umschlossenen kon-
vexen Korper durch die Scmwarzsche Konstruktion verkniipft sind.

° Uber eine Extremaleigenschaft des Kreises, DMV-Jahresbericht 24 (1915),
S. 247—250.
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& mit der groBten Entfernung 7. Durch P und § legen wir die
Lotrechten. Thre obersten Schnittpunkte mit ® seien 2, und. @
die untersten P, und @,. Dann ist, wie man aus der Figur 22 sieht?!

_— 0 2PQ§P1Q1+‘PZQZ7

_____ £4

und daraus

= F—— D =D,
N w. z. b. w.

Nun erkennt man anderseits

T sofort, daB der Durchmesser Dg

q u 2 eines konvexen Korpers & ein steti-
O 2 ges Funktional ist, stetig in dem-

T o selben Sinne, wie wir das von In-

halt und Oberfliiche (S. 61) erwiesen

haben, daB nimlich aus

i ¢=Lim@®,

4 7 —> 00

§ N folgt )
» AU Ds = Lim .
Fig. 22. Nehmen wir némlich fiir die Kon-
vergenz die Definition mittels des
Nachbarschaftsmafles (vgl. S. 60), so erkennt man sofort, daB
| D, — Dy, | = 2N (], &,)
ist, und darin liegt schon die Stetigkeit.

Leiten wir nun wieder die Scmwarzsche Konstruktion durch
Grenziibergang aus der StriNErschen ab, dadurch, daB wir ab-
wechselnd an zwei Ebenen ©, ©, symmetrisieren, deren Winkel
ein irrationales Vielfaches von = ist (vgl. S. 86), so bilden die
Durchmesser der entstehenden Korper eine abnehmende Folge

D=D =D, =D, =
und daraus folgt das gewiinschte Ergebnis
D =Lim D .= D.

n—> co

&
3 =

IV. Ein Satz von Bieberbach.
Aus der von BiBErBACH angegebenen Eigenschaft der Symme-
trisierung ergibt sich, wie -wir bei dieser Gelegenheit einschalten

konnen, eine ebenfalls von BIeBErBACH angegebene Maximumeigen-
schaft der Kugel:

+* Man fiihrt dies durch eine Parallelverschiebung darauf zuriick, daB in
zwei Dreiecken von gleicher Grundlinie und Hohe das gleichschenklige den
kleineren Umfang hat.
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Unter allen honvexen Korpern gegebenen Durchmessers hat die
Kugel den griften Rauminhalt,

Anders ausgedriickt:

Zwischen Inhalt und Durchmesser eines honveren Kirpers gilt
die Beziehung

(B) ZDP—J=0

und das Gleichheitszeichen gilt nur im Falle der Kugel.

Ist némlich & ein beliebiger konvexer Korper, so konnen wir
daraus durch Symmetrisierung an drei paarweise zueinander senk-
rechten Ebenen einen neuen konvexen Korper @ ableiten, der den
Schnittpunkt der Ebenen zum Mittelpunkt hat. Zwischen den In-

halten und Durchmessern der beiden Korper bestehen die Be-
ziehungen

J=J, D=D.
Um daher den Beweis fiir

ED—J=0
zu erbringen, braucht man nur
%ﬁ-izo

nachzuweisen. Schligt man aber um den Mittelpunkt von & eine
Kugel mit dem Durchmesser 7, so muB diese Kugel & enthalten
und daraus ergibt sich sofort die letzte Ungleichheit. Lige némlich
ein Punkt von & auBerhalb dieser Kugel, so gehérte auch sein
Spiegelpunkt am gemeinsamen Mittelpunkt zu & und die Entfernung
dieser beiden symmetrischen Punkte wire groBer als der Durch-
messer 7).

Um zu erkennen, daB in (B) das Gleichheitszeichen nur fir die
Kugel gilt, hat man etwa den folgenden Hilfssatz zu beweisen, was
keine Schwierigkeiten macht (vgl. Fig. 22):

EBrhilt man durch Symmetrisierung aus einem konveren Korper
eine Kugel, so hatte der wurspringliche Kirper, wenn er nicht selbst
schon kugelig ist, grofleren Durchmesser:

D> D.

V. Verhalten des KriimmungsmaBes bei der Symmetrisierung.

Ahnlich wie wir in IIT. die Invarianz des Durchmessers gezeigt
haben, kénnen wir jetzt auch moch den allein ausstindigen zweiten

! Die Ubertragung auf nichtkonvexe Punktmengen ist trivial; man braucht
dazu nur die konvexen Hiillen (8. 54) heranzuziehen.
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Punkt von den auf S. 120 unten aufgestellten Behauptungen iiber die
Konstruktion von ScEwarz erledigen, Wir wollen zunéichst zeigen:
Symmetrisiert man einen honvezen Korper ® mit stetig gekrummter
Begrenzungsfliche 3y so erhilt man einen homvezen Kirper ®, dessen
Begrenzungsﬂaclze § wieder stetig gekriimmt ist. Sind fermer 1:4?
und 1: A% die Hleinsten Werte der Gaussischen Kriimmungsmape auf §

und §, so ist
1 1

42 A
Wir denken uns & in einer Form gegeben, #hnlich wie wir dies
seit § 16, S. 51 immer angesetzt haben

HIA

{ z,y im konvexen Bereich @,
—9(1',!/) =z éf(‘l'!y)’

wo fund ¢ in @ definierte konvexe Funktionen sind. Durch Sym-
metrisierung an z = 0 erhalten wir daraus

" { z,y im konvexen Bereich ®,
— @+ =2=1{{f @y + 9yl

Betrachten wir zunichst die KrimmungsmaBe an Stellen, deren
GrundriB z, y ins Innere von & fallt. Wir setzen

o, TE—F
. K (ﬂ) - (1 +p‘2 + q?)‘} )
worin
5}
p=0—9—2L 1927 —(1-9)p, +9p,
a
9=0—®af+0 y =(1—=3) g+ Fq,.
=(1_ﬂ)gf+ 6 =1 =3 r,+ Ir,
0 f
=u_wa ag—a—m%+0%
t=(1— 8% 9 =1—9)¢t + 9¢

ist. Dann stellt &K () oder ausfuhrhcher K(z,y; 9) fuir 9 =0 das
KrimmungsmaB der ,oberen“ und fir ¢ = 1 das KriimmungsmaB
der ,unteren“ Begrenzungsfliche von ® dar in den Punkten mit
dem GrundriB =z, y; schlieBlich fir & =1:2 das KrimmungsmaB
in den beiden Punkten von § mit demselben GrundriB z, y.

Wenn wir zeigen konnen, daB entweder

K& = K(0)
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oder
K@= K1)
ist, so ist darin das Gewiinschte enthalten. Dazu beweisen wir, daB
VE (&) = ¢(9)
ist, wo ¢ eine monotone Funktion bedeutet, die mit K () in den
Endpunkten des Intervalls 0 = ¢ = 1 zusammenfillt.

Bezeichnet man den Zshler r¢ — s von K mit »?, so ist zu-
nichst »(9) (>0) eine konvexe Funktion von ¢ auf der Strecke 01.
Dazu braucht man nur zu zeigen, daB die quadratische Gleichung
u?=rt—s% in » und ¢ in der &, u-Ebene keine Hyperbel dar-
stellt, oder daB es Werte von & gibt, fiir die u? < 0 ist. Deuten
wir r:s=§ und ¢:s =17 als rechtwinklige Koordinaten, so ist
rt—s2=0 oder &7 =1 das Innere eines Kegelschnitts (gleich-
seitige Hyperbel) und ry, ¢, s,; 7, 4, s, die homogenen Koordi-
naten zweier solcher innerer (besser: nichtiuBerer) Punkte des Kegel-
schnitts. Auf ihrer Verbindungsgeraden gibt es daher sicher einen
auBeren Punkt des Kegelschnitts:

A=y +Ir, Q=Fs, + Fsp, (1=t + T4,
fiir den dann in der Tat r¢ — s2 < 0 ausfallt.
Setzen wir ferner
1L+p*+g*=v()
so ist v () nach unten konvex, denn da die linke Seite wesentlich
positiv ist, ist durch diese Gleichung in der %, v-Ebene eine Parabel
dargestellt, die sich oberhalb der ¢-Achse ins Unendliche erstreckt.
Aus diesen Konvexititseigenschaften von » und v folgt fir 0 =9 =1
w(@) =1 —Hu(0) + Fu(l),
o () = (1— &)v(0) + Fo(1)
und daher
YETT = ¢ @),
worin

‘ _ A — P Vroty— 8* + FVrty — 5°
A A S R R AT

Diese Funktion, die in der &, ¢-Ebene durch eine Hyperbel mit den
Asymptoten parallel zu den Achsen oder durch eine gerade Linie
dargestellt wird, ist aber in der Tat momoton in 01. VK () und
daher auch K () hat daher seinen kleinsten Wert auf dieser Strecke
sicher in einem ihrer Endpunkte.

Jetzt haben wir noch die Stellen von § und % zu untersuchen,
deren GrundriB auf den Rand von @ fallt, die Stellen also, in denen
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die Tangentenebene lotrecht, d. h. parallel zur z-Achse liegt. Da
Alles nur bis auf zweite Ableitungen ankommt, konnen wir § an einer
solchen Stelle durch das anschmiegende Paraboloid ersetzen und
dessen Gleichung konnen wir bei geeigneter Koordinatenwahl in der
Form schreiben:

(1) 2y=da?+2Bzz+ Cz2
Aufgelost nach z gibt das
Cz=— Bz + ]/(./)’2 — dC)z*+ 2Cy.
Durch ‘Symmetrisierung an z = 0 folgt daraus
C?2%= (B*— 4C)a? 4 2Cy

oder
@) 2Cy = (4C — B?)a? + €222,
Fir die KriimmungsmaBe der beiden Paraboloide im Ursprung oder,
was dasselbe ist, fiir die KriimmungsmaBe der entsprechenden Punkte
von & und § mit lotrechter Tangentenebene findet sich aus (1) und (2)
derselbe Wert
K= 4C — B2,

Das KriimmungsmaB von § ist somit niemals unter den Kriim-
mungsmaBen in den entsprechenden Punkten von §. Daraus folgt
die Richtigkeit der Behauptung an der Spitze dieses Abschnitts.

VI. Verhalten des KrimmungsmaBes beim Grenziibergange.

Um aus der bewiesenen Tatsache, daB beim Symmetrisieren das
Minimum des KriimmungsmaBes nicht abnimmt, auf dasselbe Ver-
halten bei der Scuwarzschen Konstruktion schlieBen zu konnen,
bedarf es nur des folgenden Nachweises:

Bs sei &, ®,, 8 .. eine komvergente Folge stetig gekrimmter
konvezer Korper, und der Grenzkirper

L=Lm®,
7 —> co
set ebenfalls stetig gekriimmt. Dann kann man zu jedem Punkt P der
Begrenzungsfliche § von L eine honvergente Punktfolge auffinden:
le Pn = P ’
& n—> oo
sodaf3 P auf der Begrenzuigsfliche s, von ®, liegt und die Kriimmungs-
mafle der 3, in den P, gegen das Krimmungsmaf von  in P streben
LimK (P) = K(P)
—> oo
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Es sei ¢ das Minimum der Hauptkriimmungshalbmesser auf der
ganzen Begrenzungsfliche § von €. Wir konstruieren zu § die
Parallelflachen ¥, , §__ im Abstand ¢ nach auBen und innen. Beide
sind ebenfalls konvex, sobald 0 < ¢ < a ist. Aus dem Begriffe der
Konvergenz ergibt sich, dafl fir » > »_ die Grenzfliche § von @,
zwischen &, und F_, liegt.

Wir greifen auf § ein kleines Stiick @& heraus, das etwa von
einer kleinen Kugel um einen Punkt von § aus § ausgeschnitten
wird. Das entsprechende Stiick von &, d. h. das Stiick, in dem die
Normalen zu @, die kiirzer als ¢ sind, &, treffen, sei mit @  be-
zeichnet. Man sieht dann leicht, daB infolge der Konvexitit zwischen
den Oberflichen 7, und # von @, und & die Beziehung besteht:
W) Lim 7 = F.

) > 00 .
(£ ist namlich groBer als die Oberfliche des @ auf F_, -ent-
sprechenden Flachenstiicks und kleiner als das entsprechende
Flachenstiick auf §,_,, vermehrt um 2 mal dem Umfang von @)

Suchen wir nun das sphirische Bild unserer Flichen §, &, auf
der Einheitskugel auf, indem wir zu den AuBeren Normalen durch
den Kugelmittelpunkt die gleichsmnig Parallelen legen und mlt der
Kugel zum Schnitt bringen.

Es seien P und P, zwei entsprechende Punkte auf & und @&,
d. h. zwei Punkte auf derselben Normalen zu @, und P, P, ihre
spharischen Bilder, dann gilt, wie wir zeigen wollen, fiir die sphi-
rische Entfernung dieser Bildpunkte

&
a+e’
d.h. mit abnehmendem & nshern sich entsprechende sphérische
Bilder gleichmaBig. .

Das sieht man so ein: a — ¢ ist das Mini-
mum der Hauptkriimmungshalbmesser auf §_,
und daher liegt die Kugel mit diesem Halb-
messer, die §__ in dem Punkte £__, der P
entspricht, beriihrt, in §__, nach dem KErgeb-
nis von S. 118. Da F_, innerhalb §, liegt,
liegt diese Kugel auch innerhalb ¥ wund dar-
aus ergibt sich (vgl. die Fig. 23) die gewiinschte
Ungleichheit '

cos PP >

cos PP, = cos 9, Fig. 23.

wobel i

€

cosd > 2
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ist. Sind also @ und &, die sphirischen Bilder von ¢ und q",,,
so liegt der Rand von @, zwischen den beiden Parallelkurven im
Abstand

a— &

a+ &
zum Rande von @. Daraus ergibt sich fir die Flidcheninhalte ¥
und 7, von @ und @, )
(** F=LinF,.

n —>= 00
Nun kann man aber aus dem KriimmungsmaB K die Flichen-

inhalte F und F, berechnen

F’=4[KdF, Fn=qbf1<dzf;.

arc cos

Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung kénnen wir
auch schreiben:
F=TF.K(®), F,=F£ K(®,)

wo durch X (®) und K (®,) Mittelwerte des KriimmungsmaBes auf
® und @, angedeutet sind. Durch Division dieser beiden Formeln
und durch den Grenzitbergang n—» oo folgt bei Beachtung von
() und (*)

Lim K (®,) = K (D).

n—> 00

Da man das Flachenstiick @ von § beliebig klein wahlen kann,
und da K auf §, und auf § stetig vorausgesetzt ist, so ist hierin
die Richtigkeit der zuvor aufgestellten Behauptung iiber die Kon-
vergenz der KriimmungsmaBe enthalten.

Nihern wir nun den Koérper &, der aus einem konvexen Kor-
per & durch die Konstruktion von Scawarz hervorgeht, durch eine
Folge von Kérpern &, &,, ®, ... an, die aus ® durch aufeinander-
folgende Symmetrisierungen entstehen (S.86), so gilt fir die zu-
gehorigen Kleinstwerte der KriimmungsmaBe nach V (8. 124).

AT =4 = A4 — 4 ="

und nach dem eben bewiesenen Ergebnis

Aus beiden Beziehungen folgt aber
R
A T A2

und das ist der Inhalt des zweiten Punktes der auf S. 120 unten

aufgestellten Behauptungen, die nun simtlich als richtig erkannt sind.
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VII. Vorbereitungen zum Beweise fiir Drehflichen.

Es ist bisher Folgendes bewiesen: Kine stetig gekriimmte kon-
vexe Kliche mit dem Durchmesser 2, die (A) der Kriimmungs-
beschriinkung K = 1: 4% geniigt und (B) eine Kugel vom Halb-
messer [ enthilt, kann man durch Anwendung der Konstruktion
von ScHWARZ in eine stetig gekriimmte konvexe Drehfliche mit dem
gleichen Durchmesser D iiberfithren, die denselben beiden Voraus-
setzungen (A) und (B) geniigt, und zwar so, daB die beiden Punkte P, ¢
der Drehfliche, die auf der Drehachse liegen, die Entfernung 7
haben.

‘Wir konnen nun noch weiter die gefundene Drehfliche an der
Symmetrieebene der Strecke P@ symmetrisieren, wobei sich nach
III. (S. 121) der Durchmesser 0 nicht &ndert und auch die beiden
Voraussetzungen (A) (nach V. S. 125) und (B) (vergl. die SchluB-
weise am Ende von II. S.121) erhalten bleiben.

Um bei vorgegebenen A und R die obere Grenze fur den Durch-
messer D zu ermitteln, brauchen wir also unser Augenmerk nur auf
konveze Drehflichen zu richten, die zu ihrer ,Aquatorebene® symmetrisch
fiegelz und deren ,,Pole* P und @ die Entfernung D besitzen.

Da eine solche Fliche § eine Kugel vom Halbmesser 2 enthilt
und zum Mittelpunkt M der Strecke PQ symmetrisch ist, so enthilt
sie auch die Kugel, die man durch Spiegelung der ersten an M erhalt.
Deshalb liegt auch die Kugel um M mit dem Halbmesser £ in §,
-da sie in der konvexen Hille beider zu M symmetrischer Kugeln
enthalten ist. Wir haben somit

PQ=D=2R
und fir den Halbmesser R, des Aquatorkreises von § gilt ebenso
R, = R.
Anderseits konnen die GroBen 1: 4% und 2 nicht vollig unab-
hiingig voneinander vorgeschrieben werden, sondern es ist stets
A=R
zu nehmen, Wahlen wir namlich die Drehachse zur z-Achse, die
lotrecht nach oben gerichtet sein moge, und bezeichnen wir die
Richtungskosinus der #uBeren Flichennormalen in einem Punkte

von § mit X, ¥, Z, ferner mit d F das Flachenelement von § und
mit d F das Flichenelement des sphirischen Bildes von g, so ist

f% dF:fz-dF.

Das zweite Integral stellt offenbar den Flicheninhalt der Projektion

Brascukg, Kreis und Kugel. 9
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des Flichenstiicks von §, iiber das integriert wird, auf die Aquator-
ebene dar. Erstrecken wir also das erste Integral iiber die ,,.obere“
Halbkugel , so finden wir den Inhalt 7 R,? des Aquatorkreises

f%dﬁ’: w Iy?
9

Aus
K

IV

1
AT
findet sich aber
f_Z_.dp< AZIZ-dF’= m A2
K = 3
o

und wir haben also
nd® = mw R?

oder wegen 4 >0, B, > 0 in der Tat
4= R, = R.

VIII. Spindelféormige Drehflichen konstanten KriimmungsmaBes.

Fir 4 > R, gibt es eine spindelférmige Drehflaiche vom kon-
stanten KriimmungsmaB A = 1: 4% die durch Umdrehung der Meri-
diankurve

1 z=LR,cos0, y=0, z= 42— R,j*sin?c - do
) 0 Y 0
0

TT
|‘7|§7

um die z-Achse entsteht (Figur 24). Dabei ist ¢ der Bogenlinge
des Meridians proportional. Diese Drehfliche §, ist konvex und
stetig gekriimmt, auber an den Schnittpunkten P,, @, mit der Dreh-
achse, wo sie Spitzen hat. In allen anderen Punkten hat ihr
Krimmungsmall den Wert 1: 4% Fir 4= R, wird 3, zur Kugel
mit dem Halbmesser 2.

Wir behaupten nun:

Fine konvexe wund stetig gekriummte zu ihrer Zl'guatorebene sym-

metrische Drehfliche §, auf der das Kriimmungsmafp der Ungleichheit

k=L

2

! Man findet diese Drehflichen konstanten Kriimmungsmafes in allen
Lehrbiichern der Differentialgeometrie behandelt. Man vgl. z. B. G. Scurrres,
Theorie der Flichen, 2. Aufl., Leipzig 1913 auf S. 139, 140.
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geniigt, ist stets enthalten in der Drehfliche T, vom konstanten Krim-
mungsmafy 1: 4% die mit & den Aquatorkreis gemein hat.

Fig. 24.

Zum Beweise nehmen wir die Drehachse als z-Achse und die
Aquatorebene zur zy-Ebene. Wir betrachten die Kurvenbogen der
Meridiankurven €, und € von §, und § in der Viertelebene

zr=0, y=0 z=0
und geben sie in Parameterdarstellung

@:o{x=x0(t)7 y =0, z = z,(7);

O0=17=r7p

0=+

lIA

z=z(), y=0, =z=2z(@)
¢ n
'E?

9*
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wobei der Parameter r den Winkel zwischén der positiven z-Achse
und der Kurventangente bedeuten soll (vgl. Fig. 25).

Zu beweisen ist dann, daB der Bogen € innerhalb €, liegt.

Zunichst soll gezeigt werden, daB stets

2, (7) = 2(2)

ist. Dazu beachten wir, daB die Grundrisse der Zonen der Dreh-
flichen &, und ¥, die durch Um-
drehung der Teilbogen von €, und
€ entstehen, die den Parameter-

werten von 0 bis = entsprechen,
folgende Flacheninhalte haben

A {R,? — z,(z fK dr,

= ﬂmf—xwﬂ=ff¢m

\,
‘I, wenn wir dieselbe Bezeichnung an-
s wenden wie in VIL. und die Inte-
| grale iiber die zugehorige Zone des
Fig. 25. sphérischen Bildes erstrecken. Aus
der Voraussetzung

z

7).'—.,..

ergibt sich aber

oder in der Tat
2, (7) = =(2).
Hieraus kann man aber fiir die entsprechenden Kriimmungs-
halbmesser g, und ¢ von €, und € schliefen, daf stets

0,(7) = 0(7)
ist. Die Hauptkrimmungshalbmesser der Drehflichen sind nimlich
einerseits gleich den Kriimmungshalbmessern ¢ ihrer Meridiankurven,
anderseits den Abschnitten » auf deren Normalen bis zur Drehachse
hin (vgl. Fig. 25).1 Wir haben somit

42— L= @) 7o),
+ =00 v
Dabei ist
Lo ( )
B = o vE) =

! Man sehe etwa wieder das Lehrbueh von Scmerrers S. 138.
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Aus der Voraussetzung
F=x oder 0@ %@ = e v()
und der bewiesenen Beziehung
z () = z(r) oder ,(r)=(7)
folgt somit durch Division die gewiinschte Ungleichheit
0,(r) = 0(7)-
Hieraus ergibt sich aber (genau so wie der Satz von § 24, IL

auf S. 115) aus der Formel (2) von 8. 116 die Richtigkeit der Behaup-
tung, daB € innerhalb €, und daher F in §, liegt.

IX. Ergebnisse.

~ Zwischen der Entfernung 2, der Pole P, @ einer spindel-
formigen Drehfliche §, vom konstanten Kriitmmungsmaf 1:42 und
dem Halbmesser R, (&, < 4) ihres Aquatorkreises besteht nach den
Formeln (1) von S. 130 die Beziehung
/2
) D, =2 V4" = R sin’s - do.
0

Liegt nun die stetig gekriimmte konvexe Drehfliche §, die mit
&, den Aquator gemein hat, in §,, so ist ihr Durchmesser D sicher
kleiner als der von ,

B = Dy,
da ¥ wegen der stetigen Kriimmung die Spitzen P und @ von
nicht enthalten kann. Wohl aber kann man diesen Spitzen beliebig
nahe kommen und daher ist D, die obere Grenze der J.

Wir hatten innerhalb ¥ eine Kugel mit dem Halbmesser R,
die zu § konzentrisch war (R = R;). Bemerkt man, daB unser
Tntegral in (2) eine monoton abnehmende Funktion von R, ist, wie
man durch Differentiation nach R, sofort sieht, so folgt aus

/2

D < 2IVA2—Rozsin20' do
0

wegen R;= R um so mehr
7/2

3) D<2fVA2—stinza.da.
0

Nach unseren Ergebnissen gilt diese Formel aber allgemein, auch
fiir Nicht-Drehflichen. Wir finden also:
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Ist § eine stetig gekriummte honvexe Fldche, auf der das Krum-
mungsmafs K der Bedingung
1

E=5

geniigt und die eine Kugel vom Halbmesser R(< A) enthilt, so gilt
fur ihren Durchmesser D die Ungleichheit
7[2
D< 2fVAz — R*sin‘o - dol
0

Man kann dieser oberen Gremze fur D beliebig nahe kommen, indem
man an einer spindelformigen Drehfliche vom konstanten Krimmungs-
maf 1:A* mit R als Halbmesser des Aquatorkreises die beiden Spitzen
abrundet.

Wir haben frither gezeigt (S. 130), daB R notwendig = 4 ge-
nommen werden mufB. Man kann dieses Ergebnis leicht dahin er-
ginzen, daB nur dann R = 4 ist, wenn § Kugelgestalt hat. Ent-
halt § die Kugel vom Halbmesser 4, so muB der Fliacheninhalt
jedes Normalrisses von § notwendig = @ 42 sein. Da das Kriim-
mungsmaB von § iberall = 1: 42 ist, muB derselbe Flicheninhalt
nach der Uberlegung von S.129, 130 auch = 7 42 sein. Es bleibt also
nur die Moglichkeit = n 42 offen und ¥ kann auBerhalb der Kugel
vom Halbmesser 4 keinen Punkt enthalten, da es sonst Normalrisse
von § > mw A* gabe. § fallt also mit dieser Kugel zusammen.

Enthilt eine konvexe Fliche §, deren Krimmungsmaf durclhweg
= 1: 42 ist, eine Kugel vom Halbmesser A, so fillt § notwendig mit
dieser Kugel zusammen.

X. Ein Satz von 0. Bonnet.

Wie wir schon bemerkt haben, ist die Funktion
[2

f A? — R?sin?g.d
0

in R monoton abnehmend im Intervall 0 = R = 4. Wir vergroBern
also den Ausdruck, wenn wir R = 0 setzen. Auf diese Art folgt
aus der Ungleichheit (3) die einfachere
(4) D<rd.

Ist das Krimmungsmaf3 in allen Punkten einer komvexen Fliche
= 1. 4% so ist die Entfernung zweier Punkte der Fliche immer < m A.

! Tafeln fiir diese vollstiindigen elliptischen Integrale findet man in den
Funktionentafeln von E. Janxke und F. Empe, Leipzig u. Berlin 1909, S. 68.
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Diese Ungleichheit, die hier als Sonderfall aus einer allgemei-
neren Ungleichheit erschlossen wurde, ist schon im Jahre 1855 von
O. BoxNer angegeben worden.! Man wird sie noch dahin erginzen,
daB die Entfernung zweier Punkte dieser oberen Grenze w A beliebig
nahe kommen kann, wie man an geniigend diinnen (&, geniigend
klein) Drehflichen von der konstanten Kriimmung 1: 42 sehen kann,
deren Spitzen man sich abgerundet denken mége.? Denn mit ab-
nehmendem R, > 0 nihert sich die Entfernung 2, der Spitzen

22

D, =2 [Y&=RFsn*cdo
-0

dem Wert =z 4.

Wir wollen hier in Kiirze die geistvolle Art auseinandersetzen,
durch die Boxner zu seinem Ergebnis gekommen ist, obwohl dabei
Hilfsmittel der Variationsrechnung benutzt werden, die wir sonst
nicht als bekannt voraussetzen wollen.

Bs sei ® eine geoditische Linie auf einer konvexen Fliche §,
P ein Punkt von ® und s die Bogenlinge auf & von P aus gezahlt.
Dann besagt die Bedingung von Jacosr, daB & zwischen zwei Punkten
P und @ nur dann moglicherweise eine kiirzeste Verbindung auf
ergeben kann, wenn ¢ nicht jenseits des zu P ,konjugierten” Punk-
tes P* liegt, in dem & zum erstenmal die Einhiillende der geo-
datischen Linien durch P berithrt. Diesen konjugierten Punkt, d. h.
den zugehorigen Wert von s, findet man, wenn man eine Liosung p (s)
der Differentialgleichung

d*p

ds?
herstellt, die fiir s = O verschwindet. Die nichste Nullstelle von p
entspricht dann dem konjugierten Punkt P*. Dabei bedeutet K (s)
das KriimmungsmaB von § in dem Punkte von ®, der dem Para-
meterwert s zugehort. Aus K = 1:42 kann man nach einem be-
rithmten Satz von J. C. F. Sturm schlieBen, daf die Nullstellen der
Jacoeischen Differentialgleichung niher aneinanderliegen als die der
Gleichung

=—£(-p

a’p P
dst | 4r?

daB also die geodiitische Entfernung s von P und P* = m 4 ist.®

! Paris, Comptes Rendus 40 (1855) S. 1311—1313. Man vgl auch
G. Darsoux, Théorie générale des surfaces. Bd. III, S.108.

? Diese Bemerkung diirfte zuerst von F. Hausporrr gemacht worden sein.

8 Man kommt unmittelbar auf diesen Satz von STUurM, wenn man die
Differentialgleichungen mechanisch als Schwingungsgleichungen deutet; dann
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Weifp man nun, daf es stets eine allerkiirzeste Verbindung zwischen
zwei Punkten auf § gibt und daf diese eine geoddtische Linie ist, 80
schlieBt man, daB die geoditische Distanz irgend zweier Punkte von
& stets = m 4 und daher ihre riumliche Entfernung < = 4 ist.

Die hervorgehobene Liicke in der Schlufweise von BonNET,
namlich der fehlende Existenzbeweis wurde erst ausgefiillt durch
die Fxistenzsitze, die D. HrLBerr in die Variationsrechnung ein-
gefithrt hat.

§ 26. Andere Kriimmungsheschrinkungen.

I. Problemstellung und Zuriickfithrung auf Drehflichen.

Der im vorigen Abschnitt gestellten und gelosten Aufgabe
laBt sich eine ganz 3hnliche, ihr in gewissem Sinne dual ent-
sprechende! gegeniiberstellen und mit den entsprechenden, noch
etwas vereinfachten Hilfsmitteln behandeln, nimlich die folgende:
Von einer stetig gekrummien honvexen Fliche § sei bekannt: (4) das
Gavssische Krummungsmaf3 in allen Punkten won § erfille eine Be-
dingung

K=
und (B), es sei § in einer Kugel vom Ialbmesser S enthalten. Ge-.
sucht wird die untere Grenze fur den Abstand paralleler Tangential-
ebenen von .

Wir wollen das Minimum der Entfernung paralleler Tangential-
ebenen einer konvexen Fliche § als ihre , Dicke* bezeichnen und
haben dann die Aufgabe vor uns, die untere Grenze fiir die Dicke
bei allen Flichen § zu ermitteln, die den Voraussetzungen (A) und (B)
geniigen.

Geben wir im Folgenden den Gedankengang fiir die Losung des
Problems! An Stelle der Konstruktion von '‘SceEwarz tritt als
rettender Engel hier ein ganz entsprechendes Verfahren, das § in
eine konvexe Drehfliche verwandelt, die wieder die Voraussetzungen
(A) und (B) erfiillt. Dieses Verfahren kann man am einfachsten
mittels der Stiitzfunktion von & (vgl. S. 55) beschreiben. Wir denken
uns den Koordinatenanfang M im Innern von & gelegen und bilden
& durch parallele (iuBere) Normalen ab auf die Einheitskugel um .
Dieses spharische Bild von § tiberdecken wir mit der positiven Stiitz-

besagt der Satz nur die triviale Tatsache, daB sich die Schwingungen bei zu-
nehmender Kraft verschnellern.
! Man vergl. den auf S.119 genannten Vortrag des Verfassers.
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funktion #, die die Entfernung der Tangentialebenen der Fliche &
von M darstellt und setzen X an als Funktion der geographischen
Lange ¢ und der Breite @ auf der Kugel. Dabei-stellen- wir die
Achse a des Polarkoordinatensystems so, daB sie senkrecht steht auf
dem Paar (oder, wenn es deren mehrere gibt, auf einem Paar) von
Tangentialebenen von §, deren Abstand gleich der Dicke von § ist.
Wir bilden dann die Funktion

H(y) 'ﬁ“fﬂq” )d .

Diese ist ebenfalls Stutzfunktlon einer konvexen Fliche &, und
zwar einer Drehfliche mit a als Drehachse.

Unter Verwendung eines von P. Funk?! in der Theorie der Kugel-
funktionen eingefithrten Ausdrucks wollen wir die Konstruktion, die
von § zu § fithrt, das duale Gegenstiick der Konstruktion von ScawARz,
als die Versteifung von § bezeichnen. Wenn wir zeigen, daB die
so gefundene versteifte Fliche § wirklich den Bedingungen (A) und (B)
geniigt, so brauchen wir unser Augenmerk nur mehr auf Drehflichen
zu richten, was (analytisch ausgedriickt) bedeutet, daf es sich in
unserer Minimumaufgabe nicht mehr um unbekannte Funktionen
zweier Verinderlicher, sondern nur mehr um solche von einer Ver-
dnderlichen handelt.

II. Eigenschaften der Versteifung.

Fir die versteifte Fliche § haben wir nun entsprechend den
vier Punkten von § 25, II. S. 120 Folgendes zu erweisen:

1. § ist wieder konvexr und stetig gekriimmd.

2. Das Krimmungsmaf auf & erfullt wieder die Bedingung
K=1:B%

3. & liegt wieder in einer Kugel vom Halbmesser 8.

4. Die Dicke von § ist gleich der von .

Zu Punkt 1 haben wir zu zeigen, daB die Kriimmungshalb-
messer des Meridians von & positiv sind. Man findet nach der
Formel (1) von S. 115

- + 7
g = v 1+ 5} 4o

— 7T

Der Ausdruck in der Klammer bedeutet aber den Kriimmungshalb-
messer der Kurve, die bei festgehaltenem ¢ durch die Stiitzgeraden-
funktion H (¢, ) dargestellt wird und diese ist als Umrifl von &

! Mathem. Annalen 77 (1916), S. 137.
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fiir eine Projektion parallel zur Aquatorebene konvex. Wir haben
also: -
H + o >0
und daher in der Tat auch _
Fi-tlnp
dw‘l )
w. z. b. W.

Den zweiten Punkt sparen wir uns als schwierigsten wieder bis
zuletzt -auf. 3. Erledigt sich sofort durch die folgenden Betrach-
tungen: Frstens, wenn von zwei konvexen Flichen & und @ die eine
in der anderen liegt (§ < ®), so gilt dasselbe fiir die durch Ver-
steifung an derselben Achse hervorgehenden Flichen § < ®. Zuwei-
tens, durch Versteifung einer Kugel ® erhilt man eine gleichgrofe
Kugel .

Zu 4. beweisen wir zunichst: Geht eine Fliche § durch Ver-
steifung aus einer Fliche § hervor, so besteht zwischen den zugehirigen

Dicken stets die Beziehung 4 = A. Ist namlich

4= Hyy) + H@p, + ),
so haben wir

1 + 7z,

A= [{Hg, v)+ Hg, v+ D}de

und da alle Klammerausdriicke = A4 sind, so folgt das gewiinschte
Ergebnis A4 = 4. Anderseits haben wir in unserem Falle die
Drehachse a senkrecht gewihlt zu den beiden Tangentialebenen von
g mit dem Minimalabstand 4. Diese sind offenbar auch Tangen-
tialebenen von § und daher ist auch 4 = A. Es bleibt also nur

mehr die Moglichkeit 4 = A iibrig.!

III. Differentialgeometrie der Stiitzfunktion.

Um nun auch noch den allein ausstindigen Punkt Zwei unseres
Programms zu erledigen, kann man in Analogie zu den Untersuchungen
des vorigen Abschnitts (§ 25) so verfahren, daB man die Versteifung

" Nebenbei bemerkt, erschlieBt man hieraus leicht die Richtigkeit eines
Satzes, den man als duales Gegenstiick zum Satz von Biesersack (S. 123) anzu-
sehen hat: Unter allen konvewen Flichen von der Dicke A haben die von kon-
stantem Abstand paralleler Tangentialebenen das kleinste Integral der mittleren
Kriimmung. Es sind das Mingowsxrs ,,Flichen konstanter Breite®, auf die wir
im Anhang (S. 150) noch zuriickkommen. Sie sind dadurch gekennzeichnet,
daB hei ihnen Durchmesser und Dicke zusammenfallen: D = 4.
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herleitet durch unbegrenzte Wiederholung der Symmetrisierung, die
wir in § 22, VII,, S. 103 eingefithrt haben.

Wir wollen, um moglichst iibersichtliche Formeln zu erhalten,
die Stiitzfunktion H(ep, ) von den Polarkoordinaten ¢, 1y auf recht-
winklige Koordinaten «, 3, y bringen, die mit ¢, 9 so zusammen-
hingen :

«=cosgecosy, [=singcosy, y=siny.
Da zwischen ¢, 8, y die Gleichung besteht
o @+ B =1,
kénnen wir von der neuen Stiitzfunktion H (e, 3, ) die Homogenitits-
eigenschaft voraussetzen
(2) H(A»“y Xﬁ, A 7) = X'H(“a ﬂ) 7)
fir alle 2 > 0. Daraus ergibt sich in bekannter Weise durch Diffe-
rentiation nach A zwischen den partiellen Ableitungen von H die
Identitat
(8) eH, +[H,+yH =01
und daraus durch partielle Ableitung nach «, f und y fir die
zweiten Ableitungen von £
aHaa =+ ﬁﬂaﬂ + V‘Hay = 07
4) l wHy, + fHyp+ 7 Hy, =0,
(/’Hya. + ﬂﬂyﬂ + 7£[77 =0.
Dabei ist z. B. fiir

22
oH H und L}

g5 = Wl gygy =4

af
geschrieben.

Die Gleichung der Tangentialebene mit der #ufleren Normalen-
richtung &, £, y an die von der Stitzfunktion H dargestellte kon-
vexe Fliche & in der ,Normalform® von L. O. Hessm lautet
(5) vz + fy+yz=4H
und fir den Berithrungspunkt z, y, z gilt iiberdies die Formel, die
daraus durch Differentiation folgt

(w—H)de+(y—H)df +(z— H)dy =0
fir alle de, df, dy, die der Bedingung gentigen
cda+pdB+ydy =0,
die sich aus (1) durch Differentiation ergibt. Wir haben somit
g—H =pa, y—H,=pp, z—H =py
und aus (3) und (5) folgt p = 0.
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Fiir die Berithrungspunktkoordinaten finden sich somit die ein-
fachen Ausdriicke
(6) = y=4H, z=1=H.
Es sei nun & ein Hauptkriimmungshalbmesser von &, also die
Koordinaten des entsprechenden Kriimmungsmittelpunktes
§=H,—Re, n=H—Rf, (=H —Ry.

Schreiten wir lings der zugehorigen Kriimmungslinie von § vor-
warts, so muB nach der Definition der Kriimmungslinien die Rich-
tung d§, d7, d{ in die Normalenrichtung e, 3, y fallen. Das gibt
die Formeln

Haada—i—Huﬁdﬁ-{-leydy—Zidw:}Lw,
Hy,do+ Hypdf + Hy dy — Rdf = Af3,
H, de+ Hydf+H dy—Rdy=24y.

cdae+t f dfi+y dy =0.

Daraus folgt durch Eliminieren von de, df, dy und A fir R die
quadratische Gleichung

| H, — R, I—[aﬁ Hay o

(0 ‘ H,, Hﬂﬂ—R’ H/J’r B = 0.
| 4, H,, B—B 7 |
| o g 7 0 '

Entwickelt man diese Determinante nach Potenzen von R, so erhilt
man nach einem Vorzeichenwechsel einen Ausdruck von der Form

R — (R +R)R+ R R,=0.

Darin sehen die beiden Koeffizienten so aus:

‘ H, — H s Hay o i
H H, H
(8) R R, =~— Ba BB By f |
]{ra Z{rﬂ I{yr 7
« B v 0 t
und nach einer kleinen Umformung mittels der Formeln (4)
9) By + By =H, + Hyy+ H,, .

Die Formel (8) fiir den reziproken Wert R, R, des Gaussischen
KriimmungsmaBes K von § wollen wir auch noch ein wenig anders
schreiben. Bezeichnen wir die algebraischen Komplemente der Ele-
mente in der Matrix
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| H,, H, 2, | @, 2., o, l
” H, Hy,  Hpy, “ mit C;, Dy @, 1,
Hra Hrﬂ I{rr 5 (Dra (Dr/)’ (Dyr
so kéonnen wir den Formeln (4) entnehmen
Pua _ by _ Oy,
a"’ {;)’2 - 7/'3
br 7e «p '

Setzt man diese Werte fiir die algebraischen Komplemente in den
Ausdruck (8) ein, nachdem man ihn als quadratische Form in «, f, y
entwickelt hat, so finden wir R R, = 4. Es ist also z. B.

H,.H,  — H?
_ BB TYY By __
(10) R
62
_ Haa M= Al
7,2
Oder es ist allgemeiner
H, H, H, @
(11) _| e gy 0 =(ac+bB+cy? R R
£, #, H, - b
a b ¢ 0

i

I

|
identisch fiir alle Werte von a, 4 und e.

IV. Verhalten des KriimmungsmaBes bei der Versteifung.

Ubertrsgt man, was keine Schwierigkeiten bietet, den Begriff
der konvexen Funktion auf drei Verénderliche, so sieht man, dafl
die positive Wurzel

VTt — g%

(nach oben) konvex ist im Gebiet 7¢ — s* > 0. Genau dasselbe Er-
gebnis nur etwas anders ausgedriickt wurde auch schon in § 25,
V., S. 125 oben hergeleitet. Aus den Formeln (10) folgt daher, daB

U= VIR, =

bei festgehaltenen ¢, £, y in H konvex ist: d. h. es ist
Uil =N HO 4+ 9 HO = (1 — ) UHD) + & UHD)
fir
D=4=1,
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In U hat man also ein Beispiel eines konvexen Differentiationsprozesses.
Setzen wir insbhesondere
HO=H(+ e f7), HY=H(—af7)
G = ’

so erhalten wir die schon auf S. 103 betrachtete Symmetrisierung
an der Ebene x =0 und finden also, daB sich bei dieser das Mini-
mum von U = ]/Ii’1 LR, nicht verkleinert und demnach die Bedingung
R, B, = B* aufrecht erhalten bleibt. Symmetrisieren wir noch nach-
traglich an einer Ebene zcosw — ysinw = 0 (w irrationales Viel-
faches von #) und dann wieder an 2 = 0 usf abwechselnd, so
kommen wir durch Grenzitbergang zur Versteifung (vergl. § 21). Far
die so gefundene versteifte Fliche gilt daher nach § 25, VI S. 126
ebenfalls R R, = B,

Daraus ergibt sich das gewiinschte Ergebnis:

Das Minimum von R, R, auf der versteiften Fliche & ist grifer
(nicht kleiner) als das entsprechende Minimum auf der urspriinglichen
Fliche 5. Oder: Das Maximum des Krimmungsmafes auf & ist
nicht grofer als das auf 3.

Die Bedingung

[ ]

1
=5

bleibt also bei der Versteifung erhalten.

Bemerken wir schlieflich auch noch, daB wir der Drehfliche 5,
ohne die Voraussetzungen (A) und (B) (S. 136) zu verletzen, eine zur
Drehachse senkrechte Symmetrieebene und damit einen Mittelpunkt
geben konnen, indem wir die Fliche § mit der zur Aquatorialebene
symmetrischen linear kombinieren

FA )+ L H(— y).
V. Kiseformige Drehflichen konstanten KriimmungsmaBes.
Dreht man die Kurve

z =VR?— Bésin’y, y=0,

Y W

@ 2 2 9 d’l[/
2= B2 — Bsin*wdwy — (R2— B[ %Y
(-)fV 3 sy dap — (&, B)fV

um die z-Achse, so beschreibt sie eine Fliche vom konstanten
KrimmungsmaB K =1: B%! die, wenn man sie durch Hinzufiigung

' Man vgl. u B. wieder Scmerrers, Flichentheorie, S. 139 und die
Formeltafeln von Jauske, Expg, S. 46 ff,
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zweier Kreisscheiben vom Halbmesser J/Z&,> — B2 zu einer geschlos-
senen konvexen Fliche erweitert, einen konvexen Korper begrenzt,
der etwa die Form eines Harzer Kises hat (Figur 26). Der Para-
meter 1w bedeutet dabei wieder den Winkel der Flachennormalen
mit der Aquatorebene. Wir wollen daher diese Drehflichen kon-
stanten KriimmungsmaBes ,kiseformig® nennen zum Unterschied von

Fig. 26.

den zuvor betrachteten spindelférmigen. Der Abstand der beiden

kreisformigen Basen, das ist die Dicke des Kases, ergibt sich
(2 [2

5 4 dw o
4, = 4,(B, Ry) =2 | VR, — B2sin*y dy — 2(R,* — B?) Vm
Man kann leicht ohne Rechnung einsehen, daB die Funktion
4,(B, R,) monoton abnehmend in R, ist
AO (‘B7 RO) > AO (BO 'RO)
fir ~
0< R, < R,.
Es ist némlich fir die zugehdrigen Meridiankurven

= VR,* — B¥sin?y < #(y) = YR — B*sin*y
und da fur dle entsprechenden Kriimmungshalbmesser der Meridian-
kurven die Gleichung gilt

B= R R = 2 o) =282,

1772 cos ¥ cos Y
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so folgt
o) > oY)

und daraus fir

+ /2 + 7/2
Ao=f@(w)coswdw, A0=f§(w)coswa’w
— /2 _ — z/2
4y > 4y,

wie wir zeigen wollten (vergl. S. 132).

Man zeigt nun ganz dhnlich wie in § 25, VIII, S. 130 ff. die Richtig-
keit folgender Behauptung: Zine stetig gekriimmte konvexe Drehfliche
mit cinem Mittelpunki, auf der das Krummungsmafs = 1:B? ist, enthilt
stets die haseformige Drehfliche vom honstanten Krimmungsmaf 1:B?
die denselben Aquatorkreis hat.

Daraus ergibt sich zwischen der Dicke 4 und dem Halbmesser
des Aquatorkreises die Ungleichheit

4> 4,(B, R,)
und wegen der Monotonie von 4, um so mehr
4> 4,(8,8),
wo § = R, den Halbmesser einer umschriebenen Kugel bedeutet.

Nach dem Fritheren aber gilt diese Beziehung nicht bloB fiir
Drehflachen, sondern allgemein:

Zwischen der Dicke A und dem Halbmesser S einer umschriebenen
Kugel besteht fiir eine stetig-gekrummte konveve Fliche, deren Kriim-
mungsmafi = 1:B°* ist, die Ungleichheit

/2 2
: d
4> 2f 52— Brsin®y dy — 2(82—32)_0[m
0
Man kommt dabei der Gleichheit beliebig nahe, wenn die Fliche sich
einer kiseformigen Drehfliche vom honstanten Krimmungsmafp 1:B*
ndahert.

Die Notwendigkeit von § = B (= nur fiir die Kugel) beweist
man genau analog wie die frithere entsprechende Ungleichheit 2 = 4
(S. 130 und 134).

VI. Verhalten der mittleren Kriimmung beim Versteifen.
Nach IV verhielt sich das Produkt 2, &, der Hauptkriimmungs-
halbmesser bei linearer Kombination der Stiitzfunktionen als Quadrat
der positiven konvexen Funktion U selbst konvex!
By By f(1 — ) HO + 9 HY} =" (1 — 9) - B, R, (H®) + 9 B, R, (HY).
! In den folgenden Formeln sind B, 2. und (R, + R,) nicht als Zahl-
zeichen, sondern als Differentialoperationen zu deuten.
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Anderseits folgt sofort aus (9) S. 140, daB sich die Summe der
Kriimmungshalbmesser linear kombiniert
(B, + B){(L — 0) B + 9 H}
= (1 — F)(R, + By (H®) + 0 (B, + B)HY).
Demnach gelten fiir die ,mittlere Kriimmung®

BorR_ 1
rE — B tE =Y

die Abschitzungen
_ o o (1 =9 By + RBy) (H®) + & (B, + B,) (HY)

N{(l 19‘)]{ =4 g H } é a- ]9) Rl R2 (H(o)) + & _R: RZ (fH(D)

1 (1 — 3R, By (HO) + 3 B, B, (HY)
— 1 — ) HO® &% 1 A
A= NHO + I HY = 4= 53 T Ry (00 + 9 (R, + By (HY)
Da die Funktionen von & auf der rechten Seite monoton sind, so
haben wir das Ergebnis:

Nl — 9) HO + & HV}

liegt zwischen
NH® wund NHDY).

Insbesondere gilt dies fir die Symmetrisierung von S.103. Durch
Wiederholung und Grenziibergang ergibt sich fiir die Versteifung:

Geniigt die miitlere Krimmung auf einer stetig gekrummten hon-
vexen Flache § den Ungleichheifen

1 1
? - Rl T E = g *
so gelten dieselben Ungleichheiten auch auf jeder Drehfliche 3, die aus
§ durch Versteifung erhallen wird.

Dies kann man dazu verwenden, um die Aufgaben zu behandeln,
die man aus den Problemen von S. 119 und 136 erhilt, wenn man
statt fir das KrimmungsmaB fiir die mittlere Kriimmung Be-
schrinkungen einfithrt.

BrAscHkE, Kreis und Kugel. 10



Anhang.

Ausblick auf weitere Untersuchungen
iiber konvexe Korper.

Ausgehend von den isoperimetrischen Kigenschaften von Kreis
und Kugel sind wir naturgemi zu den viel allgemeineren Gebilden
,konvexer Bereich“ und ,konvexer Korper¢ gefiihrt worden. Man
darf vielleicht mit einiger Berechtigung die Behauptung wagen: Der
Untersuchung dieser Gebilde kommt fir die heutige geometrische
Forschung eine #hnlich wichtigse Rolle zu, wie sie einst, zur Zeit
der Erfindung der projektiven Geometrie, andere Verallgemeine-
rungen von Kreis und Kugel eingenommen haben, nimlich die Kegel-
schnitte und die Flichen zweiter Ordnung. Es ist natiirlich, daB
man von einer geometrischen Figur um so mehr aussagen kann, je
mehr kennzeichnende Figenschaften der Figur man als bekannt
voraussetzt. Deshalb ist es besonders merkwiirdig, daB sich aus der
schwachen Forderung der Konvexitit eine solche Fiille schoner und
tiefliegender Folgerungen ziehen lafit.

Es wire heute vielleicht schon an der Zeit, eine zusammen-
fassende Darstellung der bisherigen Ergebnisse aus der Theorie
der konvexen Korper zu geben. Das liegt aber durchaus nicht im
Plane dieses kleinen Buches. Indessen wird es mbglicherweise
manchem nicht unwillkommen sein, wenn jetzt zu guter Letzt noch
ein kurzer Bericht angefiigt wird ither weitere hierher gehorige
Einzeluntersuchungen. Dabei sollen mehrfach Mitteilungen von
G. HerGgLOTZ verwertet werden.

Konvexe Kurven und Fléchen haben, wenn wir geradlinige Teile
ausschlieBen, die Kigenschaft, von einer Geraden hochstens in zwei
Punkten getroffen zu werden, sind also, wie man sich ausdriicken
kann (im allgemeinen) nicht analytische Gebilde von ,zweiter Ord-
nung®, denen die Kegelschnitte und ,Quadriken% als analytische Ge-
bilde zweiter Ordnung gegeniiberstehen. In neuerer Zeit haben beson-
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ders zwei dinische Geometer, namlich Cu. S. Jugr und J, HreLMSLEV
systematisch solche mnicht analytische Gebilde auch von hoherer
Ordnung untersucht. In diese neue Art von Geometrie, die einer-
seits zwischen der Analysis Situs und der projektiven Geometrie
und anderseits zwischen der Analysis Situs und der Elementar-
geometrie ein Zwischenglied bildet, gehort auch als erster und grund-
legender Teil die Geometrie des Konvexen. Dabei wird allerdings
von den beiden dinischen Geometern das Hauptgewicht auf projek-
tive Eigenschaften der nicht analytischen Gebilde gelegt, wihrend
hier die im Sinne von Frnix Kurins ,Erlanger Programm®! elementar-
geometrischen im Vordergrunde stehen.

I. Flicheninhalte der Normalrisse eines konvexen Korpers.

Wir setzen die geschlossene konvexe Begrenzungsfliche eines
konvexen Korpers im folgenden der Kiirze halber als regulir und
analytisch mit von Null verschiedenem Kriimmungsmaf voraus und
sprechen in diesem Sinne kurz von einer , Hifldche®.

Wir wollen einen Zusammenhang herstellen einerseits zwischen
den Flicheninhalten, anderseits zwischen den Umfingen aller Nor-
malrisse (senkrechten Projektionen) einer solchen Eiflache,

Wir denken uns unsere Eifliche € durch parallele duflere Nor-
malen eineindeutig abgebildet auf die Einheitskugel und bezeichnen
entsprechende Oberflichenelemente mit do und do. Dann ist das
Gavussische KriimmungsmaB K von € erklirt durch

dw
do = T- .
Es sei nun o die Richtung der parallelen Projektionsstrahlen und
mit demselben Buchstaben sei auch der Punkt der Einheitskugel
bezeichnet, dessen Halbmesser (Radiusvektor) die Richtung ¢ hat.
Dann ist der Flicheninhalt des Normalrisses von € in der Richtung ¢
durch den Ausdruck gegeben

M 7, =11 cosgo | do, =3 [L5Edo,.

Dabei ist die zweite Integration iber alle Punkte o der KEinheits-
kugel zu erstrecken.

Wir wollen nun 7 als ,Stiitzfunktion® (S. 55) auffassén, indem
wir zu einem festen Punkt zwei zur Richtung o senkrechte Ebenen
zeichnen, die von diesem festen Punkt beide die Entfernung £, haben.

1 Erlangen 1872. Abgedruckt in den Mathem. Annalen 43, 1893.
10%
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Dann, behaupten wir, umhiillen alle diese Ebenen eine neue Eiflache.
Mit anderen Worten:

Konstruiert man senkrecht zu den Frzeugenden jedes € wmschrie-
benen Zylinders zwei parallele Ebenen, deren Entfernung von einem
festen Punkt gleich dem Flicheninhall des Zylinderquerschnitts ist, so
umhiillen alle diese Ebenen wieder eine Eifliche, und zwar eine Ki-
fliche, die den festen Punkt als Mittelpunkt hat.

Das ergibt sich mittels der Integraldarstellung (I) der Stiitz-

funktion #, daraus, dab einerseits K >0 ist und anderseits | cos i
bei festem ¢ Stiitzfunktion eines konvexen Korpers ist, ndmlich der
Strecke von der Richtung ¢ und der Lénge Zwei. Durch positive
Linearkombination erhilt man aber aus Stiitzfunktionen konvexer
Kérper wieder solche (S. 94).

Man kann das auch so einsehen. Fithrt man die rechtwinkligen
Koordinaten der Punkte g, ¢ auf der Einheitskugel ein, so kann
man die Formel (I) auch schreiben:

; ]aaa+ﬂﬂu-+77’al\
Flay By 7,) = } [

L2

do,

Hier ist die Stiitzfunktion positiv homogen im ersten Grade in bezug
auf die Koordinaten «,, f,, Ve Wie das bei Mivrowskr stets an-
genommen ist, und man erkennt sofort die Richtigkeit der fiir diese
Normierung giiltigen Konvexititshedingung?

Floy + oy B+ Bos 71 +72) = Flay, By, 71) + Flewy,y By, 7,)

Aus dem gefundenen Ergebnis ergibt sich u. a. sofort die Rich-
tigkeit einer von CARATHEODORY vermutungsweise aufgestellten Be-
hauptung: Sind F,, F,, F, die Flicheninkalte der Normalrisse eines
konvexen Korpers in drei semkrechten Richtungen, so gilt fiir den In-
halt F irgend eines Normalrisses

F2§]]]2+_F22+ﬁ132

II. Umféinge der Normalrisse eines konvexen Korpers.

Machen wir in der Formel (I) die Hauptkriimmungshalbmesser
R, R, im Punkte ¢ einzeln sichtbar

28,= [|cosgo| - (R R, do,
und wenden wir dieselbe Formel anstatt auf unsere Bifiiche G auf die

! Minxowskl, Ges. Werke, II, 8. 281 f. Dieselbe Normierung der Stiitz-
funktion wurde auch in diesem Buche auf S. 139 benutzt.
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konvexe Parallelfliche im Abstand & (nach auBen) an, so ergibt sich
2, + Lys + e = [| cosgo | +(R,+ 8B+ 9),-dw,,

wenn wir mit Z, den Umfang des Normalrisses bezeichnen. Die
Vergleichung der Glieder erster Ordnung in & gibt das bemerkens-
werte Ergebnis

(1 2Lg=f| c0sgo | - (R + Ry do,

Da R, + R,> 0 ist, folgt hieraus ein ganz entsprechender Satz
wie aus (I):

EByrichtet man senkrecht auf die FErzeugenden jedes einer Fi-
fliche € umschriebenen Zylinders Ebenen, deren Entfernung von einem
festen Punkt gleich dem Umfang des Zylinderquerschnitts ist, so wum-
hidlen diese Ebenen eine Eifliche mit Mittelpunkt.

Man bemerkt nebenbei sofort, daB die Uberlegung, die von (I
nach (II) fithrt, sich sofort auf die Normalrisse eines konvexen Kor-
pers im n-dimensionalen (» = 2) Raume anwenden 1a8t. Unter den
Integralzeichen treten die symmetrischen Grundfunktionen! der =
Hauptkriitmmungshalbmesser auf.

SchlieBlich wollen wir die Formel (II) auch noch so schreiben,
daB wir die Stiitzfunktion A von € einfiihren. Dann wird (vergl.
Formel (L) von S. 107)

Y I, = [H,do,
@Q
wo das Integral iiber die Bogenelemente d o (> 0) des GroBkreises &,
der Einheitskugel zu erstrecken ist, dessen Ebene auf der Richtung ¢
senkrecht steht. Fir R, + R, gilt die schon einmal benutzte For-
mel WriNgarTENS (vgl. S. 110)
R+ Ry=2H+ 4, 1.

Wir finden also
) 2 [Hdo=[|cosgo | QH+ 4,8),do,,

2, B

eine auf anderem Wege? von G. HErerorz gefundene Formel, die
spater verwendet werden soll.

! Vergl. z. B. das Lehrbuch der Algebra von H. Weser, 1. Bd,, Braun-
schweig 1898, 8. 156.
" % Nach Greex ist (vergl. Darsoux III, S.200)

dy _ dg|, _ _
J(tp%—wd—n)d«r—f@dw w4y ) do,

o Do
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Die Funktion Z_ auf der Einheitskugel, die aus der Funktion H,
auf dieser Kugel durch Integration lings der Grofkreise &, gewonnen
wird, nennt man nach P. Funk! das ,Kreisintegral* von H,. Unter
Verwendung dieser Ausdrucksweise 1Bt sich das frithere Ergebnis
so ausdriicken:

Das Kreisintegral der Stiitzfunktion einer Bifliche ist wieder Stitz-
funktion einer Hifliche.

III. Minkowskis Korper konstanter Breite.?

Wir wollen nach Minrowskr eine Eifliche ,von konstanter Breite“
nennen, wenn je zwei parallele Tangentenebenen eine feste Xnt-
fernung D haben (vergl. die Anmerkung auf S. 188). ' Nennen wir + o
und — ¢ zwei diametral gegeniiberliegende Punkte der Einheitskugel,
so gilt fir die Stiitzfunktion einer Eifliche konstanter Breite die
kennzeichnende Beziehung

H_,_U + H__U = 1.
Wenden wir daher die Formel (*) fiir den Umfang (der Querschnitte)

der umschriebenen Zylinder an, so sehen wir sofort, daB aus der
Konstanz der Breite die Konstanz des Umfangs folgt

Lg:g{fgda=0f]@da+f(z)_fg)da=nD.

Mingowskr hat aber bemerkt, daB auch die Umkehrung richtig ist,
daB man sich somit so ausdriicken kann:
te honveren Korper honstanter Breite sind identisch mit denen
konstanten Umfangs.
Dazu ist also zu beweisen, daB aus

fﬂ;,d(7=nl) (= konst.)
®

tolgt ¢

H+6 + ]f_” = 0.

wenn 9, die Halbkugel mit dem Mittelpunkt ¢ und # die #uBere Normale von
R0 bedeutet. Setzt man darin ¢ = H und w = neg + ffo + 7 e, 80 wird
dy
[’%U]@E'—‘O, [%]@g=—11 dhy=—-2y

und dag gibt in die Formel von Greex eingesetzt gerade die obige Gleichung **).

! Flichen mit lauter geschlossenen geoditischen Linien, Mathem. Annalen
74 (1918), bes. S. 284; Bearbeitung einer Gottinger Dissertation von 1911

? Uber die Kérper konstanter Breite, Ges. W. II, 8. 277—279.
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Wir wollen die Funktion Z_ auf der Kugel in einen ,geraden” Be-
standteil #, fiir den
F__—F_ =0
und in einen ,ungeraden® Bestandteil @ , fiir den
G,,+G_, =0
ist, zerlegen
H=F+44@,.
Dazu hat man zu setzen
F z%(fl+a+ﬂ—o)

und ’
Go=%(H+o_H—a)-

Unsere Aufgabe ergibt fiir den geraden Teil # die Bedingung
f F,do=aD
&

e
und wir haben daraus 2 7, = D herzuleiten. Fihrt man noch

Fa'—%r'q)o

ein, so ist fir die gerade Funktion @, aus dem Verschwinden des
Kreisintegrals ’

[@,d0=0

&,

das Verschwinden der Funktion zu erschliefen.

Minkowskr beweist das dadurch, daB er @, nach Kugelfunk-
tionen entwickelt und indem er bemerkt, daf das Kreisintegral einer
Kugelfunktion gerader Ordnung sich von der Funktion selbst nur
um einem konstanten Faktor unterscheidet! Funk erreicht das-
selbe Ziel auch ohne Reihenentwicklung auf elementarem Wege.?

Es sei erwahnt, daB es iiber das zweidimensionale Analogon
der Eiflichen konstanter Breite, namlich tiber die konvexen Kurven
konstanter Breite, eine ausgedehnte Literatur gibt, die bis auf
L. Evrer zuriickgeht und mit dem sogenannten ,,Nadelproblem® der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zusammenhéngt.?

IV. Xorper konstanter Helligkeit.
Es liegt der Gedanke nahe, die Fragestellung MINKOWSKIS etwas
abzuindern und nach allen Eiflichen zu fragen, fir die die Quer-

1 Vgl. Formel (@) in der Anmerkung auf S. 155.

* Mathem. Annalen 74, S. 286.

S Zitate findet man in den Mathem. Annalen 76 (1915), 8. 504. Das
Nadelproblem heift nach seinem Erfinder auch ,Aufgabe von G. Burron‘.
Vegl. A. A. Marxorr (Liesmany), Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig u. Berlin
1912, S. 164, 167, '
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schnittsfliicheninhalte der umschriebenen Zylinder konstant sind. Der
von einer solchen Fliche umschlossene Korper soll nach HercLoTZ
ein Eikorper ,konstanter Helligkeit* heifen. Wir denken uns nim-
lich, daB seine Oberfliche gleichm#Big Licht aussendet, und daf die
Helligkeit, unter der man den Korper aus einer Richtung sieht,
proportional dem Flicheninhalt des Normalrisses in dieser Rich-
tung ist.!
Will man das Gaussische Kriimmungsmaf

- 1
Y=mm

einer solchen Eifliche als Funktion der Normalenrichtung ermitteln,
wodurch nach Minkowskr die Eifliche im Wesentlichen eindeutig
bestimmt ist? so hat man nach Formel (I) von S. 147 die , Integral-

gleichung erster Art“

konst. =f| cosoo | - (£, By),- d o,
aufzulosen.
Durch Zerlegung in geraden und ungeraden Bestandteil kommt
man wie im vorigen Abschnitt IIT zum Ergebnis, daB die Bedingung

(B, R,) 4 o + (B R;)_ , = konst.

notwendig und hinreichend ist fiir Kikérper konstanter Helligkeit,
wenn man nur zeigen kann, daB aus Gleichung

flcosg/?r[ D,dw, =0

fir die gerade Funktion &, das identische Verschwinden folgt.
 Das kann man nach Hererorz so beweisen, daB man wieder
in gerade Kugelfunktionen entwickelt, die , Eigenfunktionen® unserer
Integralgleichung® sind, oder auch dadurch, daf man mittels der
Formel (**) von 8. 149 auf die Auflésung der fritheren Funktional-
gleichung mit dem Kreisintegral zuriickgeht, worauf wir noch zuriick-
kommen (S. 154).4
Wir finden also: Fine Eifliche ist dann und nur dann von konstanter

! Vgl. die Dissertation von Herarorz, Uber die scheinbaren Helligkeits-
verhéltnisse . . ., Miinchen 1902.

* Ges. Werke II, S.180, 270ff, Man sehe auch die Angaben dieses
Buches auf S. 164 oben.

® Man vgl. die Formel (Z") in der Anmerkung auf S. 155.

* Man vgl. den Vortrag des Verfassers: Aufgaben der Differentialgeometrie
im grofen, Sitzungsberichte der Berlinér mathematischen Gesellschaft 15 (1916),
Sitzung vom 15. XII. 1915, S. 62—67.
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Helligheit, wenn zwischen den Haupthriimmungshalbmessern in Punkten
mit parallelen Tangentencbenen die Beziehung besteht

(By By) 1o + () By) - , = konst.

Die beigegebene Fig. 27 gibt ein einfaches Beispiel fiir den Meridian-
schnitt eines Eidrehkorpers konstanter Helligkeit, dessen Begrenzung

T,

Fig. 21.

allerdings nicht analytisch ist. Die Meridiankurve kann in recht-

winkligen Koordinaten z, y, z mittels eines Parameters ¢ so dar-
gestellt werden:

r= 2 cos y=0
—V—2 29 y

v o

fir 0 =9 = ;
2=Af~l/1~ Sil;‘l(p_d(p
0
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Dabei ist die z-Achse Drehachse. Die entstehende Drehfliche ist
aus einem Stiick einer Drehfliche konstanten KriimmungsmaBes und
aus einem Stiick einer Kugel zusammengestiickt. Es ist zu beachten,
daB das KrimmungsmaB an der Kantée und an der Spitze der
Kifliche gleich Null zu setzen ist.

V. Integraldarstellung konvexer Korper mit Mittelpunkt.

Nach den Formeln (I) und (II) von S. 147 und 149 liegt es
nahe, die Stitzfunktion #, irgend einer Eifliche mit Mittelpunkt

mittels des symmetrischen ,Kernes“ | cospo | in der Form darzu-
stellen:

1 —
(_I-) HQ=EI|COSQGIIZdeU.

Wir wollen dabei die Funktion 4, auf der Einheitskugel immer als
gerade Funktion (S. 151) voraussetzen und die Integration ist wieder
iiber die ganze Oberfliche der Einheitskugel zu erstrecken. Dann ist,
wie man mittels der Entwicklung von 4, nach Kugelfunktionen ein-
sehen kann, diese Funktionalgleichung nach %, eindeutig auflésbar.
Man kann diese Aufljsung aber auch auf anderem Wege in
geschlossener Form bewerkstelligen. Schreiben wir fiir

HQ‘=41—7TI] 0860 | - hy-do
zur Abkiirzung
H=Th,
setzen wir ferner
(D +2)H=v H
und schlieBlich fiir das Kreisintegral

1
ﬁfﬂad"
'@Q

die Abkirzung @ H, so kénnen wir die Formel (* von S. 149 so
abkiirzen ‘
OCH=IVvH
oder
b=TIv
Deutet man die inversen Operationen durch die Marke —1 an, so
folgt daraus?

! Zieht man die Entwicklung nach Kugelfunktionen heran, so sieht man
sofort, daB auch @ = v I" und daher I'—1= @—1v ist. Fiir eine Kugel-
funktion X, vom Grade » gilt néimlich die Differentialgleichung (Vgl. (5) S. 108)

(V) VXi=—-m—1)n+2)X,
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I'~l1=vo-i

Man kann alse die Umkehrung der Operation I" aus der Um-
kehrung von @ durch Differentiation herleiten.

Die Umkehrung von @ hat aber P. Funk auf die Auflosung
der von N. H. ABer beim Problem der Tautochrone benutzten Inte-
gralgleichung zuriickgefithrt.! Nimmt man den Punkt o als Nordpol
eines Systems von Polarkoordinaten auf der Einheitskugel und' be-
deutet ¢ die geographische Linge, n/2 — @ die Breite, so setze man

+a
1
H,(0) = ﬁfﬂ((’)y p)dey,
dann findet man nach Funxk fir die Kreisintegralgleichung

1
B,= . [fdo
"

die Losung
7f2

a0, (e)
fo= B+ [ ke
)

cos O,

V1. Formeln fiir Mittelpunkteiflichen.

Fiir die Koordinaten des Berithrungspunktes der Tangenten-
ebene mit der #auBeren Normalrichtung ¢ bei einem Eikorper, dessen
Stiitzfunktion in der Integraldarstellung (}) gegeben ist, findet sich
durch Differentiation [vgl. (6) S. 140] von (7)

(1)
1 1 1
- E—faa.hﬂ.dmm Yy = e [ o hor deog, ze=2_nf70.ho.dwa,

wenn c,, f,, 7. die Koordinaten des auf der Einheitskugel verinder-

und fiir eine gerade Kugelfunktion ergibt das Kreisintegral
wle8-5--2m—1 _
2:4-6.-:2m E

(D) DX, =(-1
SchlieBlich liefert die Operation I°
1:8:5.:02m — 3

—(— m 4+ 1 . D, P
) I'X,,, =( 1 2.4.6...2m+2Y2’"

" Vgl. die schon genannte Dissertation in Mathem. Ann. 74, Ferner
Aszger, Resolution d'une probléme de mécanique (1826), Oevres, Kristiania 1881,
8. 97—101 oder Creries Journal Bd. 1. Man findet die Auflgsung der Integral-
gleichung Aszrs wiedergegeben in E. Goursar, Cours d’Analyse mathématique,
Paris 1910, Bd. 1, 8. 343.
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lichen Integrationspunktes ¢ sind und die drei Integrationen nur
iiber die Halbkugel

0o tlo + oo+ V0¥ >0
erstreckt werden.!

Durch weitere Differentiationen ergeben sich fiir die Haupt-
kriimmungshalbmesser unserer Kifliche im Punkt mit der duBeren
Normalenrichtung ¢ die Formeln

@) (&, + Ry), = (4, + 2 I f/z do,
3) (B, By), = 525 f f (sin 7 2)% A I, o dz,
Ko Ko

wo & wieder den GroBkreis der Einheitskugel bedeutet, der auf der
Richtung ¢ senkrecht steht, und wo d ¢ und dz die (positiven) Bogen-
elemente dieses Kreises sind.

Ferner ergibt sich schlieBlich eine durch ihre Symmetrie be-
merkenswerte Formel fiir den Rauminhalt 7, der von unserer Ei-
fliche umschlossen wird. Es seien

0(ey B, 7,y 0t o 70); (e, B, 7))
drei Punkte der Kinheitskugel &%+ 8%+ 2 =1. Wir wollen den
absoluten Betrag ihrer Determinante

1 %, b e 7o
s fBo Ve
’ e, B, 7.

mit (g, o, 7] bezeichnen. Dann ist

(4) = «f?ff [0, 0, 1)l b by dw dw,do,

wo alle drei Integrationen iiber die ganze Oberfliche der Einheits-
kugel zu erstrecken sind. Hieraus ergeben sich ferner durch Uber-
gang zu Parallelkérpern fiir Oberfliche O und Integral # der mitt-
leren Kriitmmung sofort

1 r
(5) O=Wffj [o, a,t]-hgh,,-dwgdwadwr,
1
(6) M:Wfff[g, 6, 7] h,-dw dwo,do,.
! Man kann nach diesen Formeln fiir z,, y,, #, unsere Eifliche als Auf-
triebsfliche eines Korpers mit Mittelpunkt deuten, der bis zur Hilfte ein-

taueht. Vgl. 8.85. Die Formeln (1)—(8) und die Ergebnisse des vorigen Ab-
schnitts V hat auch Herr Rapon gefunden.
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Dafiir, daB eine in der Form (]) dargestellte Funktion A Stiitz-
funktion eines konvexen Kérpers ist, ist, wie wir schon in den Ab-
schnitten I wund II gezeigt haben, % = 0 hinreichend. Doch
ist das offenbar nicht notwendig und es wire wiinschenswert die
speziellen konvexen Korper, fiir die 2 = 0 ist, die, wie man sich
ausdriicken kann, durch positive Linearkombination aus Strecken
entstehen, irgendwie einfach zu kennzeichnen. Durch eine affine
Transformation, d. h. durch eine projektive Umformung des Raumes,
die das unendlich Ferne unter sich 1a8t, geht ein solcher spezieller
Korper wieder in einen solchen iiber. Von den Vielflachen sind die
dazu zu rechnen, deren simtliche Seitenflichen je einen Mittelpunkt
besitzen.

VII. Kennzeichnung des Ellipsoids unter den Eiflichen.

Es 148t sich eine Reihe hithscher geometrischer Fragestellungen
dadurch gewinnen, daB man irgend eine altbekannte Eigenschaft des
Ellipsoids hernimmt und fragt: Ist diese Eigenschaft fiir das Ellipsoid
unter allen Eiflachen kennzeichnend?

Es sei z. B. ein besonders schones derartiges Ergebnis erwihnt,
auf das F. Browy in seiner Habilitationsschrift ,Uber Kurven ohne
Wendepunkte* (Miinchen 1889, S.59) gekommen ist: Fine Fifliche,
die von jeder sie treffenden Ebene nach einer Eilinie mit Mittelpunht
geschnitten wird, ist ein Ellipsoid.

Hier sei ein #hnliches Ergebnis hergeleitet, das sich in der
Variationsrechnung verwerten 1aBt': ZFine HKifliche, die wvon jedem
umschriebenen Zylinder lings einer ebenen Kurve beruhrt wird, ist
notwendig ein Bllipsoid.

Bedient man sich der Ausdrucksweise der darstellenden Geo-
metrie, so kann man unsere Aufgabe so fassen: Man soll alle Hi-
flichen ermitteln, bei denen die Rigenschattengrenze bei jeder
Parallelbelenchtung eben ist.

Zunichst wollen wir allgemeiner alle Eiflichen auffinden, bei
denen die Schattengrenzen dann eben sind, wenn die Lichtstrahlen
einer festen Ebene (,,Grundebene”) parallel laufen. Unterwirft man
eine solche Eifliche € einer geeigneten Affinitit, so geht ihre Eigen-
schaft offenbar nicht verloren. Dabei ist wieder unter ,Affinitat«
nach MoeBIus eine solche projektive Umformung verstanden, bei der
das unendlich Ferne unter sich bleibt. ILegen wir an € die zur

1 Riumliche Variationsprobleme mit symmetrischer Transversalititsbedin-
gung, Leipziger Berichte, Math.-phys, Klasse 68 (1916), S.50—55.
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Grundebene parallelen Tangentenebenen, so konnen wir durch eine
solche affine Umformung stets erreichen, daB die Verbindungslinie
der Berithrungspunkte p und q dieser Tangentenebenen auf die
Grundebene senkrecht zu stehen kommt.

Beleuchten wir nun unsere Eifliche € durch parallele und
,wagerechte?, d. h. zur Grundebene ® parallele Lichtstrahlen, so soll
die Eigenschattengrenze  eine ebene Linie sein, also weil sie auf €
liegt, eine Eilinie durch die Pole p und g des KEies.

Zwei beliebige wagerechte Ebenen schneiden € in wagerechten
Eilinien %, und B, und die ‘Tangenten an diese Linien in ihren
Schnittpunkten mit der Schattengrenze & sind parallel. Projizieren
wir nun die ganze Figur senkrecht auf die Grundebeme. Der ge-
meinsame GrundriB ¥on p und q sei 0. Der Grundrif von & ist
eine Gerade &' durch o, die Grundrisse von W, und W, zwei Hi-
linien B," und BW," um o.

Jede Gerade &’ durch o schneidet somit ;" und ,” in Punkten
mit parallelen Tangenten, d. h. aber: %" und ,” haben o als
Mittelpunkt und sind #hnlich und zu o 4hnlich gelegen. Daher sind
aber auch %, und %, shnlich und man sieht, wie man die all-
gemeine Kifliche der verlangten Art auffindet:

Konstruktionsvorschrift: Man nehme in der Grundebene eine be-
liebige Eilinie ¥ an mit o als M1ttelpunkt Man nehme ferner in
einer Ebene durch p und q eine Kilini¢ € an, die zur-Verbindungs-
linie p und q symmetrisch ist und % schneidet. Dann halte man
p und q fest und lasse & um die Verbindungslinie dieser Punkte
80 drehen und sich dabei affin zu sich selbst veriindern, daB jeder
Punkt von & eine zu % #hnliche und ahnlich gelegene Eilinie be-
schreibt, Das Ganze ist eine Verallgemeinerung der Erzeugung der
Drehflichen durch Umdrehung des Meridians.

Heben wir hervor: Es hat sich gezeigt, dafp die Schattengrenze &
zur Verbindungslinie der beiden Punkte p und q symmetrisch ist.

Verlangen wir nun von unserer Eifliche &, daB jede Schatten-
grenze € von € (immer bei Parallelbeleuchtung!) eben sein soll, so
folgt aus dem Vorangehenden, daB jede solche Eilinie & zur Ver-
bindungslinie irgend zweier ihrer ,gegeniiberliegenden* Punkte p
und q symmetrisch, d. h. im allgemeinen schiefwinklig symmetrisch,
sein muf, wenn wir Punkte mit parallelen Tangenten gegeniiber-
liegend nennen. Daraus kann man aber schlieBen, daB & eine
Ellipse ist, namlich etwa folgendermaBen.

Man zeichnet leicht zwei solche Symmetrieachsen A and o,
von &, daB die (schiefe) Spiegelung an A mal ‘der an %A, eine glelch
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sinnige Affinitat @, von der Periode 27 ergibt. Wir transformieren
®_ durch eine neue Affinitit ¥ in eine Drehung @ * = ¥-1d ¥
durch den Winkel 2 #:27 Die durch ¥ aus & entstandene Eilinie &*
geht bei der Drehung @ * in sich #iber. Halt man ¥ fest und setzt
anstelle von 2, jetzt %A, ;1, so wird, sobald » > 1 ist, @, ,; durch
dieselbe Affinitat ¥ in eine Drehung @,*, 1= ¥ -1D, . ¥ ver-
wandelt wegen ®@F,I = ®F. Daher wird &* durch Drehungen um be-
liebige Winkel von der Form 2m z:2"{m,n = 1,2, 3,.. .} in sich iiber-
gefithrt, kann also nur ein Kreis sein. Somit war & wirklich eine Ellipse.!

Bisher ist also gezeigt, daB alle Schattengrenzen von € Ellipsen
sind. Gehen wir nun zu unserer fritheren Konstruktionsvorschrift
zuriick. Beleuchten wir den dort konstruierten Korper mit lotrecht,
d. h. senkrecht zur Grundebene auffallendem Licht, so wird die
Schattengrenze eine in einer wagerechten Ebene liegende, zu
ahnliche Kurve, die wir.durch geeignete Parallelverschiebung der
Grundebene mit ¥ zusammenfallen lassen konnen. Da jetzt auch
%8 eine Ellipse sein soll, so kénnen wir durch eine geeignete affine
Transformation, die p und q in Ruhe 148t und die Grundebene in
sich iiberfiihrt, % in einen Kreis verwandeln. Dann wird aber, wenn
man unsere Konstruktionsvorschrift heranzieht, € zu einer Drehfléiche
um die Achse pg, also, da die Meridiankurven Ellipsen sind, zu
einem Umdrehungsellipsoid. Somit war auch die dazu affine
urspriingliche Eifliche notwendig ein Ellipsoid, w. z. b. w.

Auf das gefundene Ergebnis lassen sich einige andere zuriick-
fithren, z. B.:

Liegen die Mitten eines Biindels paralleler Sehnen von einer Er-
fliche immer in einer Bbene, so ist die Hifliiche ein Ellipsoid (BRUNN).

Parallele ebene Schnitte einer Bifliche liegen nur im Falle des
Ellipsoids immer zueinander @hnlich.”

1 In der Ausdrucksweise von S. Lie kommt das auf die bekannte Tatsache
hinaus, daB jede FEilinie, die eine stetige Gruppe von Affinititen gestattet,
eine Ellipse ist. .

® In der Ebene gibt es folgende #hnliche Aufgabe: Man soll alle Eilinien
aufsuchen, bei denen es wie bei einer Ellipse zu jedem Durchmesser einen
,konjugierten® gibt, sodaB die Tangenten in den Endpunkten irgend eines der
beiden zum andern parallel laufen. Diese Eilinien, von denen es auBer den
Ellipsen noch sehr viele andere, auch ebenfalls algebraische gibt, ergeben die
Lésung eines von CaraTafopoRY gestellten Problems der Variationsrechnung
und sind von J. RapoN untersucht worden: Uber .eine besondere Art ebener
konvexer Kurven, Leipziger Berichte, Mathem. Phys. Klasse 68 (1916). Rapox
hat w A. bemerkt, daB diese Eilinien dadurch gekennzeichnet sind, daB sie
durch Korrelationen von der Periode Vier in sich selbst iibergefithrt werden.
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Eine andere derartige, vielleicht nicht ganz einfache Aufgabe
wire die folgende: Hs sind alle Eifiichen zu ermitteln, bei denen die
Schnittpunkte je dreier paarweis aufeinander senkrechter Tangenten-
ebenen nur eine Fliche erfillen.

Im allgemeinen wird die Menge der Schnittpunkte innere Punkte
haben. Beim Ellipsoid (und, wie ich in den Leipziger Berichten
nichstens zeigen werde, nur bei diesem) ist die Fliche eine Kugel.

VIII. Die Mindestzahl der Scheitel einer geschlossenen konvexen
Kurve.

Als einfachstes Beispiel eines differentialgeometrischen Satzes
iiber Eilinien sei der folgende erwéhnt, der unter etwas allgemeineren
Voraussetzungen zuerst von A. Knmser in der Festschrift zum
70. Geburtstag von H. WEBER (Leipzig 1912) bewiesen wurde:

Auf einer Hilinie liegen mindestens vier Scheitel. Dabei soll in
Verallgemeinerung einer bei den Kegelschnitten geldufigen Ausdrucks-
weise ein Punkt der Rilinie ,Scheitel“ genannt werden, wenn in ihm
der Kriitmmungshalbmesser ein Extremum wird.

Vielleicht der einfachste Beweis dieses hiibschen Satzes laBt
sich auf Grund einer mechanischen Deutung von Formeln der ebenen
Differentialgeometrie erbringen. Denken wir auf unserer Hilinie X
einen ,positiven* Umlaufsinn ausgezeichnet. Den Winkel der
positiven Kurventangente an K mit einer festen z-Richtung nennen
wir z. Der Kriimmungshalbmesser ¢ = ds/dz wird als stetige
Funktion von z vorausgesetzt. Fir die rechtwinkligen Koordinaten
x, y eines Kurvenpunktes P ergeben sich dann die Werte:

T

T
x—xo_—_fcos-r-ds:fgcosr-dr,

To 7o

T T
y——yo=fsint-ds=fgsint-dr.

T i

Aus der Geschlossenheit von K folgt also (vgl. S. 116 oben)
+ @ 4+
* fgcosr-dr:O, fgsinr-dr:O.

Zur positiven Tangente im Kurvenpunkte P legen wir durch
den Koordinatenanfang O den gleichsinnig parallelen Einheits-
vektor OP’. Sein Endpunkt P’ mit den Koordinaten z’= cosz,
y' = sinz beschreibt den Einheitskreis X’ um O, wenn P die Eilinie X



Vierscheitelsatz. 161

durchlduft. XK’ belegen wir nun derart mit positiver Masse, daB die
Dichte in jedem Punkte P’ von K’ gleich dem Kriimmungshalb-
messer ¢ im zugehdrigen Punkt P von K wird. Dann sagen die
Formeln (*) aus: Der Schwerpunkt dieser Massenbelegung der Kreis-
linie. K’ [illt in ihren Mittelpunkt O.

Aus der Stetigkeit der Funktion ¢(z) folgt die Existenz eines
groBten und eines kleinsten Wertes von ¢ auf X, also die Existenz
von zwei Scheiteln. Da ferner zwischen zwei GroBtwerten immer
ein Kleinstwert liegen muB, so konnen die Extreme nur in gerader
Zahl auftreten. Wenn man daher zeigt, daB es keine Eilinie mit
nur zwei Scheiteln gibt, so ist Vier als Mindestzahl gesichert.

Nehmen wir nun an, es gebe eine Kilinie X mit nur zwei Schei-
teln 4 und B, die dem kleinsten und groBten Werte von ¢ ent-
sprechen, und zeigen wir, daf diese Annahme zu einem Widerspruch
fithrt. Die Punkte auf dem Einheitskreise K’, die den Scheiteln 4
und B zugehtren, seien 4" und B° Die Dichte o whchst dann auf
beiden Kreisbogen zwischen diesen Punkten monoton von 4’ his B’
hin. Die Richtung der Sehne von 4’ nach B’ moge etwa als posi-
tive y-Richtung gew#hlt werden. Dann ist nach ()

+ T

fgsinrdr =f{g(+ 7)—¢(—7)}sintdr = 0.

al-

Aus dem monotonen Verlauf der stetigen Funktion ¢ (z) zwischen 4’
und B’ folgt aber, daB die stetige Funktion unter dem zweiten
Integral in den inneren Punkten des Integrationsintervalls positiv
ist, daB also das Integral nicht verschwinden kann. Mechanisch
ausgedriickt: Zerlegt man A" in zwei Halbkreise, so ist der, welcher
B’ enthalt, schwerer, der Schwerpunkt kann also nicht in den Kreis-
mittelpunkt O fallen.?

Es sei schlieBlich noch ein allgemeinerer Satz iiber Kilinien
erwahnt, der den ,Vierscheitelsatz¢ als Sonderfall enthilt:

Wird eine Eilinie von einem Kreise in 2n Punkten geschnitten, so
hat sie auch mindestens 2n Scheitel.

Die Eilinien mit nur vier Scheiteln sind von C. JUEL untersucht
worden: ,,Om simple cykliske Kurver#, Danske Vidensk. Selsk. Skrifter
(1) 8, 6 (1911).

t Circolo di Palermo 36 (1913), S. 220—222. Andere Beweise von H. Morr-
MANN, chbenda 37 (1914), §.267—268 und dem kiirzlich im Kriege gefallenen
W. Voer in Crelles Journal 114 (1914), S. 239—248.

BrascHke, Kreis und Kugel, 11
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IX. Weitere Literatur zur Differentialgeometrie der Eifldchen.

Vom Verlauf der Kriitmmungslinien auf einer Eifliche ist kaum
etwas Allgemeingiltiges bekannt. Uber die geoditischen Linien auf
einer Eifliche hat H. Porvcart den merkwiirdigen Satz angegeben,
daB es immer mindestens drei geschlossene gibt, Am. Math. Soc.
Trans. 6 (1905), S. 237—274. Man sehe auch Enzyklopidie III D 8
(H. LieBmanx), Nr. 11, S. 535.

Hierher gehért auch die interessante Irage nach allen Eiflichen,
die mit der Kugel die Eigenschaft teilen, daf3 ihre simtlichen geo-
ditischen Linien geschlossen sind, daB also ein materieller Punkt, der
sich auf einer solchen Fliche kriiftefrei fortbewegt, immer wieder
zur Ausgangslage zuriickkehrt. G. DarBoux ist es gelungen, alle
derartigen Drehflichen anzugeben, Théorie générale des Surfaces,
Bd. III, S. 4—9. Die Schwierigkeiten der allgemeinen Fragestellung
sind bisher nicht vollig iiberwunden. Erfolge in dieser Richtung
wurden in zwei Gottinger Dissertationen erzielt, namlich von O. Zorw
in Mathem. Ann. 57 (1903) und besonders von P. Funk ebenda 75
(1914); vgl. das Zitat auf S. 150 dieses Buches.

Fiigen wir hier noch einige Angaben an iiber die berithmte
Frage der Unverbiegbarkeit einer Eifliche, die wir schon zweimal
gestreift haben (S. 83 und S. 114),

Schon Eukrip hat behauptet, daB durch Gestalt und Anord-
nung der Seitenflichen eines (geschlossenen) Vielflachs auch dessen
Gestalt schon mitbestimmt sei. A. L. Cavcmy hat einen wunder-
vollen Beweis fiir die Richtigkeit dieser Behauptung fir den Fall
honvezer Vielflache gegeben [Journal de Ecole Polytechnique, Cahier
16, Tome 9 (1813), S.87—98 oder Werke (2) 1, S. 26—38] und
R. Bricarp (J. de Math. 1897) hat an Beispielen gezeigt, daB ohne
Einschrinkungen Euvkrips Vermutung nicht stimmt, da es sich
selbst durchdringende Achtflache gibt, die ,beweglich* sind bei
Aufrechterhaltung von Gestalt und Zusammenhang der Seitenflichen.

Es liegt der Gedanke nahe, das Ergebnis Cavcmys auf Ei-
flichen auszudehnen und zu beweisen, daB eine Eifliche ,unverbieg-
bar ist, d. h. ohne Anderung der Bogenlingen der auf der Fliche
gezogenen Kurven (,ohne Dehnung*) und ohne Knickung nicht ihre
Gestalt verindern kann. Diese Behauptung wurde schon von
J. L. Lacraner und F. Mixpine aufgestellt, aber erst durch H. Lirs-
MANN und in weiterer Fassung kiirzlich von H. WEYL bewiesen.

Man hat némlich zwei wesentlich verschiedene Aufgaben zu
unterscheiden, die Unverbiegbarkeit ,im unendlich Kleinen“ und die
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m Endlichen“. Bei der ersten Aufgabe, bei der man, wie das
schon geschehen ist, sich nicht an der Bezeichnung stofen und
daran nicht Vermutungen iiber mangelnde Strenge kniipfen soll,
handelt es sich um folgendes: Es wird gezeigt, daB kein stetiger
(nichttrivialer) Verbiegungsvorgang mbglich ist, der aus einer Hifliche
eine stetige Schar (nicht kongruenter) ,isometrischer, d. h. mit Er-
haltung der Bogenlingen aufeinander bezogener Eiflichen hervor-
gehen 1aBt, wobei gewisse Voraussetzungen  iiber Stetigkeit und
Differenzierbarkeit gemacht werden. Das zweite Ergebnis ist all-
gemeiner und enthilt das erste. Es wird da namlich gezeigt, dab
zwei isometrisch abgebildete Eiflichen (immer geschlossene konvexe
Flachen!) notwendig kongruent oder symmetrisch sein miissen. Die
erste Aufgabe ist einfacher, da sie nur auf lneare Differential-
gleichungen fiithrt.

Die in diesem Sinne ,unendlich kleine“ Unverbiegbarkeit ist
um 1900 zuerst von LimBMANN bewiesen worden [sieh bes. Math.
Ann. 53 (1900), S. 81—112 und 54 (1901), 8. 505—517] nach mif-
gliickten Beweisversuchen von J. H. JELLETT aus dem Jahre 1855.1
Ein anderer Beweis wurde auf Grund von Untersuchungen von
Wremearrey und Hineerr von mir in den Gottinger Nachrichten
1912 gegeben.

Dabei hat sich auch herausgestellt, daB die Unverbiegbarkeit
im unendlich kleinen auch die gleichwertige mechanische Deutung
zulaBt, daB in einer Eifliche ohne Kinwirkung auBerer Krafte keine
(Zug- oder Druck-) Spannungen herrschen konnen [man vgl. meine
Antrittsrede ,Kreis und Kugel“ im Jahresber. d. Math. Ver. 24 (1915),
bes. S.203]. Fir den Fall der Kugel ist dieser Satz der Statik,
worauf mich Herr F. Krmin aufmerksam gemacht hat, schon von
J. C. MaxweLr bewiesen worden; On the Equilibrium of a Spherical
Envelope (1867), Scientific Papers II, S. 86—95, bes. S. 89.

Das zweite Hauptergebnis LiEBMANNs unter seinen zahlreichen
Ergebnissen und Versuchen auf diesem Felde ist die endliche Un-
verbiegbarkeit der Kugel (Math. Ann. 53), die spéter neuerdings
von HiuBerr gezeigt wurde [Am. Math. Soc. Trans. 2 (1901) und
Grundlagen der Geometrie, Leipzig u. Berlin 1909, S. 251—255].

Diese Unverbiegbarkeit der Kugel ist als Sonderfall enthalten
in dem Hauptergebnis Minkowskis iiber die Geometrie der kon-
vexen Korper, das hier schon mehrfach erwahnt wurde (S. 112 und
S. 152). Mingowskr hat némlich gezeigt:

1 Man vgl. die Zitate in der Enzyklopidie ITT D 6a, A. Voss, S. 400.
11*
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Man kann das (positive) Gauvssische Krummungsmafp K einer
LBifliche als Funktion der Normalenrichtung, entsprechend den Bedingungen

f%dw:O, fKﬁdco=0, f—é—dw:o

(dw Flachenelement des sphirischen Bildes) und im iubrigen beliebig
vorschreiben, es gibt dann zu dieser ,Krimmungsfunktion® stets eine
und im wesentlichen nur eine Fifliche [Gesammelte Abhandlungen II,
S. 128f und 8. 270f; zum erstenmal verdffentlicht in den Berichten
der Pariser Akademie 182 (1901), S.21—24].

Die ,endliche” Unverbiegbarkeit bei beliebigen Eiflichen wurde
erst 1915 von H. WEyn erledigt. Weyrn hat namlich allgemeiner
gezeigt, dall es zu einem beliebig vorgeschriebenen Linienelement
positiven KriimmungsmaBes stets eine und im wesentlichen nur eine
Kiflache gibt [Vierteljahrschrift der naturforschenden Gesellschaft
in Zirich 61 (1916), S. 40—172]: ,Jede in abstracto yegebene geschlos-
sene konvexe Fliche lif3t eine einzige Realisierung im dreidimensionalen
(Euknipischen) Raume zu.* Es wire zu wiinschen, daB dieses be-
sonders schéne Ergebnis leichter zuginglich gemacht wiirde.

Merken wir schlieBlich noch folgenden einleuchtenden, aber
durchaus nicht trivialen Satz an:

Eine geschlossene stetig gekrummte Fliche, die uberall positives
Krummungsmaf besitzt, ist notwendig konvez.

(Man bemerke, daB die entsprechende Behauptung fiir ebene
Kurven nicht stimmt!) Zu der Einsicht fithrt ein Satz der Analysis
Situs, den man in der Ausdrucksweise der Riemanyschen Funktionen-
theorie so fassen kann: Jede unbegrenzte und relativ unverzweigte
Uberlagerungsfliche der Kugelfliche ist mit dieser (,einfach zu-
sammenhéingenden”) Flache identisch.! Daraus folgt fiir unsere
positiv gekriimmte geschlossene Fliche die Kineindeutigkeit des
sphiirischen Bildes und daraus leicht die Konvexitit. Diesen Beweis-
gang hat schon J. Hapamarp angedeutet: Bulletin de la Société
Mathématique de France 31 (1908), S. 300—301.

! Vgl. H. WExvr, Die Idee der Riemannschen Fliche, Leipzig u. Berlin 1913,
S. 47 u .
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FORSCHUNG UND STUDIUM. Eine Samm=

lung mathematilher Monographien fiir Studierende von
Dr. GERHARD KOWALEWSKI, Prof. an der Deutlthen
Univerfitit zu Prag. Heft 1: Das Integral und leine geo=
metrifchen Anwendungen. Mit Figuren. gr. 8. geh. M.3.—

Diese Sammlung will dazu beitragen, die grofe Kluft zwischen Forschu{:g
und Studium zu iberbriicken. Der Universititsunterricht bringt die Studie-
renden in der Regel nicht so weit, daB sie die Fortschritte der mathema-
tischen Wissenschaft mit einigem Verstindnis verfolgen konnen. '

Unsere Monographien wollen den Studierenden das Verstindnis des Neuen
in jeder nur méglichen Weise erleichtern.

Das erste Héft bringt die modérne Behandlung der einfachen und der
Doppelintegrale, und es wird darin .. B. die Transformation der D_oppel-
integrale in vollig strenger und doch ziemlich einfacher Weise erledigt.

EINFUHRUNG IN DIE ANALYTISCHE
GEOMETRIE von Dr. GERHARD KOWALEWSKI,
Prof, der Mathematik an der Deutfchen Technilchen Hodh=
fchule zu Prag. Mit 112 Figuren im Text. Lex. 8.
geb. in Ganzleinen M. 11.— geh. M. 10.—

»Das Buch enthilt in der Tat alle fiir die Einfiilhrung in das Studium der
analytischen Geometrie wesentlichen Gedanken. Es bringt, was besonders
wertvoll fiir den Anfangsunterricht ist, auch die Behandlung der einfachsten
und grundlegenden Probleme mit allgemeinen Methoden, so dafl deren Sinn
und- Ziel recht deutlich wird. Uberladung mit Einzelheiten ist durchaus ver-
mieden, .Das Buch kann fiir erste Einfithrung in das Studium
bestens empfohlen werden.« Deutsche Literaturzeitung,

EINFUHRUNG IN DIE DETERMINAN-

TENTHEORIE einfdlieffich der unendlichetr und der
Fredholmlchen Determinanten von Dr. GERHARD KO-
WALEWSKI, Prof. an der Deutfchen Univerfitdit zu Prag.
gr. 8. geb. in Ganzleinen M., 16.— geh. M. 15.—

,,Die Determinantentheorie ist hier mit wohltuender Begrenzung des Stoffes,
.aber dennoch vollstindig und vom neuesten Standpunkt behandelt. Das
Werk kann zugleich zur Einfilhrung in das Studium der linearen Integral-
gleichungen angelegentlich anempfohlen werden.” 4ligemeines Literaturblatt.
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