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Vorwort. 

Die alten griechischen Geometer haben mehrere Aufgaben ge­
stellt, deren Bewältigung erst in neuerer Zeit, etwa im Laufe des 
vergangenen Jahrhunderts gelungen ist. Beispiele dafür sind Fragen 
über die Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal, wie die Frage der 
Winkeldrittelung und der ,,Quadratur" des Kreises, dann die Unab­
hängigkeit des Parallelenaxioms und die damit zusammenhängenden 
„Nicht-Euklidischen" Geometrien. Diese altberühmten Fragestellungen 
haben stets weit über den engen Kreis der zünftigen Mathematiker 
hinaus die Geister bewegt und zu einer Flut von Schriften Anlaß 
gegeben, die meist von den neueren Ergebnissen völlig unberührt 
geblieben sind. Zur Befriedigung dieses Wissensdranges und zur Ver­
hinderung weiterer nutzloser Beschießung der längst erstürmten 
Festungen sind nun neuerdings mehrfach gemeinverständliche wissen­
schaftliche Darstellungen solcher neuerer geometrischer Ergebnisse 
erschienen. 

Für ein Gebiet dieser klassischen Probleme der Geometrie ist 
indessen eine elementare Darstellung in einem Lehrbuch noch kaum 
gegeben worden, nämlich für den Beweis der sogenannten ,^isoperi-
metrischen" Eigenschaften von Kreis und Kugel: bei gegebenem Inhalt 
kleinsten Umfang oder kleinste Oberfläche zu besitzen. Dabei ist diese 
Betrachtung auch bei Nicht-Mathematikern sehr beliebt; man denke 
nur an die tiefsinnigen Forschungen über die Kugelgestalt der Engel. 
Die Ursache für das Fehlen eines derartigen Buches ist wohl die: 
Man glaubte zu einer einwandfreien Beweisführung wenigstens im 
Falle der Kugel das schwere Eüstzeug der in die Variationsrechnung 
von WEIEESTEASS eingeführten Hilfsmittel nicht entbehren zu können. 

Hier ist der Versuch unternommen, elementare Beweisansätze für 
die isoperimetrischen Probleme von JAKOB STEINEE auszugestalten und 
damit einen leichter gangbaren Weg zu bahnen zu wundervollen Er­
gebnissen, die besonders mit den Namen H. A. SoHWAEZ, H. BEUNN 
und H. MINKOWSKI verknüpft sind. 

Für den Fall der ebenen Geometrie ist dieser Weg, die Er­
gänzung der bei STEINEE fehlenden Existenzbeweise, schon von 
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mehreren Geometern (F. EDLEE, C. CAEATHSODOEY, E . STUDY) be­
schritten worden, der bei weitem anziehendere Fall der räumlichen 
Geometrie dürfte hier zum erstenmal so behandelt sein. Während 
also die Methoden durchweg einigen Anspruch auf Neuheit erheben, 
dürften auch die meisten Ergebnisse des letzten (vierten) Teiles und 
des Anhangs noch nicht bekannt sein. Es werden da Beiträge zur 
„Differentialgeometrie im großen" geliefert, die sich auf konvexe 
Körper beziehen. Überhaupt handelt der größere Teil des Inhalts 
von den verschiedenen Wendungen dieses so außerordentlich frucht­
baren Begriffs „konvex", so daß man dem Buche auch den Titel 
„über konvexe Körper" hätte voranstellen können. 

Was die Vorkenntnisse anlangt, die zum Verständnis notwendig 
sind, so habe ich versucht, den ersten Teil, der von der Minimum-
eigenschaft des Kreises handelt, möglichst gemeinverständlich zu 
halten,, daß also dabei nichts „Höheres" zur Anwendung kommt. 
Für das Folgende habe ich einige kleine Anleihen bei der Infinitesi­
malrechnung und später auch bei der Differentialgeometrie gewagt, 
um mich kürzer fassen zu können. Dabei sind die späteren Teile 
so unabhängig gestaltet, daß der erste auch überschlagen werden 
kann. Der Anhang bringt einen knappen Bericht über zum Teil 
noch unfertige Dinge, für die ich die Anteilnahme meiner Zunft­
genossen zu erwecken hoffe. 

Das Büchlein, die bescheidene Kriegsleistung eines D Ü-Mannes, 
widme ich meinem verehrten Lehrer in Graz, dem ich die erste 
Anregung zu selbständiger geometrischer Arbeit verdanke. Es ist aus 
einer Vorlesung entstanden, die ich im Winterhalbjahr 1913/14 an 
der Deutschen Technischen Hochschule in Prag abgehalten und aus 
Übungen, die G. HEEGLOTZ und ich im Sommer 1915 an der Universität 
in Leipzig veranstaltet haben. Herrn HEEGLOTZ bin ich vielfach für 
Kat und Hilfe verpflichtet, ebenso Herrn C. CAEATHSODOEY für 
mehrere wertvolle Mitteilungen. Mein allzeit hilfsbereiter' Freund 
E. KBUPPA (Czemowitz) hatte trotz mancher Behinderung durch den 
Krieg die Liebenswürdigkeit, mich vor allem bei der Korrektur zu 
unterstützen. Dem Verlage danke ich, daß er trotz der schlimmen 
Zeiten die Drucklegung ermöglicht hat. 

Le ipz ig , im Juni 1916 

Wilhelm Blaschke. 
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Erster Teil. 

Die Biiiiimumeigenscliaft des Kreises. 

§ 1 . Das Viergelenkverfatiren von Steiner. 

STEINEE hat eine einfache geometrische IMistruktion angegeben ^ 
die ermöglicht, zu jeder geschlossenen und nicht kreisförmigen ebenen 
Kurve K eine neue Kurve K* aufzusuchen, die wieder eben und ge­
schlossen ist, ferner gleichen Umfang, aber größeren Flächeninhalt 
hat wie K. Aus der Möglichkeit dieser Konstruktion ergibt sich 
sofort, daß K keine Lösung der „isoperimetrischen" Aufgabe sein 
kann, nämlich unter allen geschlossenen ebenen Kurven den größt­
möglichen Flächeninhalt zu 
umgrenzen. Keine andere 
Kurve als der Kreis kann 
also diese Eigenschaft haben. 

Die angekündigte Kon­
struktion STEINEE s, die wir 
das „Viergelenkverfahren'' 
nennen wollen, geht folgen­
dermaßen vor sich. Auf K 
wählen wir zwei Punkte Ä 
und B, die den Umfang von 
K hälften, das heißt so, daß 
die beiden Teilbogen iTj und 
A'g, in die K durch Ä und B Pio-. i. 
zerlegt wird, gleiche Bogen­
länge haben (Fig. 1). Die Bezeichnung sei etwa so gewählt, daß die 
Flächeninhalte F^ und F^, die die Bogen K^ und K^ mit der Strecke 
AB abgrenzen, in der Beziehung stehen F^ ̂ F ^ . Wir löschen nun 
den Bogen K^ und setzen an seine Stelle den Bogen K^', der aus K^ 
durch Spiegelung an der Geraden Ä B hervorgeht, Die aus K^ und K^ 

1 Gesammelte Werke, II. Bd., S. 193 u. f. 
BiASCHKE, Kreis und Eugel. 
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zusammengesetzte geschlossene Kurve K' ist symmetrisch zur Achse 
AB und hat offenkundig gleichen Umfang mit K. Zwischen den 
Flächeninhalten 

r = F^+F^ und F'=2F^ 

von K und K' besteht die Beziehung 

F^F' 
Damit sind wir noch nicht zu Ende, da möglicherweise das 

Gleichheitszeichen gelten kann. Fügen wir zunächst eine Bemerkung 
hinzu: K war nach Voraussetzung kein Kreis. Wir können daher 
die Teilungspunkte A und B sicher so wählen, daß keiner der Teil­
bogen Äj und K^ ein Halbkreis wird. Dann ist aber auch K' 
kein Kreis. 

Wir können also auf de» symmetrischen Kurve -K' einen von A 
und B verschiedenen Punkt C so wählen, daß der Winkel y des 
Dreiecks ABC bei C kein rechter ist. B sei das Spiegelbild von C 
bezüglich der Geraden AB. Schneidet man nun die Fläche des 
Vierecks ACBD aus der von K' umgrenzten Fläche heraus, so 

Fig. 2. 

bleiben vier „Monde" übrig, die in der beigegebenen Fig. 2 schraffiert 
sind. Diese Monde denken wir uns starr aus Pappe gefertigt und 
miteinander in den Ecken ACBD durch Ösen gelenkig verbunden. 
•Damit ist ein „Viergelenk" entstanden, das außen krummlinig von K' 
und innen geradlinig von den Viereckseiten begrenzt ist. 

Dieses Viergelenk bewegen wir nun nach A* C* B* D* so, daß 
die Winkel des neuentstandenen Vierecks bei C* und D* rechte 
Winkel werden. Die symmetriBchö Kurve K*, die die neue Lage 
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unseres Viergelenks umschließt, leistet das Gewünschte. Der Um­
fang von K* setzt sich nämlich aus vier Teilbogen zusammen, die 
den entsprechenden Bogen auf K' kongruent sind. K* hat also 
gleichen Umfang mit K' und K. Der Unterschied der Flächen­
inhalte F' und F* von K' und Z* ist, da die Monde ungeändert ge­
blieben sind, gleich dem Unterschied der Vierecksflächen 0 uüd Q>* 
von ACBD und A*C*B''I)* 

F* — F' = (p* — 0 . 

Sind nun a und b die den Ecken A und B des Dreiecks ABU 
gegenüberliegenden Seiten und y der Winkel bei C, so haben wir 

0*- <D = ab{l - sin'y) > 0. 

Es ist also F* > F' und somit 

F* > F, 

d. h. die Fläche von K* ist tatsächlich größer als die von K. 

§ 2. Die Existenzfrage. 

Ist durch die vorgetragene Schluß weise STEINEE s, wenn wir uns 
die darin verwendeten Begriffe wie „geschlossene ebene Kurve", 
„Bogenlänge" und „Flächeninhalt" genau umgrenzt denken — worauf 
wir bald zurückkommen — wirklich der Nachweis für die isoperi­
metrische Eigenschaft des Kreises erbracht? Wiederholen wir, es 
wurde gezeigt: Ist K eine geschlossene ebene Kurve, aber kein Kreis, 
so kann man durch das • Viergelenkverfahren dazu immer eine neue 
geschlossene ebene Kurve K* konstruieren, die gleichen Umfang und 
größeren Flächeninhalt besitzt. K kann also keine Lösung des iso­
perimetrischen Problems sein. 

Wenn es also unter allen geschlossenen' ebenen Kurven gegebenen 
Umfangs eine gibt, deren Flächeninhalt ^ dem Flächeninhalt jeder 
anderen ist, so kann sie nur ein Kreis sein. 

Die Voraussetzung aber, daß eine solche Lösung unserer Auf­
gabe wirklich existiert, wird man zuhächst als selbstverständlich er­
füllt ansehen. Bei tieferem Eindringen jedoch zeigt sich, daß gerade 
in diesem Punkte eine Hauptschwierigkeit verborgen ist. 

Vom Flächeninhalt F einer geschlossenen ebenen Kurve K von 
gegebenem Umfang L kann man leicht einsehen, daß er unter einer 
endlichen Schranke liegen muß, z. B. kann man, wie wir hier nicht 
näher ausführen wollen, da wir später (§ 5) darauf zurückkommen, 
die Ungleichung 

F<L^ 
1* 



Minimumeigenschaft des Kreises. 

herleiten. Die Menge aller Zahlen F, das ist die Menge der Flächen­
inhalte aller,Kurven mit dem Umfang,Z, ist also, wie man kurz sagt, 
„beschränkt". Manche Mathematiker sagen auch „geschränkt", um 
nicht zu Kränkungen Anlaß zu geben. Jede Zahl, die größer ist 
als alle i?; z., B. .i;^^ nennt man eine „Schranke". Die Stetigkeit der 
reellen Zahlenreihe äußert sich, wie der Theologe B. BOLZANO schon 
1817 erkannt hat^, darin, daß es unter diesen Schranken eine 
kleinste gibt, die man die obere Grenze der Menge aller Zahlen F 
nennt. 

Nehmen wir z. B. die Menge aller Zahlen 
1 2. 3 4. 
2> 3 ' 4» T ' " " - ' 

so hat diese die Eins als obere Grenze. An diesem Beispiel sieht 
man schon, daß die obere Grenze nicht der Menge selbst angeboren 
muß, daß es also in einer beschränkten unendlichen Menge nicht 
notwendig eine größte Zahl gibt. 

Wir haben somit zu zeigen, daß es in der Menge aller Zahlen F 
eine größte Zahl F^ gibt, dann erst wird durch das Vier gelenkverfahren 
die Maximumtigenschäft des Kreises völlig bewiesen sein. 

Die.Stellungnahme STEINEEs zur Existenzfrage geht aus seinen 
Schriften nicht klar hervor. GBISEE erzählt in seiner sehr lesens­
werten Gedächtnisrede^ auf STEINEE, der ein etwas schrullenhafter 
Sonderling gewesen sein muß, daß DIBICHLET ohne Erfolg den Ver­
such gemacht habe, STEINEE von der Lückenhaftigkeit seiner Schluß­
weise zu überzeugen. Immerhin hat aber STEINEE manchmal gewisse 
Bedenken gehabt, während er nämlich meistens die Existenz als selbst­
verständlich ansieht, schreibt er an einer Stelle: „ . . und zwar läßt 
sich der Beweis sehr kurz führen, wenn man voraussetzt, daß es 
eine größte Figur geben müsse".^ 

Später hat man die Schwierigkeiten, die sich einem Existenz­
beweis entgegenstellen, für unüberwindlich gehalten und erst WEIEE­

STEASS hat in Vorlesungen, die er in den siebziger Jahren des ver­
gangenen Jahrhunderts an der Berliner Universität abgehalten hat, 
die allgemeinen von ihm in die Variationsrechnung eingeführten 
Hilfsmittel auch dazu verwendet, um die Maximum eigenschaft des 
Kreises streng zu begründen.-

^ „Rein analytischer Beweis, daß zwischen je zwei Werten, die ein ent­
gegengesetztes Resultat gewähren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung 
liege" (S. 41 ff.). Wegen der Lehre von den reellen Zahlen sei etwa verwiesen 
auf: 0. HöLDEE, Die Arithmetik in strenger Begründung, Leipzig 1914. 

^ C. P. GEISEE: Zur Erinnerung an J. STEINEE, Zürich 1874. 
^ Gesammelte Werke II, S. 197. Anmerkung. 



§3. Vieleoksfläehe. 

Hier soll nun der Nachweis auf dem Wege erbracht werden, 
daß wir an Stelle beliebiger geschlossener Kurven zuerst Vielecke 
ins Auge fassen und dann hinterher die krummen Linien durch 
Vielecke annähern. Dieser Beweisgang, nämlich die Vorwegnahme 
der isoperimetrischen Eigenschaften der Vielecke, ist schon dem 
ältesten Werke eigentümlich, das sich mit diesen Fragen beschäftigt, 
nämlich dem Buche des Griechen ZENODOE, JISQI laonsoinszQcov 
ffXjrj^mTcov, das vielleicht um 150 v. Chr. erschienen ist. 

Es gelingt so allein mit dem Viergelenkverfahren STBINEES 

ohne Variationsrechnung und ohne höhere analytische Hilfsmittel 
zu Ende zu kommen. Zum Existenzbeweis bei Vielecken genügt 
nämlich der Existenzsatz von WEIEESTEASS über stetige Funktionen, 
den wir in unserem Sonderfall ausführlich begründen (§ 5). Hinterher 
zeigen wir noch, wie man auch dieses Hilfsmittel entbehren und 
den Existenzbewreis für Vielecke auf rein elementarer Grundlage 
erbringen kann (§ 6). 

§ 3. Fiäclieninlialt von Vielecken. 

Nehmen wir in unserer Ebene ein rechtwinkliges Koordinaten­
system an. 0 sei der Koordinatenanfang, T^, T^ seien zwei Punkte^ 
mit den Koordinaten x^, y-^; x^, y^. Der Flächeninhalt des Drei­
ecks OT-^T^ sei durch die Formel definiert 

Fläche {Orj7;} = i K y , - y ^ x , ) . 

Fig. 3 a. Fig. 3 b. 

Dieser Ausdruck bleibt nämlich, wie man sofort nachrechnet, bei 
einer Drehung des Koordinatensystems 

X = a;*'cos cp — y* sin cp, 

y = x*sin(p + y* cos qo 

1 Unter einem „Punkt" sei hier stets ein reeller und im Endlichen 
liegender.Punkt verstanden. Die Einführung unendlich ferner oder imaginärer 
Elemente bietet bei unseren Fragestellungen keinen Vorteil. 
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ungeändert . 
^ i . ? ' 3 - y i ' ^ 2 = ^ i " y 2 - ^ 2 •*̂2 

und in der besonderen Lage, wenn etwa ^j auf die x-Achse fällt 
(jTj = 0), erkennt man die geometrische Bedeutung des Ausdrucks. 
Der so erklärte Flächeninhalt hat positives Zeichen, wenn die Eck­
punkte OT^T^ im positiven Umlaufsinn aufeinanderfolgen (Fig. 3 a) 
und bei negativem Umlaufsinn negatives Zeichen (Fig. 3 b). 

Nehmen wir nun endlich viele Punkte T-.^,l\...T„^i mit den 
Koordinaten a;j,2/i; ar̂ ,3/2; ...a;„ + i, ?/„ + !. Unter dem Flächeninhalte 
des Vielecks mit den Ecken 01\T^...T„ + i verstehen wir die Summe 
der Dreiecksfiächen: 
Fläche{OT^T^...T^ + ,} = Fläche{0T^ T^] -f- Fläche[0T^T^\ + ... 

-f Fläche{0y„ y„ +1} = i 2 k * y * + x-y,,x^ +1}. 
&=i 

Nehmen wir nun insbesondere an, T^ + i falle mit T^ zusammen 
(2:„ +1 = Xj, y„ +1 = y^). Dann ist dieser Flächeninhalt von der Wahl 
des Koordinatenanfangs 0 unabhängig. Denn setzen wir 

so linden wir 
n n , 

1 

+ 1 2 {̂*%i - y n - v ^ K+1 - <] 
1 1 

und die beiden letzten Summen verschwinden wegen des Zusammen-
fallens von T„ + i und y^. Wir wollen diesen Ausdruck daher als 
Flächeninhalt des geschlossenen Vielecks mit den Ecken T^T^... T^ er­
klären. In Zeichen: 

( Fläche {OT^T,^... T^ 1\] = Fläche {2\ T,^... ?„ 2\\ 
(1) J ^ n " 

I = i 2 h . y * + i —3'fc^>+i)-

Unter einem Vieleck ist dabei eine endliche Anzahl n von Punkten 
Tj, T^,..T^, Tnj^i— T^ zu verstehen, die nicht notwendig verschieden 
zu sein brauchen, die aber in zyklischer ßeihenfolge angeordnet sind. 

Fügen wir die beiden betrachteten Änderungen des Koordi­
natensystems, die Drehung und die Schiebung zusammen, so sehen 
wir, daß bei jeder gleichsinnigen Änderung der Koordinaten 

( X ^ X* cos if> — y* sin 9 + | , 
^ ' I y = a;* sin cp + y*cos cp + TJ 

der Ausdruck für den Flächeninhalt ungeändert oder invariant bleibt. 
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Man kann die Formeln (2) aber auch anders deuten, nämlich 
bei festgehaltenem Koordinatenkreuz als eine Bewegung 

177 7? 77 . 77 -̂. 77 ;1« 77 * 
i^j J j . . . J^ f- J-^ J-2 -^n 

unseres Vielecks. Dann sehen wir: Zwei gleichsinnig kongruente 
Vielecke haben gleichen Flächeninhalt. Ändert man etwa das Vor­
zeichen einer Koordinate, so sieht man ebenso: Zwei gegensinnig 
kongruente Vielecke, insbesondere zwei spiegelbildliche Vielecke haben 
entgegengesetzt gleiche Flächen. 

Eine andere Folgerung aus unserer Formel für den Flächen­
inhalt wäre diese: Ändert man den TJmlaufsinn eines Vielecks, so 
ändert der Flächeninhalt sein Zeichen: 

• Fläche {T^ T^ T^T,] + Fläche [T^ T^ T^ 1\\ = 0, 

während eine Abänderung der Ecken, die ihre 
zyklische Reihenfolge aufrecht erhält, ohne Be­
deutung ist: 

Fläche {̂ i T^...T^T^}- Fläche {T^ %...T^T^} = 0. 

Haben zwei Vielecke eine Aufeinanderfolge 
von Ecken in verkehrter Reihenfolge gemeinsam, 
so addieren sich ihre Flächeninhalte, wie sich 
aus unserer Formel (1) ergibt, in einfacher Weise. 
So ist z. B. (vgl. die Fig. 4): 

Fläche {T, T, T, T, T,} + Fläche [T^ TJ.TJ,} = Fläche {T,T,T,TJ,}. 

Diese additive Eigenschaft des Flächeninhalts, die die Zweckmäßig­
keit der Festsetzungen über die Vorzeichen ins rechte Licht rückt, 
wird beim Viergelenkverfahren eine wesentliche Rolle spielen. 

Während der Flächeninhalt nach unserer Erklärung positiver 
und negativer Werte fähig ist, wollen wir den Umfang eines Viel­
ecks stets positiv annehmen: 

Umfang { f . r , . . 1\.T^} = ±2^,^,, 

worin die Seitenlängen alle positiv in Rechnung zu ziehen sind. 

§ 4. Anwendung des Viergelenkverfalirens auf Vielecke. 

Wir stellen uns nun die folgende Aufgabe: Ein gleichseitiges 
Fieleck V mit vorgeschriebener gerader Eckenzahl n [n = 6, 8, 10 .j 
lind gegebenem Umfang A soll so bestimrnt werden, daß sein Flächen­
inhalt ein Maximum wird. 
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Ein gleichseitiges Vieleck soll regelmäßig genannt werden, wenn 
seine Ecken auf einem Kreise liegen und bei einmaligem Umlaut 
des Kreises alle gerade einmal der Reihe nach durchlaufen werden. 
Dann können wir mit dem schon in § 1 angewandten Verfahren 

j 2 zeigen: Nur ein regelmäßiges (im positiven Sinn 
I 1 umlaufenes) Vieleck kann die Lösung unserer 

I \ Aufgabe sein. 
I \ Die Fläche jedes anderen gleichseitigen 

^ ^ -^ i w-Ecks . können wir nämlich bei Aufrecht-
/ \ y^j erhaltung der Seitenlängen vergrößern mittels 
/ \ ^^r '' ^^^ Viergelenkverfahrens. Nehmen wir, um 

, / ^A;"""'^ / ein bestimmtes Beispiel vor Äugen zu haben, 
3' " etwa n = 6 (Fig. 5). Denken wir uns die Ecken 
Fig. 5. so nummeriert — es ist uns ja nur der Um­

laufsinn vorgeschrieben und es steht uns noch 
frei, welche Ecke wir mit T^ bezeichnen wollen —, daß etwa die 
Beziehung gilt: 

Fläche {?i T^ 1-3 T^T^\^ Fläche {2̂  T^ T^ 1\ T^]. 

Unser gleichseitiges Sechseck V ersetzen wir nun durch ein 
neues V, das zur Verbindungsgeraden 2^ T^ symmetrisch liegt. Seine 
Ecken seien T^T^T^T^T^'T^', wo 1\' und T^' zu T^ und T^ sym­
metrisch liegen. (In dem besonderen Falle, daß '1\ und T^ zu­
sammenfallen, kann man irgendeine Gerade durch diesen Punkt als 
Verbindungslinie ansehen und zur Symmetrieachse von V wählen.) 

Beachtet man nun, daß bei Spiegelung und ebenso bei Ände­
rung des Umlaufsinns sich das Vorzeichen ändert, so haben wir: 

Fläche {T^ 1\T^ TJ^} = _ Fläche {T^ T^T^1\T^\ = Fläche {1\ TJ^'T^'T^]. 

Aus der additiven Eigenschaft des Flächeninhalts ergibt sich weiter 

Fläche {T^ T^ 1, T, T^\ + Fläche [T^ T, T' T,' T,] = Fläche [V] 

und aus der früheren Ungleichheit folgt daher 

Fläche [V] ^ Fläche {V}. 
Offenbar ist aber 

Umfang [V] = Umfang {V'\. 

Wir schlagen nun über der Strecke T^ T^ den Kreis und wollen 
etwa annehmen, T^ soll nicht auf dem Halbkreis liegen, den man 
durchläuft, wenn man von T^ im positiven Umlaufsinn nach T^ geht; 
mit anderen^Worten, der Winkel zwischen den gerichteten Geraden 
T^ T^ und 1\ T^ soll kein positiver rechter Winkel sein. Dann kann 
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man das Viergelenkverfahren anwenden, indem man Gelenke in 
T,1\T^T,' anbringt. 

Auf Grund der additiven Eigenschaft des Flächeninhalts stellt 
man dann genau auf die in § 1 besprochene Art fest, daß das 
Sechseck V*, das man aus V durch den Viergelenkprozeß erhält, 

das also bei T^* einen rechten Winkel zwischen T*T* und 'i\T* 
besitzt, einen größeren Flächeninhalt hat wie V Wir haben dann 

Fläche \V\^ Fläche [V'\ < Fläche {V% 

Umfang \V\ = Umfang \V'] = Umfang {V\ 

V kann also keine Lösung unserer Maximumaufgabe sein. 
Wann läßt sich dieses Viergelenkverfahren nicht anwenden? 

Nur dann, wenn T.-^ und T^ auf dem Halbkreise liegen, der von 1.^ 
nach T^ im positiven Sinne läuft. Unser Vergrößerungsverfahren 
kann nur dann versagen, wenn erstens die Verbindungslinie je zweier 
gegenüberliegender Ecken (2"̂ , T^\ T^, J^; T'^, T^) den Flächeninhalt 
halbiert und wenn überdies alle Ecken auf einem Kreise liegen, und 
zwar im positiven Umlaufsinn. Dann ist aber das Sechseck regel­
mäßig. Dieselbe Sohlußweise gilt für beliebiges gerades n. 

Damit ist das behauptete Ergebnis abgeleitet. 

§ 5. Existenzbeweis für Vielecke. 

Um den Beweis zu Ende zu fühi-en, daß das regelmäßige n-Eck 
die Lösung der Aufgabe des § 4 ist, bedarf es nach den in § 2 
auseinandergesetzten Gründen noch eines Existenzbeweises: Unter 
allen gleichseitigen Vielecken mit vorgeschriebener Eckenzahl n und ge­
gebenem Umfang A gibt es eines, dessen Flächeninhalt ^ dem Flächen­
inhalt aller anderen ist. 

Zunächst sieht man mittels einer ganz rohen Abschätzung 
leicht ein: Die Flächeninhalte aller dieser zulässigen n-Ecke liegen unter 
der endlichen Schranke A^: 4. 

Verlegen wir nämlich eine Ecke T^ nach 0. Jede Entfernung 
OTj^ ist dann ^A:2, denn 0 und Tj. sind durch zwei Strecken­
züge verbunden, deren Summe gleich A ist, von denen also sicher 
einer :^A:2 sein muß und um so mehr genügt daher die gerad­
linige Verbindung 01'^. dieser Ungleichheit, da in einem Dreieck 
die Summe zweier Seiten größer ist als die dritte. Da ferner 
^\^ii + i ~ -^'^ ^^^^ ®° haben wir 

I Dreiecksfläche {Of ,T,^J | < J L yi2_ 
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Da anderseits 

I a> I = I Fläche{2'jy2"-^'„2'ji I < W.Maximum | Fläche{02'^2;+i] | 

sein muß, so haben wir wirklich die behauptete Abschätzung 

(*) j a > l < . i ^ ^ 
die sich ohne Mühe noch verschärfen ließe.^ 

Die beschränkte Menge aller Flächeninhalte 0 der zulässigen 
Vielecke hat daher eine kleinste obere Schranke oder „obere Grenze" 
^0 und es bleibt zu beweisen, daß es mindestens ein zulässiges 
Vieleck gibt, dessen Flächeninhalt diesen Wert (p^ hat. Dazu ver­
fährt man so. 

Da es unter den zulässigen Vielecken solche gibt, deren Flächen­
inhalt von der oberen Grenze ^^ beliebig wenig abweicht, so können 
wir eine Folge von zulässigen Vielecken V^, V^, V^, . . . konstruieren, 
deren Flächeninhalte Q)^, (p^, 0^, sich mit wachsender Fuß­
marke k dem Werte 0^ unbegrenzt nähern, was man durch die 
Formel ausdrückt 

LimO»,, = a>(,. 

Dabei kann man durch geeignete Verschiebungen erreichen, daß alle 
diese Vielecke 7̂ ,̂ V^, V^ . . einen. Eckpunkt 0 gemein haben. 

Wir wollen zeigen, daß wir aus dieser Vielecksfolge V^, V^, 
Fg . . . eine Teilfolge von Vielecken herausgreifen können, die gegen 
ein zulässiges Vieleck mit dem Flächeninhalt 0g konvergieren. 

Dazu bezeichnen wir zunächst die Ecken des w-Ecks V^ aus­
gehend von 0 in der richtigen Reihenfolge mit 0 = T^^, Tj^^, . . . 1\,^. 
Die unendliche Punktmenge. T:^^, -T^^, T^^ . . . liegt innerhalb des 
Kreises von 0 mit dem Durchmesser A, hat also sicher mindestens 
einen Häufungspunkt T^^, d. h. einen Punkt, in dessen beliebiger 
Nähe unendlich viele Punkte der Menge liegen, wobei T^^ der Menge 
1̂2 j ^22' 3̂2 • • • selbst angehören kann oder auch nicht. Man kann 

dann aus der Vielecksfolge V^, V^, V^ eine Teilfolge so heraus­
heben, daß die zu dieser Teilfolge gehörigen Eckpunkte T̂ ^ nur den 
einzigen Häufungspunkt T^^ haben, also, wie man sagt, nach T^^ 
konvergieren. Ich will die so gewählte Teilfolge von V^, V^, V^ 
um die Bezeichnung nicht zu verwickelt zu gestalten, wieder mit 
^1' 2̂> ^3 bezeichnen, indem ich aus der ursprünglichen Folge 
nicht brauchbare Vielecke V weggelöscht denke. Die Ecken 1\^, 

• Mit I CP I bezeichnet man bekanntlich die positive Zahl, die gleich oder 
entgegengesetzt gleich (p ist, je nachdem (p > 0 oder < 0 ist. 
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^23' ^33' ^^^ neuen Folge liegen wieder in dem Kreise um 0 
mit dem Durchmesser A, haben also wieder einen Häufungspunkt I[g 
und ich richte durch geeignete Löschungen die Sache wieder so ein, 
daß sie nur diesen Häufungspunkt haben. Wiederholt man dieses 
Löschungsverfahren [n — l)-mal, so erreicht man schließlich eine Viel­
ecksfolge Fj, Fg, Vg mit der Eigenschaft, daß jede der Punkt­
folgen jfj,., Tj,^, ^gj einen einzigen Häufungspunkt ^pj. besitzt: 

Lim T =T„^ für Ä = 1, 2, 

Das Grenzvieleck V^ mit den Ecken T^^, Tg^, . . . T^^ leistet 
das Gewünschte. Zunächst folgt nämlich aus 

daß auch 

sein muß, d. h. daß auch V^ gleichseitig ist und den Umfang A hat. 
Jetzt näüssen wir aus 

Lim 0. = 0g 

noch schließen, daß Vg den Flächeninhalt 0g hat. Jedenfalls 
können wir zu jeder (beliebig kleinen) positiven Zahl s eine natür­
liche Zahl N so finden, daß aUe Entfernungen T./fg^ < a sind für 
k= \, 2, 3 . . . n und für alle j > N. Wir haben nun für den 
Flächeninhalt von Vg, den wir zunächst mit </>(,* bezeichnen wollen, 
und für den Flächeninhalt 0. von V. die Formeln 

n 

^ 0 ~ 2 ' . ^ r O i y 0 7 £ + l ~ S^Oi^OS+l)^ 
71 = 1 

w 

* j = i SJ^jTc VjTc + 1 - yjU ̂ jlc + ll • 

Durch Subtraktion und Zwischenschaltung von zwei sich weghebenden 
Gliedern folgt 

_ ^ _ « j + i^Olcl/olc + l - i/07.^0fc+l) - {^01.¥jlc+l - yOA- '^jk+l)] 

Beachtet man nun, daß 

^Ok ~~ ^jk I < *' I l/ok ~ I/jk 

'3 1 

k o 7 . - ^ j * l < « ' \yok-yjk\<^ 

ist, so fiiidet man 
\0g* - 0.1 <nAe. 
I U J ' 
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Daraus folgt aber das gewünschte Ergebnis 

a ) / = Lima>^.= 0g. 
3 —>- öo 

Vg gehört also zu den zulässigen Vielecken und hat deii Flächen­
inhalt 0g. Der behauptete Existenzsatz ist bestätigt. 

Der vorgetragene Beweis dafür, daß aus 

Vg = Lim V. 
" . 3 

3—>~'>o 

folgt 
Fläche {Vg} = Lim Fläche [V.], 

was wir auch so schreiben können: 

Fläche Lim {F.} = Lim Fläche {r^.j, 
J —>- oo j —>- oo 

stützt sich nur darauf, daß der Flächeninhalt eine stetige Funktion 
der Eckpunktskoordinaten ist. Wir haben also an unsereih spe­
ziellen Beispiel den bekannten Satz bestätigt gefunden, daß bei einer 
stetigen Funktion das Limeszeichen und das Funktionszeichen ver­
tauschbar sind. 

Was wir hier im Ganzen bewiesen haben, ist für unseren Sonder­
fall der Existenzsatz von WEIEESTEASS über stetige Funktionen, der 
für Funktionen von einer Veränderlichen so lautet: Ist eine Funk­
tion auf einer Strecke mit Einschluß ihrer Endpunkte stetig, so er­
reicht sie ihren größten und kleinsten Wert. 

Nach dem Ergebnis des § 4 und dem jetzigen ist nun folgendes 
völlig bewiesen: 

Es sei 0 der Flächeninhalt eines nicht regelmäßigen gleichseitigen 
Vielecks mit gerader Seitenzahl und 0g der Flächeninhalt des regel­
mäßigen positiv umlaufenen Vielecks mit dem gleichen Umfang und 
derselben Seitenzahl, dann ist stets 

Die Beschränkung auf Vielseite mit gerader Seiten- und Ecken­
zahl ist natürlich ganz unwesentlich und wird später beseitigt. 

In diesem Abschnitt haben wir von einem Grenzprozeß An­
wendung gemacht und sind damit aus dem Kreis der Elementar­
mathematik herausgetreten, um auf spätere ähnliche Entwicklungen 
im Falle der räumlichen Geometrie vorzubereiten. Notwendig war 
dieses Hereinziehen höherer Hilfsmittel nicht, wie wir im nächsten 
Abschnitt zeigen wollen, wo wir dasselbe Ergebnis noch einmal auf 
elementarem Weg herleiten werden. 
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§ 6. Gleichseitige Vielecke und trigonometrische Ausdrücke.̂  

Das Ergebnis, w^elches für die gleichseitigen Vielecke auf geo­
metrischem Wege hergeleitet wurde, soll jetzt noch einmal rechnerisch 
gewonnen werden, und zwar auf völlig elementare Art, ohne Ver­
wendung irgendeines Grenzüberganges. Dazu werden uns (endhcbe) 
trigonometrische Ausdrücke dienen, das heißt Ausdrücke von der Form 

f{cp) = Cg-\- c^ cos ff + Cg cos 2 ff 4- . . . 4- c^ cos m (p 

-{- Cj" sin y -1- Cg* sin 2 (f + ...-{- Cm sinmcp. 

Wir wollen 90 gleichentfernte Werte 
2J7: n 2 n ; r , 2 j i 2jr w = , 2 , d , . . . n ' n ' n n n 

durchlaufen lassen und die zugehörigen Werte von f[(p) mit 

f[(p) = z^, z^, z^, ... z^ 
bezeichnen. Nehmen wir zunächst an, n sei ungerade und zwischen 
den natürlichen Zahlen m und n bestehe die Beziehung 

n — 2m -\- 1, 
so ist die Anzahl n der z gleich der Anzahl der Koeffizienten c. 
Schreibt man die z vor, so hat man für die n Unbekannten c die 
n linearen Gleichungen 

(1) p̂ = « 0 + 2 ["^ °°̂  '̂ ^ ^ + '•"* ̂ ™ ^p"?} • 
7i = l 

p = 1 , 2 , 3 , . . . « . 
Wenn wir zeigen, daß die Determinante des Gleichungssystems, deren 
jö-te Zeile aus den Elementen 

. , 2 71 „ 2 r r 2 j r 

1, COS 1 p . cos 2 p , . . . cos m p ; 
. ^ 2n . „ 2 « . 2 « sm 1 p . sm 2 p , . . . sm m p •^ n n ' n 

besteht, von Null verschieden ist, so ist bewiesen, daß das System 
eine und nur eine Lösung in den Unbekannten c besitzt. Wir wollen 
die Determinante mit sich selbst nach Spalten multiplizieren, dann 
stellt sich heraus, daß nur in der Hauptdiagonale der Produkt­
determinante von Null verschiedene Elemente stehen. 

Zunächst gelten nämlich, wie wir zeigen wollen, die Gleichungen 
n 

(2) ^coskp~=-0 für k^l,2,...m. 
, P=i-

' Kann übergangen werden. 
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Man beweist dies am bequemsten mittels der Formel von L. EULEK 

•2 = - l ! . 
l CO 

e — 
Setzt man nämlich 

so ist 

(3) 

Anderseits hat man 

cos <u -i- i sin m , 

tk 

s = e " , 

S = 1 . 

'2^coskp-^ = 3*2*"' 
^ = 1 1 

wenn man mit 'iR{a -{- iß) = a den Realteil bezeichnet. Für die geo­
metrische Reihe gilt aber die Summenformel 

(4) :^«^=*4 1 - s 
i 

und das ist nach (3) gleich Null. Damit ist (2) bewiesen. Ebenso 
findet sich, wenn man den Imaginärteil unserer geometrischen Reihe 
fiir sich betrachtet 

n 

(5) ^sinkp^^^O für k = 1, 2 , ... m. 

Die Formeln (2) und (5) haben, noch einen erweiterten Geltungsbereich: 
Ihre Herleitung bleibt richtig, sobald der Nenner 1 — a in (4) von 
Null verschieden ist, sobald also k kein Vielfaches von n ist. 

Unter den Elementen der Produktdeterminante kommen noch 
andere Summen vor, diese kann man aber mittels der Additions­
theoreme 
,„, cos (a -f- /S) = cos cc coB ß — sin a sin ß, 

sin [a + ß) = sin a cos ß +cosa sin ß 

auf die Summen (2) und (5) zurückführen. 

Mittels (6) ergibt sich nämlich 

COSkp^ COSlp ^ = ^[+ cos{k + l)p^+ cos[k - l)p^^, 

(7) COSÄ;,^^^ sinlp ^ = - i - { + sin(Ä + l)p^~ 8in(Ä - l)P ^] . 

smkp — S i n / ; , - - = .-_ j _ cos(k + l)p±^^ COS{k -l)p^-
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Daher ist nach (2) und (5) 

(8) 

' ^ n 2 2 7t 7 2 TT 

> cos kp — COS Ip 
l. = l 

n 

2 , 27t . , 2 J I 
COS k p — sm Ip —• 

p = l 

271 

r= 0 für k^l, 

1 = 4 - für Ä = 2, 

= 0, 

[ = 0 für /<=!= l, 

1 = ^ für Ä = Z. 
^ s i n Ä j ? -^ sinlp 

i. = l ^ ' l ~ 2 
Dabei durchlaufen k und l die Zahlen 1, 2 , 3 . . . m. 

In der Produktdeterminante sind also tatsächlich nur die Ele­
mente der Hauptdiagonale von Null verschieden, nämlich gleich n 
oder gleich n: 2. Das Quadrat der Determinante des Gleichungs­
systems (1) ist demnach gleich dem Produkt dieser Elemente und daher 
vonNuE verschieden. Somit existiert gerade eine Lösung in den c. Unsere 
Formeln (2), (5), (8) gestatten auch diese Lösung — von def wir später 
keinen Gebrauch machen werden — sofort hinzuschreiben. Man findet 
nämlich 

(9) 

- 2 
2 
n 

, COS k p 
J . = l 

'== — / z^sinkp 

27t 

n ' 

271 

J) = l 

\k==\,2, m . 

Der Inhal t der Formeln (1) ist eine sogenannte lineare Sub­
stitution, die die c mit den z verbindet. Das Schema oder, wie man 
auch sagt, die Matrix der Koeffizienten der Substitution sieht so aus: 

1; cos 1 . 1 

1 ; cos 1 .2 

271 

In 

• w 1 2 7 t 

sm 1 . 1 . — ; 

sin 1 .2 
271 

cos 2 . 1 

cos w . 1 

cos 2 . 2 

. . . cos m . 2 . 

2 7T: 

n 
271 

n 
271 

n 
271 

n 

Sin 2 . 1 . — ; 
n 

sin m . 1 . 

sin 2 . 2 

sin m .2 . 

2n 
n 

2 7l_ 

n ' 
27t 

1 : cos 1 . w. 
2 7t 

sin 1 . n . 
2 71 

cos 2 .n. — , 
n 
271 

. . cos m .n, — 

sin 2 . n 

sin m.n. 

2 71 

IT ' 
271 
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Die in den Formeln (2), (5), (8) enthaltenen Beziehungen zwischen 
den Koeffizienten lassen sich so in Worte fassen: Kombiniert man 
eine Spalte der Koeffizientenmatrix mit sich selber, so erhält man 
ein von Null verschiedenes Ergebnis (nämlich n oder n: 2) und kom­
biniert man zwei verschiedene Spalten, so erhält man immer Null. 
Das sind im Wesentlichen die kennzeichnenden Eigenschaften einer 
sogenannten orthogonalen Matrix. 

Bilden wir die Quadratsumme der z, so finden wir zufolge der 
Orthogonalitätseigenschaften (2), (5), (8) die für alles Folgende grund­
legende Forin el: 

(10) 

Auch diese identische Beziehung ist für die Orthogonalität der Sub­
stitution (1) kennzeichnend, denn aus (10) kann man wieder rückwärts 
auf die Gültigkeit der OrthogonaHtätsbeziehungen (2), (5), (8) schließen. 

Aus (10) kann man ohne weiteres eine etwas allgemeinere Formel 
herleiten, die sich auf zwei verschiedene Größenreihen bezieht. 
Setzen wir 

7/1 

s = ^0+2 {"fi *̂ °̂  ^̂  ̂  + '''* ̂ ™ ̂ p TT} ' 

^P = /o + 2 [^kcoshp^+ y*sinkp?^|, 
7 t = l 

und wenden wir auf die Z^ + IL.^, die Formel (10) an, so erhalten 
wir durch Vergleichung der in l linearen Glieder 

(10* 

Etwas anders fallen die Formeln aus, wenn wir n als gerade 
n •= 2 m annehmen. 

Dann setzen wir 

^p = «̂0 + ci cosp ^ + c^ms2p^+ + c^_^ cos [m - \)p^ 

+ c^Q.osmp^ 

+ «i'̂ sinf ^ + c.;sin2p^+ .. + cj_i sin {m-\)p^. 
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So stimmt wieder die Anzahl n der z mit der Zahl der Koeffi­
zienten c überein. Die Gleichungen (2) und (5) gelten wie vorhin, 
aber die Formeln (8) erfahren eine kleine Änderung, es wird nämlich 

-^ ^ „ „ , ( = " * für k <" m, 
(8') 2 c o s Ä 7 ) ^ c o s Ä B — , , 

P = 1 m ^ ^ \= n. mv k — m. 

An Stelle von (10*) tritt also jetzt die Formel 

n .^ P 
3,= l 

Cp- = coro + c y 
mim 

+ 
m~-X 

Y25'̂ * 
7i = l 

rk + '^k*rk*} (10') 

Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun auf die Vielecke 
anzuwenden haben. 

Die Zahl n der Eckpunkte x , y^ [p = 1, 2, M} sei etwa 
zunächst ungerade. Dann können wir, wie bewiesen wurde, die 
Koeffizienten a und b so wählen, daß die Koordinaten sich in der 
Form darstellen lassen: 

(11) 

2 71 

n ''p = ^o + 2 " ' ^ ^ ° ^ ^ ^ ^ + a*sinkp-
k = l 

m 
7 "^^ 7 I 2 7t , 1 * • 2 71 

^j- = '̂ 0 + 2 *̂ ^°^ ^^ ^ r + *̂ sin a;p - ^ 
A = l 

1, 2 n: n = 2 TW -1- 1. 

Wir wollen nun berechnen, wie sich Umfang und Flächeninhalt 
des Vielecks durch die Konstanten a und b ausdrücken lassen. 

Bilden wir zunächst x ^j — x^ und formen wir uns diese Diffe­
renz etwas um, bis sie die Form annimmt wie früher z^. Wir 
finden: 

771 

î7+i - p̂ = 2 ""^ h ' Ä (p + 1) 4 r - ''°' ^P^] 

+ a/{sinA(f + l ) - ^ - s i n A f 2 r r 

7 i = l 

-}- 1— Oj. sinÄ — ^ + a* (eosÄ—^^— l j | sxnkp—? 

Benutzt man nun die Formel (10), indem man die in den geschweiften 
BLASCHKE, Kreis und Kugel. 2 
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Klammem stehenden Ausdrücke mit den Koeffizienten.c zusammen­
fallen läßt, so erhält man: 

n m 
27X 

11 = 1 k=t 

Vertauscht man die Buchstaben x, a mit y, b, so ergibt sich ebenso 
71 TR 

i2c^...-^/ = 2(V+v )̂(i-°osÄ4f) 
^ = 1 

und durch Addition 

1 ^ 
n 2 ( ^ ^ + 1 - ^ • / + (^. + i - ^ / = 2 K ^ + < ' + ^*' + ^^'')2sin^Ä|-. 

p = 1 s = 1 

Sind alle Vieleckseiten gleich lang, so ist dieser Ausdruck gleich 
dem Quadrat der Vieleckseite oder, wenn A den Umfang bedeutet, 
gleich A^:n^ 

Wir haben also für den Umfang eines gleichseitigen (2 »n -|-1)-Ecks 
die Formel gefunden: 

(12) 

Berechnen wir jetzt den Flächeninlialt c^! Es ist 

20 = ^[x^y^^, -•z/p-'-y+i) = 2 ^ ^ ( y ^ + i - y , ) - 2 y p ( - ^ v + i - ^ ) -

Verwenden wir für x^ ̂ , — x^ den gefundenen Ausdruck und für 
y^ + i ~yp "iß'̂  analogen, den man wieder dadurch erhält, daß man 
X, a durch y, h ersetzt, so findet man durch zweimalige Verwendung 
der Formel (10); 

(13) 2(|> = « 2 ( « , . ^ ; - ^ . O s i n Ä 271 

n 

Bei einem regelmäßigen «-Eck, dessen Umkreis den Halbmesser R 
hat, ergibt sich für Umfang und Flächeninhalt: 

A = 2n7isin —, 

0 = n li^ sin — cos — 
-n n 
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es besteht also die Beziehung: 
7t A^-intg^ 0 = 0. 

° n 
Wenn wir nun beweisen können, daß für jedes andere gleichseitige 
n-Eck die Ungleichheit gilt 

A^-intg^- 0>O, 

SO ist die Minimumeigenschaft des regelmäßigen Vielecks bewiesen. 
Aus unseren Formeln (12) und (13) ergibt sich durch eine leichte 

Umformung 

(14) ^j + ["k^^''h--h*'^osk-tg^ 

A^ - intg^. 0= 2n^y\ + (a,-sink^ + b.cos k^tg^y \ 

'" \ + iK' + /'k*') coŝ  k ^ (tg^ k l - ig-1 

Da hierin rechts lauter nicht negative Glieder stehen, denn es ist 

tg /£ — - tg ^ > 0 für Ä = 1, 2, m, 

('* = 2 m + 1) 

so ist in unserer Formel (14) tatsächlich die Beziehung 

A^-^nig— 0 > 0 

enthalten und es handelt sich nur mehr darum, aus ihr festzustellen, 
wann das Gleichheitszeichen gilt. 

Zunächst ergibt sich aus der Betrachtung des dritten Summan­
den, daß im Falle der Gleichheit alle b^ und b^ für k > 1 ver­
schwinden müssen. Aus dem Verschwinden der beiden ersten, Sum­
manden folgt weiter, daß auch alle a^ = 0, a,* = 0 sind für k > 1 
und daß n^ — i^* = 0 und a^* -|- öj = 0 wird. Wir finden also für 
die Koordinaten der Eckpunkte die Darstellung: 

1 231 . . . 2 « 

X — ß„ = a, cos p b, sm p , 
. 2 . _ , , 27t P - ' ' ^ ' • • ' ^ • 

Das 71-Eck mit diesen Eckpunktskoordinaten ist aber in der Tat 
regelmäßig. 

Bisher haben wir die Eckenzahl n als ungerade n = 2m + 1 
vorausgesetzt und es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die For­
meln ändern, wenn wir n gerade n = 2m annehmen. Aus (10') sieht 
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man, daß man aus den Formeln (12), (13), (14) die für gerades n 
gültigen Formeln einfach dadurch erhalten wird, daß man a^, a^ , 
b , bj der Reihe nach ersetzt durch V2 a , 0,V2 b^, 0. Man erhält 
auf diese Art genau so wie zuvor die Beziehung: 

A-- intg—. 0^0 ° n — 
und erkennt, daß das Gleichheitszeichen nur dann richtig ist, wenn 
sich die Eckpunktskoordinaten in der Form (15) schreiben lassen, 
wenn also das Vieleck regelmäßig ist. Damit ist das gewünschte Er­
gebnis erreicht.^ 

§ 7. Bogenlänge einer Kurve. 

Will man jetzt, ausgehend von der auf zwei verschiedene .Arten 
bewiesenen Maximumeigenschaft der regelmäßigen Vielecke, die iso­
perimetrische Eigenschaft des Kreises beweisen, so ist es zunächst 
notwendig, sich mit den Begriffen „Bogenlänge" und „Flächeninhalt" 
auseinanderzusetzen. Dabei sind gewisse Schwierigkeiten zu über­
winden, die aber im Wesen der Sache liegen. Dafür bildet- das 
Studium dieser Begriffe die Quelle der Infinitesimalrechnung, wie 
man an den ältesten Arbeiten von AECHIMEDES bis zu den neuesten 
Abhandlungen von LEBESGUE bestätigen kann. 

Die im Intervall a^t^b stetigenFunktionen x(i), y[t) geben 
eine Parameterdarstellung 

x^xif), y = y{t) 

einer „stetigen Kurve" K mit dem Anfangspunkt A und dem End­
punkt B. Wir werden von den Funktionen x{t), y[t) stets voraus­
setzen, daß es kein TeiKntervall a^x^ß gibt, in dem die Funk­
tionen, beide konstant sind; wir nehmen also an, daß niemals 
einem ganzen Intervall des Parameters t ein einziger Kurvenpunkt 
zugeordnet ist. 

Nehmen wir auf K irgendwelche Punkte T^, T^, . . . T _ an, 
die den Parameterwerten t^, t^, t^_^ in der Anordnung: 

a<t^<t^ . . . <t^_^<b 

entsprechen! Verbinden wir die Punkte Ä, T^, T^, T _ B der 
Reihe nach durch geradlinige Strecken, so erhalten wir einen der 

' Die Formeln (12), (13) und (14) geben, wenn man den (Grenzübergang 
w - v CO ausführt, in Beziehungen über, die A. HÜRWITZ angegeben bat. Sur 
quelques applicaüons geometriqnes des sdries de FOUEIBK, Annales de l'ecole 
normale superieure (3) 19 (1902), S. 357—408. 



^ 7. Bogenlänge. 21 

Kurve K einbeschriebenen Streckenzug". Die Länge eines Strecken­
zuges, d. h. die Summe aller positiv zu nehmender Strecken ^ 2 \ , 
V * 3 , . . . f~yB sei A. 

Fliegen die Längen A aller K einbeschriebener Streckenzüge unter 
einer endlichen Schranke, so nennt man K streckbar. Die obere Grenze 
aller A nennt man die Bogenlänge L von K. 

Diese Erklärung des Begriffs Bogenlänge, die sich auf die Tat­
sache stützt, daß in einem Dreieck die Summe zweier ßeiten größer 
ist als die dritte, geht im wesentlichen auf AECHIMEDES zurück. In 
neuörer Zeit ist sie von G. PBANO wieder aufgenommen worden. 

Nach der Erklärung des Begriffs „obere Grenze" ist also für 
alle Längen A 

A^L 

und es gibt zu jedem positiven e stets Werte A, die der Ungleichheit 

A> L — s 
genügen. 

Schalten wir zwischen den beiden Punkten A und B auf K einen 
dritten Punkt M ein, der einem Parameterwerte. ^ = m[a <Cfn <. b] 
entspricht, so besteht zwischen den- Bogenlängen der beiden Teil­
bogen, in die K durch M zerschnitten wird, und zwischen der Ge­
samtlänge in leicht verständlicher Bezeichnung die Beziehung 

Ba = Ba + L,a-
Zunächst ergibt sich nämlich aus der Definition der Bogenlänge sofort 

Ba^ Ba + L^, 
da man bei der Annäherung an K auch Streckenzüge benutzen kann, 
die in M keine Ecke haben. Anderseits können wir bei beliebig 
vorgeschriebenem positivem 6 einen K einbeschriebenen Streckenzug V 
so bestimmen, daß für dessen Länge A die Ungleichheit gilt: 

Li -Al<s. 
Nehmen wir zu den Ecken von V noch die M als Ecke hinzu, so 
erhalten wir einen neuei 
Wir haben daher auch 

Ll-A:-Ai<e. 
Deshalb haben wir um so mehr 

La — La — .̂ 771 < s 

für jedes positive «. Das gibt 

J^a ^ -^a -r -''77t 

erhalten wir einen neuen Streckenzug von der Länge Aa -]- A^^Äa 



2? Minimumeigenschaft des Kreises. 

und wegen der zuvor bewiesenen Ungleichheit bleibt nur mehr die 
Möglichkeit 

•i^a — Ba 4- L„ 

offen. Damit ist diese additive Eigemchaft der Bogenlänge bestätigt. 
Eine unmittelbare Folgerung' der Definition der Bogenlänge ist 

die Eigenschaft der Geraden, die kürzeste zu sein; Verbindet man 
zwei Punkte A und B durch eine stetige und streckbare Kurve K, 
die von der Verbindungsstrecke AB verschieden ist, so ist ihre Länge 
größer als diese Strecke. 

Enthält nämlich K einen Punkt M, der nicht der Strecke AB 
angehört, so gilt für die Länge Z von K 

L^ÄM-i- MB 
und die rechte Seite ist nach dem Satz über die Seiteusumme im 
Dreieck ^ AB. Damit ist 

L>lB 
bewiesen. Fällt hingegen K auf die ganz oder zum Teil mehrfach 
überdeckte Strecke AB, so ist der Satz selbstverständlich. 

Betrachten wir jetzt eine geschlossene stetige Kurve K 
x = x{t), y==y{t), a ^ t ^ b , 

x(a) = x(b], y[a)=y{b). 
Man kann die Beschränkung von t auf das Intervall a ^ t ^ b auf­
heben, wenn man festsetzt, daß die Funktionen x[t),y{t) die Pe­
riode b — a haben sollen, d. h. daß 

x[t-\-b- a) = x{t), y{t + b - a) = y(t) 

sein soll für alle Werte von t. Durch eine lineare Substitution 

cp =pt -\- q 
können wir erreichen, daß das Intervall a^tr^b in das Inter­
vall 0 ^ q p ^ 2 7 r übergeführt wird. Ersetzen wir t durch cp, so 
erhalten wir zwei stetige Funktionen 

^ = ^(^f)» y = yW) 
von der Periode 2 n. Setzen wir überdies 

I = cos ^ , ?/ = sin 9), 
so durchläuft der Punkt | , »; den Einheitskreis. Jedem Punkt dieses 

' Kreises entspricht ein bis auf Vielfache von 2 % bestimmter Wert 
des Parameters cp und diesen Parameterwerten entspricht ein ein­
ziger Punkt auf K Wir können deshalb unsere Erklärung der 
stetigen geschlossenen Kurve mehr geometrisch so fassen: 
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Unter einer stetigen und geschlossenen Kurve versieht man das 
eindeutige und stetige Abbild eines Kreises. 

Eine solche Kurve braucht also nicht eineindeutiges Abbild 
eines Kreises zu sein, sie kann z. B. die Gestalt einer Acht haben, 
also einen Doppelpunkt besitzen — oder auch ganz auf eine (mehr­
fach bedeckte) Gerade fallen (z. B. x = cos cp, y = 0). 

Nun haben wir zu erklären, was unter dem Umfang einer ge­
schlossenen Kurve verstanden werden soll. Dazu fassen wir unsere 
geschlossene Kurve K als Kurvenbogen auf, dessen Anfangspunkt A 
und Endpunkt B, die den Pararaeterwerten t = a,b entsprechen, 
zusammenfallen. Die Länge L^ dieses Kurvenbogens ist definiert 
und sie soll der Umfang L von K heißen: 

L=L\. 

Ich behaupte, L ist unabhängig von der Wahl des Punktes A = B 
auf K, oder in Zeichen 

jb jb+ c 
^a — -Lia + c-

Zerlegen wir nämlich links und rechts nach unserer Regel über die 
Addition von Bogenlängen, so haben wir zu zeigen, daß 

La -{- La + c— •L'a + c-T-^b 

oder 
-ra + c -rb + c 

La = -Lib 

ist. Diese letzte Gleichung ist aber wegen der Periodizität tat­
sächlich erfüllt. 

Man kann dieser Erklärung des Umfanges nun auch noch eine 
andere Wendung geben: Man zeichne irgend ein K einbeschriebenes 
Vieleck, d. h. ein Vieleck, dessen Ecken in der richtigen zyklischen Reihen­
folge auf K liegen. Ist die obere Grenze L der Umfange A aller 
dieser einbeschriebenen Vielecke V endlich, so heißt K streckbar und 
L ist der Umfang von K. 

§ 8. Annäherung einer Kurve durch Vielecke. 

Nehmen wir jetzt wieder einen streckbaren Kurvenbogen K 

x = x{i), y^y{t); a ^ t ^ b , 

dessen Anfangspunkt A und Endpunkt B nicht notwendig zusammen­
fallen sollen. Wir zeigen, daß die Annäherung der Bogenlänge L 
von K durch die Längen A der eingeschriebenen Streckenzüge in 
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gewissem Sinne gleichmäßig erfolgt. Es sei nämlich V ein solcher 
eingeschriebener Streckenzug, dessen Ecken den Parameterwerten 

a = tg<t.^<t,^... <t„ = b 

entsprechen. Dann gilt folgender Satz: 
Man kann zu jeder positiven Zahl e eine positive Zahl 8 so be­

stimmen, daß die Länge A jedes eingeschriebenen Str&ckenzugs V von 
der Länge L von K um, loeniger abweicht als s 

L - A < s, 

sobald nur alle Parameterunterschiede 

t^-tu-i<S; k=l,2...n 
sind. 

Kürzer aber weniger scharf ausgedrückt: Die Annäherung des 
Umfangs durch einen eingeschriebenen Streckenzug ist beliebig genau, 
wenn nur die Ecken des Streckenzuges dicht genug liegen. 

Man beweist das etwa so. Nach der Erklärung von L kann 
man einen K einbeschriebenen Streckenzug V' finden, dessen Länge .^' 
sich L beliebig nähert: 

L-A'<^-

Tg = A,T^',T^...,T:^==B seien die Ecken von V\ Wählen wir 
dann § zunächst kleiner als alle Parameterunterschiede 

^ < ( i ' — 4 ' - i ; k=l,2...m, 

so liegt „zwischen" zwei aufeinanderfolgenden Ecken T/^_ ^, T^' von V 
sicher mindestens eine Ecke T^ von V. Der Streckenzug V", der 
sowohl die Eckpunkte von Fwie die voii F'enthält, hat eine Länge t " , 
für die 

A"^A' und daher L-A"< — 

ist. Es sei nun ? / zwischen den Ecken T^ und 2',.^.i gelegen. Dann 
können wir wegen der Stetigkeit von K durch geeignete Wahl von ä 
die Entfernungen T/F^' und T^'T^ + i kleiner als eine beliebig vor­
gelegte positive Zahl TJ machen. Es ist dann 

Daraus folgt 

B-A<-^^2rim. 
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Wir können'nun S so wählen, daß 

' im 
wird und dann haben wir 

L - A<e 

erreicht, wie wir es haben wollten. 
Betrachten wir nun insbesondere die Annäherung durch gleich­

seitige Streckenzüge. Schließen wir den Anfangspunkt A von K in 
eine Kreisscheibe vom Halbmesser Q ein, die Aznm Mittelpunkt hat, 
und wählen -wir Q SO klein, daß K nicht ganz in diese Kreisscheibe 
hineinfällt. Den ersten Punkt von K, d. h. den Punkt, der dem 
kleinsten f-Wert entspricht und auf dem Rande der Kreisscheibe 
liegt, nennen wir 2'̂ . Um T^ als Mittelpunkt beschreiben wir neuer­
dings eine Kreisscheibe von demselben Halbmesser Q und nennen 
den ersten auf 2'̂  folgenden Punkt, der auf dem Rande dieser 
zweiten Scheibe liegt, 1\. So fahren wir fort und erhalten einen 
gleichseitigen K einbeschriebenen Streckenzug von der Seitenlänge Q. 
Da die Länge dieses Streckenzuges kleiner sein muß als die Länge L 
des streckbar vorausgesetzten Bogens K, so müssen wir nach endlich 
vielen Schritten zu einem Punkt T^ kommen [p<iL:Q\ mit der 
Eigenschaft, daß der Teilbogen von K zwischen T^ und B in die 
Kreisscheibe um den Mittelpunkt T^ mit dem Halbmesser Q ZU 
liegen kommt. Verbinden wir nun die Punkte A, T^, T^,,. .,T^, B 
der Reihe nach durch geradlinige Strecken, so erhalten wir einen 
Streckenzug V^, der K einbeschrieben ist und dessen p erste Seiten 
von der Länge Q sind, während die letzte g p ist. 

Nun wollen wir folgendes beweisen: Man kann o so Mein wählen, 
daß die zu den Eckpunkten A = Tg, T^..., T^,Tpj^x=B gehörigen Para­
meterunterschiede 4 +1 — t^ alle kleiner als eine beliebig vorgeschriebene 
positive Zahl 3 werden: 

tk + i-t^<ä für Ä = 0,,1, 2 ...f. 

Das sieht man etwa so ein: Man zeichne einen Streckenzug V 
mit den Ecken A = Tg ,T.^,...T,^ + i= B, so daß die zugehörigen 
Parameter unterschiede i'y. + \— ' , / < S:2 sind. Da wir annehmen, daß 
keinem Teilintervall ci^t-^ß ein einziger Punkt von K entspricht, 
so können wir, V so wählen, daß keine zwei aufeinanderfolgenden 
Eckpunkte 2',/ und ji^^+i zusammenfallen. Nehmen wir dann 2(> 
kleiner an als die kleinste Seitenlänge von V, so liegt zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Ecken T' mindestens eine Ecke T und 
daher sind alle Differenzen 4 + L — ^,.< S, wie wir es haben wollten. 
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Der Streckenzug V^ ist wegen T B ^ o im allgemeinen nicht 
gleichseitig. Ersetzen wir aber diese letzte Seite durch einen Strecken­
zug mit 2 oder 3 Seiten von der Länge Q, so erhalten wir an Stelle 
von V^ einen gleichseitigen Streckenzug /*, bei dem wir z. B. die 
Gesamtzahl der Seiten als gerade voraussetzen können. V* ist dann 
nicht mehr in dem früheren Sinn K einbeschrieben, da die ein oder 
zwei Ecken von K zwischen T und B im allgemeinen nicht auf K 
liegen werden. Nehmen wir A = B, also K geschlossen, so unter­
scheiden sich die Flächeninhalte der Vielecke V^ und V* um den 
Flächeninhalt des Drei- oder Vierecks mit den Ecken T , B und 
der neuen oder den neuen Ecken von V*, also nach der Abschätzungs­
formel (*) von S. 10 um weniger als 4()^, während die Umfange um 
weniger als 3 o verschieden sind. 

Aus dem an der Spitze dieses Paragraphen stehenden Satzes 
können wir jetzt schließen: Ist s beliebig klein und positiv vorgeschrieben, 
so können wir die Seitenlänge p eines K annähernden gleichseitigen 
Vielecks V* mit gerader Eckenzahl stets so wählen, daß zwischen den 
zugehörigen Umfangen die Ungleichheit gilt 

L — A*< «. 
Nun sind wir mit unseren Vorbereitungen, soweit sie die Bogen­

länge oder den Umfang betreffen, zu Ende und wir wenden uns zur 
Untersuchung des Begriffs „Flächeninhalt"- Dazu brauchen wir noch 
eine Vorbereitung. 

§ 9. Funktionen beschränkter Schwankung. 

Die stetige Kurve K 

x = x[t), y==y[t), a^t^b 
sei streckbar. Welchen Bedingungen müssen dann die Funktionen 
x(t) und y{t) genügen? Es muß die Summe i 

^iFiiJ-^Jf>^\r + {y (',)"- y [tk - i)f •, 

für alle Intervallteilungen 

« = ' , , < ^ < 2̂ < • • • < 'T, = '̂ 
beschränkt sein. Nun ist 

Vlx(g -x[t^_,f -fWW^liW^^ S IX(g - X(4-1) I, 

^\y{t^~y[tk-i)\. 

> Die Quadratwurzeln sind s.t&ts positiv auszuziehen! 
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Wir finden also: Die Funktion x{t) muß die Eigenschaft haben, 
daß für alle Intervallteilungen die Summe 

i;i^('.)-^('.-i)i 
J : = 1 

beschränkt ist. Solche Funktionen hat zuerst L. SCHSEFEE betrachtet 
und 0. JOEDAN hat sie Funktionen von beschränkter Schwankung ge­
nannt. 

Es gilt also der Satz: Soll eine stetige Kurve K 

x = x{t), y=y{t), a^t^b 
streckbar sein, so müssen die stetigen Funktionen x [t), y (t) von be­
schränkter Schwankung sein. 

Beachtet man nun die Ungleichheit 

y|x (g - X (/,_i)!^ -I- [g [t,] -y [t^_^f ^ IX (y - X [t^_ J I + |y (g - 2/ ( ,̂_ j I, 

so sieht man: Biese Bedingung ist auch hinreichend. 
Wir wollen nun folgenden bekannten Lehrsatz beweisen. Jede 

stetige Funktion f[t) von beschränkter Schwankung kann als Bifferenz 
zweier stetiger und nicht abnehmender Funktionen 

f(t)=^q.{ti-^[l) 
dargestellt werden. 

Es sei ß ^ ? ^ ;S ein beljehiges Teilintervall von a^t^b. Wii-
teilen es in beliebig viele Teüe 

und bilden die Summe 

'k\m-f^'k-i)\-
. fc=i 

Die nach unseren Annahmen über f endliche obere Grenze aller 
dieser Summen für alle Einteilungen sei mit 

Sif 
bezeichnet. Es ist das nichts anderes als die Bogenlänge der stetigen 
Kurre 

die ganz auf die a;-Achse fällt, zwischen den Punkten t = a und t = ß. 
Nun ist 

Si^cp[tl 
eine monoton wachsende, stetige Funktion. Die Monotonie ergibt 
sich nämlich unmittelbar aus der für die Bogenlänge bewiesenen 
additiven Eigenschaft 

e r ' I Qt -k-h CT' + Ä 
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Aus dem zu Beginn von § 8 bewiesenen Satze ergibt sich ferner, 
daß für Ä < () die Differenz' 

S\*^-\f{t + h)~f{t)\<e 

ist. Denn der erste Posten links bedeutet eine Bogenläng;e und der 
zweite die Länge des einseitigen eingeschriebenen Streckenzuges. 
Wir haben also 

cp{t + h] -cp{t) = S\ + ''<t + \f{t + h)-f{t)\, 

und wegen der Stetigkeit von f kann die rechte Seite beliebig herab­
gedrückt werden durch genügend kleine Wahl von h. cp (t) ist dem­
nach tatsächlich stetig. 

Die stetige Funktion 

^fit)-<p{t)-f{t) 

ist aber, wie man leicht sieht, ebenfalls nicht abnehmend. Denn 
nach der Definition von cp ist für K < j? 

cp(ß)-cp[a) = Si^\f{ß)-f{cc)\. 

Damit ist also die gewünschte Darstellung 

f{t) = cp[t)-^[t) 
gefunden. 

Die Umkehrung des bewiesenen Satzes ist trivial: Eine lineare 
Kombination von monotonen Funktionen ist eine Funktion beschränkter 
Schwankung. 

§ 10. Flächeninhalt einer geschlossenen Kurve. 

Es sei K eine geschlossene stetige und streckbare Kurve 

x = x[t), y = y[t); a^t^b, x{a) = x{b), y(a)=.y{b). 

Schreiben wir der Kurve ein Vieleck ein, dessen Ecken A = Tg, T^., 
^2 • • • > "Pn— -^ — -^ <̂ en Parameterwerten 

a^h<h<t^<...<t^=b 

entsprechen mögen. Die Parameterunterschiede sollen die Un­
gleichheiten befriedigen 

h-h-^<S\ k=\,2,...n. 

Wir beweisen: Ber Flächeninhalt 0 jedes K eingeschriebenen Viel­
ecks unterscheidet sich für genügend kleines S um beliebig wenig von 
einer Zahl F, die wir den Flächeninhalt von K nennen wollen. 
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Es ist nach § 3 

2<^ = 2^(' .-i)j/(g-j/(^,_,)^(0 

= i;^('7.-i){y(g - yih-^fi - S y (',-i)(^(y -^[t,-Ji. 

Wir behandeln jeden der beiden Posten rechter Hand für sich. Nach 
§ 9 können wir die Punktion y (t), die von beschränkter Schwankung 
ist, da, K streckbar sein soU, in zwei monotone Bestandteile zerlegen 

y{t) = cp{t)-rlj[t) 
und erhalten 

-i;^('.-i){^(o-^('.-i)!-

Von den beiden Summen rechter Hand zeigt man aber genau wie 
beim gewöhnlichen Existenzbeweis für das bestimmte Integral 
RiEMÄNNS — wir kommen darauf in § 13 zurück —, daß sie sich 
bei verfeinerter Einteilung, d. h. bei abnehmendem S bestimmten 
Grenzwerten nähern. Genau das Entsprechende gilt für den zweiten 
Posten in dem obigen Ausdruck für 2 0 und damit ist unsere Be­
hauptung bewiesen. 

Aus dem eben Gefundenen und aus den Ergebnissen des § 8 
können wir schließen: Ist s eine beliebig kleine, aber positiv vor­
geschriebene Zahl, so können wir die Seitenlänge Q eines K annähernden 
gleichseitigen Vielecks V* so wählen, daß für die Flächeninhalte F und 
0* von K und V* die Ungleichheit gilt 

\F- 0*\ < « . 

Man kann es dabei z. B. so einrichten, daß die Eckenzahl von V* 
gerade ausfällt. 

Bei unserer Definition des Flächeninhalts einer stetigen ge­
schlossenen und streckbaren Kurve ist wieder der Umlaufsinn der 
Kurve, nämlich der Durchlaufungssinn, der wachsenden Werten des 
Parameters t entspricht, wesentlich. Einer Änderung des Um­
laufsinnes entspricht der Vorzeichenwechsel des Flächeninhalts. 
Ähnlich wie beim Flächeninhalt von Vielecken (§ 3) können wir auch 
hier die additive Eigenschaft des Flächeninhalts bei krummliniger Be­
grenzung feststellen: Haben zwei stetige geschlossene und streck­
bare Kurven K^ und K^ mit den Flächeninhalten î j und F^ ßinen 
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Kurvenbogen gegensinnig gemeinsam, so ist der Flächeninhalt F der 
Kurve K, die man durch Vereinigung von Zj und K^ und Löschung 
des gemeinsamen Bogens erhält, gleich 

F=F^ + F^. 

Das ist eine unmittelbare Folge der entsprechenden Vieleckseigenschaft 
(Vgl. § 3, Fig. 4, S. 7). 

§ 11. Lösung der isoperimetrischen Aufgabe in der Ebene. 

Zwischen Umfang A und Flächeninhalt 0 eines regelmäßigen 
und positiv umfahrenen w-Ecks besteht, wie man leicht nachrechnet 
und wie in § 6 schon einmal benutzt wurde, die Beziehung 

A^'- Anig—.0 = 0. 
n 

Wie sich aus § 5 ergibt und wie wir_ noch einmal in § 6 gezeigt 
haben, gilt, wenigstens für gerades n, für jedes andere ?̂ i-Eck 

4 n t g - . 0 > O . 

In jedem Fall haben wir also 

y i ^ - 4 « t g - . 0 s = O . 

Nun können wir aus dieser Ungleichheit eine neue, schwächere 
herleiten, die aber den Vorteil hat, daß die Eckenzahl n in ihr nicht 
mehr vorkommt. Setzen wir in dem Faktor 

4 n t - ^ 

für den Augenblick 

so haben, wir 

4 72 tg ^ : 
° n 

•P, 

• Au^^ 

Fig. 6. 

(vgl. die Fig. 6) 

ist, so ergibt sich 

Da nun für Q <p <~ bekanntlich 

igp >p 

4 « t g ^ > 4 ; r 

und unsere Ungleichheit geht in die neue über. 

(*) ^ 2 - 4 j r 0 > O . 
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Es sei nun K eine geschlossene streckbare stetige Kuj-ve, 
L ihr Umfang und F ihr Flächeninhalt. Ich behaupte: Aus der 
eben hingeschriebenen Ungleichheit folgt, .daß auch 

L-- 47[F^Ö 
sein muß. 

Wir können auf die am Schlüsse von § 8 beschriebene Art ein 
K annäherndes gleichseitiges Vieleck V* mit gerader Eckenzahl 
zeichnen und könnten nach dem dort bewiesenen Satze und nach 
dem Ergebnis von § 10 die Seitenlänge () von V* so klein wählen, 
daß sich Umfang A* und Fläche 0* von V* gleichzeitig um beliebig 
wenig von L und /'' unterscheiden. Wäre nun 

L-- 4iiF<0, 
so könnten wir V* daher so bestimmen, das auch noch 

A*^- An0* <0 
ausfiele, im Widerspruch zu unserem Ergebnis (*) über gleichseitige 
Vielecke. 

Es handelt sich,nur noch darum festzustellen, wann in derBeziehung 
L-- AnF^Q 

das Gleichheitszeichen gilt. Ist K ein positiv umlaufener Kreis, so ist 
L ==2<jir und F='jir^, 

wenn r den Halbmesser bedeutet, also in der Tat 

L--A7iF=0. 
Ist hingegen K •eine andere stetige geschlossene und streck­

bare Kurve, so kann man zu ihr durch das in § 1 beschriebene 
Viergelenkverfahren eine neue solche Kurve K' finden, für deren 
Umfang_i' und Flächeninhalt F' die Beziehungen gelten 

L = L', F<F', 
so daß 

L^- 47iF> L'^- inF' 
ausfällt. Nun haben wir gezeigt, daß 

L'--47iF'^0 
sein muß, und daraus folgt 

L-^-47tF>0. 
Wir haben also im ganzen schließlich folgendes Ergebnis erzielt: 
Es sei K eine stetige, geschlossene und streckbare ebene Kurve, 

L ihr Umfang und F ihr Flächeninhalt. Bann ist stets 
L-—i7tF^0 

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn K ein positiv 
umfahrener Kreis ist. 
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Das ist die scharfe Fassung'des Satzes von der isoperimetri­
schen Eigenschaft des Kreises. Es folgt nänjlich daraus sofort: 

Unter allen zulässigen Kurven K gleichen Umfangs hat der positiv 
umfahrene Kreis den größten Flächeninhalt. 

Oder auch: 
Unter allen zulässigen Kurven vorgeschriebenen Flächeninhalts hat 

der Kreis den kleinsten Umfang. 
Wir haben den Satz in größter Allgemeinheit bewiesen, da wir 

für die Vergleichskurven K nur so viel vorausgesetzt haben als nötig 
ist, damit die Begriffe „Bogenlänge" und „Flächeninhalt" einen 
Sinn haben. Der Gedanke des Beweises ist im wesentlichen der 
alte von STEINEE herrührende. Nur haben wir ihn so gewendet, daß 
dabei die Existenzfrage mit erledigt wurde und haben uns nicht davor 
gescheut, in die Geheimnisse der Begriffe „Bogenlänge" und „Flächen­
inhalt" einzudringen. Freilich mußte dabei die ursprüngliche Me­
thode so in das Prokrustesbett der Änalysis hineingezwängt werden, 
daß die frühere Einfachheit stark gelitten hat. Was hätte der alte 
STEINEE, der kein Freund übertriebener Höflichkeit war, zu einer 
solchen Behandlung gesagt? Günstigstenfalls hätte er Faust zitiert: 

Da wird der Geist Euch wohl dressiert, 
In spanische Stiefeln eingeschnürt, 
Daß er bedächtiger so fortan 
Hinschleiche die (Jedankenbahn . . . 
Wer will was Lebendigs erkennen und beschreiben. 
Sucht erst den (Jeist herauszutreiben, 
Dann hat er die Teile in seiner Hand, 
Fehlt leider! nur das geistige Band. 

§ 12. Anwendungen. 

Sind vier Strecken ŝ , s^, .?g, .«r̂  gegeben, von denen jede kleiner 
ist als die Summe der drei anderen, so gilbt es Vierecke, die der 
Reihe nach diese Seitenlängen haben. Man kann auch ein einem 
Kreise einbeschriebenes Viereck finden, wie man auch kurz sagt 
ein „Sehnenviereck", dessen Seitenlängen der Reihe nach die vor­
geschriebenen Werte haben und dessen Ecken auf einem Kreise 
liegen und bei einmaligem positiven Umlauf des Kreises in der rich­
tigen Reihenfolge durchlaufen werden. Aus der Ähnlichkeit der 
Dreiecke (vgl. die Fig. 1) ABE und CBE folgt nämlich, wenn wir 

setzen: ^ = ^ ^^«^ ^ ^ = ^ 

^••{h + y) = h-h^ 
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Daraus ist 
O-j St ~p Sa So 

X = s.^ — i - | \ ^ 

.y 3 Q 2 _ Q 2 

Man kennt also, sobald die Viereckseiten s gegeben sind, in dem 
Dreieck CDE alle Seiten und kann daher dieses Dreieck und mit 
ihm das Sehnenviereck konstruieren. 

Fig. 8. 

Nun wollen wir beweisen: Unter allen Vierecken mit den vor­
gegebenen Seitenlängen hat das konstruierte Sehnenviereck den größten 
Flächeninhalt. 

Das ergibt sich nach STEINEE unmittelbar durch eine Art Um­
kehrung des Viergelenkverfahrens aus der bewiesenen Maximum­
eigenschaft des Kreises. Sei nämlich A'B'CB' ein anderes Viereck 
mit denselben Seitenlängen, so können wir die vier Segmente, die 
die vier Seiten s^, s^, s^, s^ mit dem ABCB umschriebenen Kreise K 
begrenzen, kongruent und gleichsinnig übertragen und anheften an 
die entsprechenden Seiten von A'B'C'B', wo sie sich zu einer vier­
mal geknickten Kurve'X' aneinander fügen (vgl. die Fig. 8). Nach 
dem isoperinietrischen Satze ist der Flächeninhalt von K' kleiner 
als der von K. Da die Segmente angeändert geblieben sind, muß 
also auch die neue Vierecksfläche kleiner sein als die alte, w. z. b. w. 

Man kann dies natürlich auch direkt einsehen, ohne den Um­
weg über die weit verwickeitere Kreiseigenschaft, nämlich z. B. auf 
folgende Art. Für den Flächeninhalt F gilt die folgende Formel: 

F- = {S - .9j) [S - Sj) {s - s^) (s - sj - s^ *3 «3 s^ cos^ &, 

in der für 
1̂ + 2̂ + «3 + *4 = 2 s 

gesetzt ist und i9- das arithmetische Mittel zweier gegenüberhegender 
BLASCHKE, Kreis und Kugel. 3 
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Außenwinkel bedeutet.^ Aus dieser Formel sieht man, daß F"^ für 

D,. '^ 

rr = — . 
2 

d. h. für den Fall des Sehnenvierecks ein Maximum wird. 
Nimmt man diese Maximumeigenschaft des Sehnenvierecks als 

bewiesen an, so kann man das in § 1 erklärte Viergelenkverfahren 
ein wenig verallgemeinern, indem man an Stelle der dort verwendeten 
symmetrischen Vierecke beliebige Gelenkvierecke setzt. Man hat 
bei der Anwendung dieses allgemeineren Viergelenkverfahrens den 
Vorteil, daß man sich das Symmetrischmachen der geschlossenen 
Kurven erspart. Dagegen hat die besondere Methode des § 1 das 
voraus, daß die langweilige Rechnung vermieden wird, die zu der 
obigen Formel für F^ führt. 

Mit dem allgemeineren Viergelenkverfahren kann man sofort 
beweisen: Unter allen n-Ecken mit der Reihe nach vorgeschriebenen 
Seitenlängen kann bloß das n-Eck ein Maximum des Flächeninhalts 
haben, dessen Ecken derart auf einem Kreise liegen, daß sie bei einem 
positiven Umlauf des Kreises einmal in der richtigen Aufeinanderfolge 
durchlaufen werden. 

Daß aber bei dieser Aufgabe tatsächlich ein Maximum existiert, 
beweist man durch genau dieselben Überlegungen wie in § 5. So 
ergibt sich auch die Existenz eines Sehnen-w-Ecks mit vorgegebenen 
Seitenlängen. 

Aus der isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises folgt ohne 
weiteres die Lösung des folgenden, ein wenig allgemeineren Pro­
blems: Zwei verschiedene Punkte A und B sind durch eine ge­
gebene streckbare Kurve K^ verbunden. Man soll eine streckbare 
Kurve K^, die B mit A verbindet und gegebene Länge hat, so be­
stimmen, daß die geschlossene Kurve K^+K, = K möglichst großen 
Flächeninhalt hat. 

Man findet für K^ einen Kreisbogen. 

§ 13. Über den integraibegriff. 

Wir haben in den §§ 7 - 1 0 die Begriffe Bogenlänge und 
Flächeninhalt ganz unabhängig voneinander behandelt und einige 
Eigenschaften dieser sogenannten „Integralinvarianten" hergeleitet. 
Man kann aber, wie jetzt in Kürze auseinandergesetzt werden soll, diese 

' Wegen der Herleitung dieser Formel vgl., man etwa: G. HESSBNBBRO, 
Übene und sphärische Trigonometrie. Sammlung Göschen, Berlin u. Leipzig 
1914, S. 96. ' f 6 
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Begriffe auch unter einen Hut bringen durch eine geeignete Erwei­
terung des Integralbegriffes von RIEMANN. 

Nehmen wir zwei Funktionen / ' und gl Die Funktion f{t) 
hänge von einer Veränderlichen ab und sei im Intervall a ^ t ^ b 
erklärt, g [s, t) enthalte zwei Veränderliche und sei im Dreieck 
a ^ s ^ b, s ^ ^ ^ f i erklärt. Über diese Funktionen machen 
wir folgende Annahmen: 

I. f{t) ist stetig. 
II. g [s, t) ist nicht negativ: 

g [s, t) ^ 0. 

III. Aus 1̂ < ifg < <3 soll folgen: 

IV. Für jede Einteilung 

a = tg<t^<t^ . <t^^b 
des Intervalls a ^ t -^b in beliebig viele Teile soll stets 

9{h, h) + 9{\, 2̂) + • • • + ^ ( ^ . - 1 , 0 ^ G 
unter einer endlichen Schranke G verbleiben. 

y . g [s, t) ist stetig und verschwindet für .s = t. 
Unter diesen Voraussetzungen gilt der folgende Existenzsatz: 
Bildet man zu einer Intervallteilung 3 

die Summe 

1 

wo?in 

' i — 1 = '•k = hc 

ist, so unterscheidet sich diese Summe um beliebig wenig von einem 
Grenzwert J, sobald nur das größte Teilintervall von 3 genügend 
klein ist: 

I *% — '^ I < *' •^6"^, I 4— ^k-i I < ^• 

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie beim gewöhnlichen 
Integral. Deuten wir ihn kurz an! 

Wir wählen zunächst die Zwischenpunkte TJ. auf besondere 
Art, nämlich so, daß an dieser Stelle f{t) seinen kleinsten Wert 
(p{t^^i, t^ im Teilintervall t^_^^ t ^ t^^ annimmt. Die entstehende 
Sumine sei mit ^ 8 bezeichnet: 

n 

r 
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Fügt man zu den schon vorhandenen Teilungspunkten /̂  noch neue 
hinzu, so nimmt, wie aus III. geschlossen werden kann, ^ 3 nicJtit ab. 

Die obere Grenze aller ^ 8 ^^^ ^^^ Teilungen! ß ist wegen I. 
und IV. endlich; sie sei mit J bezeichnet. Wir wollen zeigen, daß 
dieses -/ die verlangten Eigenschaften hat. 

Zunächst kann man nach der Definition der oberen Grenze 
eine Teilung 3 ' 

a = 'g' < t; <t^ < < ^; = b 
auffinden, so daß 

• / - 2 8 ' < f 
wird, wenn « > 0 beliebig klein vorgeschrieben ist. Sei dann Q 
eine zweite Teilung 

a = tg<t,<t^ .. <t,^ = b 

so eingerichtet, daß alle Teilinfervalle von 3 kleiner sind als d, wo 
d >Q zunächst kleiner als alle Teilintervalle von 3 ' bestimmt 
werden möge, dann Hegt höchstens ein 'Teilungspunkt t^ von .3 ' 
zwischen zwei aufeinander folgenden t _^, t^ von ^ 

t,-^^t;^t^. 

Bilden wir nun die Zerlegung 3 -f- 3 ' , die die Teilungspunkte von 
3 und die von 3 ' enthält, so ist 

, , 2 s + 8' = Ss'; 
also auch 
(1) • ^ - 2 8 + 8 ' < i 

Jetzt gelingt eine Abschätzung der Differenz 

Es ist nämlich 

2 8 4-8' — 2 8 

=2(9^(^^-1, t;)9%-„ t;) + cp[t;, t^g[t;, tycp[t^_^, t;,g{t^_^, g j . 

Wir können aber wegen V. ö so klein wählen, daß alle 

9{t,-x, t;), g[t;,t^), g[t^_^, t^XQ 

ausfallen. Dann haben wir 

2 8 -f 8' — 2 8 < 3 () «• Maximum | f[t) | . 
Wir können also die Differenz, da wir Q durch geeignete Wahl von d 

behebig herabdrücken können, beliebig klein machen: 

2̂) 28 + 8'-28 < i 
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Aus I. und IV. folgt, daß-wir auch 

(3) ss.-y.8<^ 
machen können durch genügend kleines §, und aus (1), (2) und (3) 
folgt das gewünschte Ergebnis 

I / - 5 s | < 6. 

Füi- den damit erklärten Grenzwert J gilt genau ebenso wie 
für den besonderen Fall der Bogenlänge die leicht zu bestätigende 
additive Eigenschaft 

d a + " !) = J a' 

Der früher erklärte Begriff der Bogenlänge ist tatsächlicli ein 
Sonderfall des eben angeführten „Integralbegriffs" J. Nimmt man 
nämlich für die Funktionen /".und g 

f[t) = 1 und g [s, t) = i{x (0 - X [s)) -+[y[t)-y (..)) '^ . 

wo x{t), y[t) stetige Funktionen von beschränkter Schwankung sind, 
so sind alle unsere Voraussetzungen I.—V. befriedigt und die jetzt 
allgemein bewiesenen Sätze geben durch Spezialisierung die früheren 
über die Bogenlänge. Wir wären systematischer vorgegangen, wenn 
wir mit dem jetzt gewonnenen Integralbegriff begonnen hätten. Doch 
hat die gewählte Anordnung vielleicht den Vorteil leichterer Ver­
ständlichkeit, während es abschreckend wirken müßte, die Forde­
rungen I . ^ V . an die Spitze zu stellen, als wären sie vom Himmel 
gefallen. 

Wie ordnet sich der Begriff Flächeninhalt unserem Integral­
begriff unter? Lassen wir f[t) als behebige stetige Funktion und 
setzen wir an Stelle von g{s, t): 

g{s, t) = <p{t)- cp{s), 

wo cp eine stetige und monotone, nicht abnehmende Funktion be­
deutet. Dann sind wieder unsere Bedingungen I.—V. erfüllt. Man 
schreibt in diesem Falle für 

n n 

J\ = Lim 2 / ' ( ^ J 9 [ik-i > ^) = Lim 2 f{r,) {y (0 - cp [t,_,)\, 
1 1 

nach STIELTJES kürzer 
b 

'rl=ff{t)dg[t). 
a 

Auf solche STIELTJBS-Integrale haben wir in § 10 den Begriff 
Flächeninhalt zurückgeführt. 
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§ 14. Geschichtliches, Literatur. 

Eine Geschichte der „Isoperimetrie" hätte im grauen Altertum 
bei der Königin DIDO von Karthago zu beginnen und müßte hinauf­
führen bis zum Herrn Geheimrat HBEMANN AMANDUS SCHWAEZ in Berlin. 
Soweit wollen wir unsere Ziele nicht stecken: Zum Abschluß dieses 
ersten Teiles seien nur einige wenige Literaturangaben zusammen­
getragen, die nicht den geringsten Anspruch auf Vollständigkeit 
erheben. 

Im Altertum hat sich, wie schon erwähnt, der Grieche ZENODOE 

mit der Maximumeigenschaft des Kreises befaßt. Auch AECHIMEDES 

soll sich damit beschäftigt haben, doch ist von seinen Untersuchungen 
nichts erhalten. Man findet weitere Angaben über diese älteste 
Literatur in einer Note von W. SCHMIDT, Zur Geschichte der Iso-
perimetrie im Altertum. Bibliotheca mathematica (3) 2 (1901). 

Zur Zeit der Erfindung der Variationsrechnung haben sich die 
dabei führenden Geister mit, unserem „speziellen" isoperimetrischen 
Problem und mit naheliegenden analytischen Verallgemeinerungen 
befaßt. So zuerst JAKOB BEENOULLI in den Acta eruditorum im 
Mai 1697 und sein Bruder JOHANN. Dabei ist es zwischen, den 
beiden Brüdern zu einem erbitterten und höchst unerquicklichen 
Prioritätsstreit gekommen. Dann der berühmteste der Basler Mathe­
matiker LEONHAED EULEE in seiner ' Beispielsammlung zur Varia­
tionsrechnung: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive 
proprietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo 
sensu accepti. Lausanne und Genf 1744. Zum Teil übersetzt von 
P. STÄCKEL in OsTWAiiDS Klassikern, Leipzig 1894. Schließlich 
auch J. L. LAGEANGE 1762 (Mise. Soc. Taur. 2). 

ÄUen diesen analytischen Entwicklungen gemeinsam ist das 
Fehlen der Existenzbeweise, die, wie schon hervorgehoben wurde, 
K. WEIEESTEASS zuerst durchgeführt hat. Man vergleiche die Dar­
stellung bei H. A. SOHWAEZ, Gesammelte mathematische Abhand­
lungen I I , Berlin 1890, S. 232ff. Neue Beweise unter Verwendung 
trigonometrischer Reihen rühren von A. HUEWITZ her (vgl. S. 20). 

Wichtiger als die analytischen Beweismethoden sind für un­
seren Standpunkt die besonderen geometrischen. Da haben sich 
G. CEAMBE (Berliner Akademie 1752), S .LHÜILIEE (De relatione mufua 
capacitatis et terminorum figurarum ., Warschau 1782) und be­
sonders eingehend STEINEE mit diesen Fragen beschäftigt. Von 
STBINEES Beweismethoden haben wir bisher das „Viergelenkverfahren" 
benutzt. Eine zweite Methode, die „Symmetrisierung", wird uns im 
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zweiten Teil dieses Büchleins zur isoperimetrischen Eigenschaft der 
Kugel führen. 

STEINEE hat seine Methode in drei, zum Teil umfangreichen, 
Abhandlungen veröffentlicht, die im zweiten Band seiner Gesammelten 
Werke (Berlin 1882) enthalten sind, und die nach dem Urteil von 
WEIEESTEASS ZU den bedeutendsten Leistungen dieses fruchtbaren 
Geometers gehören. Die erste Abhandlung führt den Titel: „Ein­
fache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze" und stammt aus 
dem Jahre 1836, die beiden anderen „Über Maximum und Minimum 
bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfläche und im Räume 
überhaupt" wurden 1841 von STEINEE der Pariser Akademie 
vorgelegt. Das Viergelenkverfahren findet man in der ersten 
dieser beiden gleichbetitelten Abhandlungen unter der' Bezeichnung 
„erste Beweisart", bes. S. 193, 194: Im Sinne STBINEES ist das 
Buch von R. STUEM geschrieben, Maxima und Minima, Leipzig u. 
Berlin 1910. 

Vervollständigungen dieser STEINEE sehen Beweise sind mehr­
fach durchgeführt worden. So hat insbesondere F . EDLEE mittels 
der später zu behandelnden Symmetrisierung (S. 44) die Extremum-
eigenschaft des regelmäßigen Vielecks völlig elementar, ohne jeden 
unendlichen Prozeß bewiesen (Vervollständigung der STEINEE sehen 
elementargeometrischen Beweise ., Göttinger Nachrichten 1882, 
S. 73—80). Neuerdings haben C. CAEATHSODOEY und E. STUDY zwei 
verschiedene Beweisansätze STBINEES durch unendliche Prozesse 
vervollständigt [Mathematische Annalen 68 (1909), S. 133—140: 
Zwei Beweise des Satzes, daß der Kreis unter allen Figuren gleichen 
Umfangs den größten Inhalt hat]. 

CAEATHSODOEY wendet auf eine geschlossene Kurve unendlich 
oft das Viergelenkverfahren an und zeigt, daß dieser Prozeß bei ge­
eigneter Durchführung in der Grenze zum Kreise führt. Dabei ist 
im Gegensatz zu unserer Untersuchung die Beschränkung auf 
sogen, „konvexe" Kurven festgehalten Die Methode STUDY s ist von 
H. A. SCHWAEZ auf die sphärische Geometrie ausgedehnt worden. 
Herr STUDY hat auch einen Beweis gegeben, der mit dem hier er­
brachten im wesentlichen übereinstimmt, und nur die Anwendung 
des Satzes von WEIEESTEASS über die Existenz der Extreme stetiger 
Funktionen durch ein konvergentes Verfahren ersetzt. 

Die Maximum eigenschaft des regelmäßigen Vielecks wurde 
von WEIEESTEASS durch ein elegantes analytisches Verfahren in 
seinen Vorlesungen hergeleitet. Man findet es wiedergegeben bei 
E. STUDY: Geradlinige Polygone extremen Inhalts, Archiv für Mathe-
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matik (3) 11 (1907). Man vergleiche dazu auch meine Note unter 
demselben Titel, ebendort (3) 22 (1914). Über Vielecke findet man 
auch in der Enzyklopädie der Elementarmathematik von H. WEBEB 

und J. WELLSTEIN einen Artikel von WEBEE in der ersten Auflage 
(Leipzig und Berlin 1905) des zweiten Bandes. Man sehe auch die 
neue (italienische) Ausgabe von F. ENEIQUBS, Questioni riguardanti 
la geometria elementare, Bologna 1914. Hierin ein Artikel von 
0. CHISINI, Sulla teoria elementare degli isoperimetri, und ein Ar­
tikel von ENEIQITES, Massimi e Minimi nell' Änalisi moderna. 

F . BEENSTBIN hat die isoperimetrische Eigenschaft der Kreis­
linie auf der Kugel durch die Betrachtung von Parallelkurven be­
wiesen und hat das Problem der ebenen Geometrie durch Grenz­
übergang von der Kugel zur Ebene gelöst [Mathematische Annalen 
60 (1905), S. 117]. 

Um das Viergelenkverfahren auf die sphärische Geometrie aus­
zudehnen, kann man eine trigonometrische Formel von C. W. BAUE 

für die sphärische Vierecksfläche benutzen, die die Verallgemeine­
rung der entsprechenden Formel von S. 33 ist. BAUES Formel 
wurde in eleganter Weise von G. HESSENBEEG hergeleitet in der 
ScHWABZ-Festschrift, Berlin (1914), S. 76—83. 

Das Viergelenkverfabren STEINEEs kann auch auf andere Auf­
gaben mit Erfolg angewendet werden. Z. B. kann man mit seiner 
Hilfe die „konvexe" ebene Kurve von kleinstem Flächeninhalt er­
mitteln, bei der das Minimum des Abstandes paralleler Tangenten 
vorgeschrieben ist [vgl. des Verfassers „Konvexe Bereiche gegebener 
konstanter Breite und kleinsten Inhalts", Mathem. Annalen 76 (1915), 
S. 507—513 und „Einige Bemerkungen über Kurven und Flächen 
konstanter Breite", Leipziger Berichte (1915), S. 290-297] . 

Eine neue Verallgemeinerung der isoperimetrischen Eigenschaft 
des Kreises hat H. MINKOWSKI gefunden. Obwohl wir auf diese 
Dinge später zurückkommen, sei do'ch hier schon erwähnt, daß sich 
MINKOWSKIS Ungleichheit für den „gemischten Flächeninhalt", die 
unsere Ungleichheit i/^ — 4nF^Q als Sonderfall umfaßt, elementar 
beweisen läßt. Man kann z. B. STBINEES Viergelenkverfabren und 
damit den ganzen hier vorgetragenen Beweis in gewissem Sinne 
dual übertragen, wie ich gezeigt habe [„Beweise zu Sätzen von 
BEUNN und MINKOWSKI über die Minimaleigenschaft des Kreises", 
Jahresbericht der D. Mathem. Vereinigung 23 (1914), S. 210—234]. 
Dabei bildet die Grundlage ein duales Analogen der B^ormel von S. 38. 
Bezeichnen nämlich s,, s„, s,, s, die vier Seitenlängen eines Vier-
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ecks und cp^, cp^, cp^, cp^ die halben Außenwinkel, so gilt bei ge­
wissen Vorzeichenfestsetzungen für die Vierseitfläche die E'ormel 

F: ( f l + S 2 + S » + S4)- (S, - S.J -[- S3 - Sif 

tg 9i + tg (fä -f tg (pä 4- tg qoi ctg 9i -i- ctg (p,_ + ctg 93 -f ctg 94 

Einen anderen noch einfacheren Beweis hat G. FEOBENIUS erbracht: 
„Über den gemischten Flächeninhalt zweier Ovale"- Berliner Be­
richte 28 (1915), S. 3 8 7 - 4 0 4 . 

Sehr ausführliche Literaturangaben über Maxima und Minima 
in der Elementargeometrie ))ringt der Artikel I I I A B 9 von 
M. ZACHAEIAS in der Enzyklopädie der mathematischen Wissen­
schaften, bes. Nr. 28. 

Der Begriff „ B o g e n l ä n g e " ist in der hier verwendeten Form 
von G. PEANO, L . SCHEEEEBE und C. JOEDAN entwickelt worden. Man 
findet diese und weitere Literaturangaben in dem Enzyklopädie-
a,rtikel von H. v. MANGOLDT : „Anwendung der Differential- und Inte­
gralrechnung". Enzyklopädie der Math. Wissenschaften. III. D. 1, 2, 
S. 20—23. Eine weitere Verfeinerung des Längenbegriffs auf Grund 
des von LEBESGUE stammenden Maßbegriffs ist kürzlich von CAEA-

TH:feODOEY eingeführt worden: „Über das lineare Maß von Punkt­
mengen, eine Verallgemeinerung des Längenbegriffs". Göttinger 
Nachrichten 1914. Damit hängt aufs innigste die vorhin (§ 13) er­
wähnte Erweiterung des Integralbegriffs zusammen. Wegen ver­
wandter Fragen elementarer Natur wie Kreismessung und näherungs­
weise Ermittelung von Bogenlänge und Flächeninhalt sehe man das 
inhaltsreiche Buch von TH. VAHLEN, Konstruktionen und Approxi­
mationen, Leipzig, Teubner 1911. 

Der „ F l ä c h e n i n h a l t " wird sonst in anderer Weise erklärt als 
hier in unmittelbarem Zusammenhang mit den Integralen von RIEMANN 

und LEBESGUE und den entsprechenden Maßbegriffen von JOEDAN und 
LEBESGUE. Die hier gegebene Definition hängt zusammen mit dem 
Integral von T. J. STIELTJES, Ännales de Toulouse 8 (1894). Funk­
tionen mit beschränkter Schwankung und STiELTJES-Integrale für 
Funktionen von mehreren Veränderlichen sind von M. FEECHBT an­
gegeben worden, Nouvelles Annales de Mathematiques, (4) 10 (1910), 
S. 241—256 und Transactions of the American mathematical society, 
16 (1915), S. 215—234. Vgl. auch J. RADON, Theorie und Anwen­
dung der absolut additiven Mengenfunktionen, Sitzungsberichte__der 
Wiener Akademie, math.-nat. Klasse, 122 (1913), S. 1—144. Über 
die Theorie der Funktionen reeller Veränderlicher kann man sich 
am besten unterrichten in dem nächstens bei B. G. Teubner er-
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scheinenden zusammenfassenden Werke von 0. CAEATHiiODOEy, Vor­
lesungen über reelle Funktionen. 

Vielleicht darf zum Schluß noch darauf hingewiesen werden, 
daß die Kreislinie oder Kreisfläche noch Lösung ist von manch an­
deren Maximum- oder Minimumaufgaben. Es seien zwei sehr be­
rühmte genannt, von denen nur die erste völlig erledigt ist: 

Ein „einfach zusammenhängender" Bereich, d. h. das eineindeutige 
und stetige Abbild einer Kreisfläche soll so auf einen anderen der­
artigen Bereich konform abgebildet werden, daß das Verzerrungs­
verhältnis an einer vorgeschriebenen Stelle Eins ist, und daß der 
Bildbereich möglichst kleinen Flächeninhalt hat. Das Minimum 
existiert, und der Bildbereich ist die Kreisscheibe. Über diese Fassung 
eines auf die Dissertation von B. RIEMANN (Göttingen 1851) zurück­
gehenden Problems vgl. man L. BIEBBEBACH im Circolo matematico 
di Palermo, 38 (1914), S. 98 — 112 und Mathem. Ann. 77 (1916), 
S. 153—172. 

Die Form einer ringsum eingespannten ebenen Membran ge­
gebenen Flächeninhalts soll so bestimmt werden, daß der Grundton 
der schwingenden Membran möglichst tief ausfällt. Diese Frage 
ist von LoED RAYLEIGH aufgeworfen worden und J. HADAMAED hat 
darüber Untersuchungen angestellt, Equilibre des plaques elastiques 
encastrees, Memoires präsentes par divers savants ä l'Academie des 
Sciences (2) 33 (1908). 



Zweiter Teil. 

Die Minimumeigenscliaft der Kugel. 

§ 15. Ein Beweisansatz Steiners. 

I. Problemstellung. 

Wir wenden uns jetzt zur Extremumeigenschaft der Kugel unter 
„allen Körpern" gegebenen Inhalts kleinste Oberfläche und daher unter 
den Körpern gegebener Oberfläche den größten Rauminhalt zu be­
sitzen. Dabei werden wir hier der Kürze der Darstellung halber 
und obwohl das zur Anwendung kommende Verfahren weiter reicht,^ 
als Vergleichskörper der Kugel nur sogenannte „konvexe^^ Körper zu­
gelassen. 

Unseren Zwecken entsprechend definieren wir ein solches Ge­
bilde etwas enger, als es sonst geschehen mag, durch die folgenden 
Festsetzungen: Eine räumliche Punktmenge bildet einen konvexen Körper, 
wen7i sie 1. beschränkt, 2. abgeschlossen ist und 3. die Konvexitätseigen­
schaft hat, von einer sie treffenden Geraden stets in einer einzigen 
Strecke geschnitten zu werden, die sich natürlich auch auf einen 
Punkt zusammenziehen kann. 

Die dritte und wesentliche Eigenschaft kann man auch durch 
die gleichwertige Forderung ersetzen, daß die Punktmenge zu zwei 
beliebigen ihrer Punkte immer auch deren Verbindungsstrecke ent­
halten soll. 

Die Punkte in und auf einer Kugel oder einem Ellipsoid, die 
Punkte in und auf einem Würfel bilden einfache Beispiele kon­
vexer Körper. Boch sei ausdrücklich hervorgehoben, daß wir z. B. 
auch eine Kreisscheibe, eine Strecke und schließlich sogar auch einen 
einzigen Punkt mit unter die konvexen „Körper" rechnen werden. Körper 
von der Form eines Hörnchens oder eines Ringes sind einfache Bei­
spiele nicht konvexer Körper. 

^ Man vei'gleiohe dazu § 20, I. 
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Bezeichnet man Rauminhalt und Oberfläche einer Kugel mit J 
und 0, so läßt sich eine Entdeckung des AECHIMEDES SO in Formeln 
fassen 

und daraus folgt 
0 3 - 3 6 ; i / 2 ^ 0 . 

Zwischen Rauminhalt und Oberfläche — Begriffe, mit denen wir 
uns auseinanderzusetzen haben werden — bei jedem anderen, d. h. 
bei jedem nicht kugelförmigen konvexen Körper besteht die Be­
ziehung 

0 ^ - 3 6 7 f / 2 > o . 

Mit dem Beweise dieser Ungleichheit für konvexe Körper, die der 
analytische Ausdruck für die angeführten Extremumeigenschaften 
der Kugel ist, werden wir uns im zweiten Teile dieses Büchleins 
befassen. 

II. S te iners Symmetrisierung. 

STEINEE hat ein Verfahren ersonnen, es soll hier kurz die „Sym­
metrisierung" heißen, das ermöglicht, zu jedem nicht kugeligen kon­
vexen Körper einen neuen zu konstruieren, der gleichen Inhalt, aber 
kleinere Oberfläche besitzt. Gibt es daher unter allen konvexen 
Körpern gegebenen Rauminhalts überhaupt einen mit kleinster Ober­
fläche, so kann er nur eine Kugel sein: Burch die Symmetrisierung, 
die jetzt an die Stelle des beim ebenen Problem verwendeten Vier­
gelenkverfahrens tritt, wird unsere Aufgabe auf den bloßen Existenz­
beweis zurückgeführt. 

Bevor wir die Symmetrisierung auseinandersetzen, schalten wir 
noch die ziemlich triviale Bemerkung ein: Ein konvexer Körper, der 
zu jeder beliebigen Ebene stets eine parallele Symmetrieebene besitzt, ist 
notwendig eine Kugel 

Zunächst hat nämlich ein solcher Körper drei paarweise auf­
einander senkrecht stehende Symmetrieebenen und da die Spiege­
lungen an diesen drei Ebenen hintereinander ausgeführt die Spiege­
lung an dem Schnittpunkt M der drei Ebenen ergeben, so ist M 
Mittelpunkt des Körpers. Unser erstes Ergebnis ist also: Unser 
konvexer Körper hat.einen Mittelpunkt M. 

Nun kann eine beschränkte Punktmenge nicht zwei verschiedene 
Mittelpunkte M^ und M^ haben. Denn die Spiegelungen an diesen 
beiden Punkten ergeben zusammengesetzt die Parallelverschiebung 
um die Strecke 2M^M^, bei der jeder Punkt unserer Menge wieder 
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in einen Pankt der Menge übergehen müßte. Bei oftmaliger Wieder­
holung dieser Schiebung wandert aber jeder Punkt beliebig weit und 
das steht im. Widerspruch zu der vorausgesetzten Beschränktheit. 
Als zweites Ergebnis folgt daher: Jede Symmetrieebene eines Körpers 
geht durch seinen Mittelpunkt M (sonst gäbe es einen zweiten Mittel­
punkt, den Spiegelpunkt von M an der Symmetrie ebene) und daher 
ist jede Ebene durch M Symmetrieebene. 

Ist nun P irgend ein Punkt unseres konvexen Körpers, so ist 
jeder von M gleichweit entfernte Punkt Q ebenfalls iin Körper ent­
halten, denn die Spiegelung an der Symmetrieebene durch M senk­
recht zu PQ führt P nach Q. Enthält der Körper also den Punkt P, 
so enthält er die Oberfläche der Kugel um M durch P und wegen 
der Konvexität auch das Innere dieser Kugel. War aber P der 
von M am weitesten entfernte Punkt des Körpers (einen solchen muß 
es wegen seiner Beschränktheit und Abgeschlossenheit geben), so muß 
er mit der eben konstruierten Kugel zusammenfallen. Damit ist 
aber die Kugelgestalt des Körpers sichergestellt. 

Es sei nun S ein nicht kugeliger konvexer Körper und es werde 
eine beliebige Ebene herausgewählt, die wir uns „horizontal" denken 
wollen, zu der S keine parallele Symmetrieebene besitzt. Dann be­
steht die Symmetrisierung von S bezüglich dieser horizontalen Ebene 
in Folgendem. Wir denken uns S aus lauter dünnen vertikalen 
Stäbchen zusammengesetzt. Jedes dieser Stäbchen verschieben wir 
in vertikaler Richtung so lange, bis sein Mittelpunkt in unsere Hori­
zontalebene zu liegen kommt. Dann erfüllen die verschobenen Stäb­
chen einen zu dieser Ebene symmetrischen Körper §, von dem wir 
zeigen werden, daß er wieder konvex ist. Geometrischer ausgedrückt: 
Wir bestimmen § symmetrisch zu unserer Horizontalebene derart, daß 
^ und § von jeder Vertikalen in zwei gleichlangen Strecken geschnitten 
werden.^ 

Aus dem sogenannten Prinzip von B. CAVALIBEI ergibt sich sofort 
die Gleichheit der Rauminhalte von S und 1. 

Ferner gilt, wenn S von endlich vielen Ebenen begrenzt ist, wenn 
also S? und daher auch § ein Vielflach ist, wie STEINEE durch 
elementargeometrische Überlegungen zeigt, zwischen den entsprechen­
den Oberflächen die Ungleichheit 

Og>Oä. 

1 Die analoge Konstruktion in der Ebene ist in Fig. 13 S. 69 dargestellt, 
die Symmetrisierung eines Vierflaehes in Fig. 9, S. 47. 
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Aus dem Bestehen dieser Ungleichheit für den Fall von Vielflachen 
schließt STEINEE auf ihre Gültigkeit auch im allgemeinen Fall, indem 
er sich allgemeine konvexe Körper durch Vielflache angenäjiert denkt. 

m . Kritik an S t e i n e r s Beweis. 

Natürlich ist, um aus der Symmetrisierung einen vollständigen 
Beweis für die Minimumeigenschaft der Kugel aufzubauen, wie wir 
schon hervorgehoben haben, der Existenzbeweis erforderlich, daß 
es unter allen konvexen Körpern gegebenen Rauminhalts sicher 
einen gibt, dessen Oberfläche g der Oberfläche aller übrigen ist. 
Zu der Erkenntnis der Notwendigkeit dieses Existenzbeweises flihrt 
ganz dieselbe Betrachtung, wie wir sie im ersten Teil beim analogen 
ebenen Problem eingehend durchgeführt haben. Aber bei der räum­
lichen Aufgabe liegen die Dinge noch ein wenig schlimmer als in 
der Ebene: Es ist nämlich bei STEINEE die Symmetrisierung selbst 
nicht ganz in Ordnung. 

Von den drei Eigenschaften dieses Verfahrens, daß nämlich 1. 
aus der Konvexität von @ die von ä' folgt, daß 2. 

und 3. 

ist, ist der wesentliche dritte Punkt nicht erledigt. Aus der Giiltig-
keit dieser Ungleichheit für Vielflache folgt durch Grenzübergang nur 

für beliebige konvexe Körper und es bleibt zu beweisen, daß die 
Gleichheit nur dann eintritt, wenn schon ® entgegen der Annahme 
pine horizontale Symmetrieebene hat. In diesem trivialen Ausnahme­
falle läuft die Symmetrisierung auf eine bloße Parallelverschiebung 
hinaus. 

Wenn wir also den Beweis STBINEES vervollständigen wollen, 
so ist der Weg klar vorgezeichnet: Wir haben uns zunächst, soweit 
es für das Folgende erforderlich ist, mit dem Begriffe „konvexer 
Körper'' vertraut zu machen, „Rauminhalt" und „Oberfläche" zu er-
kläiren, dann die drei Eigenschaften der Symmetrisierung streng zu 
begründen und schließlich die Existenzfrage zu erledigen. 

Man wird hier zunächst wie in der Ebene versuchen, mit dem 
gewöhnlichen Existenzsatz von WEIEESTEASS über stetige Funldionen 
auszukommen, indem man die Ungleichheit 0^—36 7 r / 2 > 0 zuerst 
nur für Vielflache beweist. Es zeigt sich jedoch, daß dies mittels 
der- Symmetrisierung aus dem Grunde unmöglich ist, weil sich bei 
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der Symmetrisierung eines Vielflachs im allgemeinen die Eckenzahl 
und Seitenflächenzahl vergrößert, während bei geeigneter Anwendung 
des Viergelenkverfahrens auf ein Vieleck die Eckenzahl erhalten blieb. 

Fig. 9. 

Man vergleiche die beigegebene Fig. 9, die die Symmetrisierung eines 
Vierflachs in ein Sechsflach veranschaulicht. Aus Allem zeigt sich, 
daß das räumliche Problem erheblich größere Schwierigkeiten in 
sich birgt, als das ebene. 

§ 16. Konvexe Körper und konvexe Funktionen. 

I. Konvexe Funktionen zweier Veränderlicher. 

Aus der zuvor (S. 43) gegebenen Definition des konvexen Kör­
pers ergibt sich sofort: Ber Burchschnitt zweier konvexer Körper, die 
sich treff'ea, ist wieder ein konvexer Körper. 

Ein Punkt eines konvexen Körpers, um den als Mittelpunkt 
sich eine kleine Kugel legen läßt, die ganz im Körper liegt, heißt 
innerer Punkt des Körpers. Ein konvexer Körper ohne innere 
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Punkte liegt ganz in einer Ebene, denn enthielte der Körper die vier 
Ecken eines Vierflachs, so enthielte er auch dessen Inneres und 
damit auch innere Punkte. Ein solcher konvexer Körper ohne 
innere Punkte soll auch kurz ein konvexer Bereich genannt werden. 
Beispiele für konvexe Bereiche sind die Kreisscheibe, die Strecke 
und der einzelne Punkt. Punkte eines konvexen Körpers, die nicht 
innere Punkte sind, sollen Randpunkte heißen; sie bilden zusammen­
genommen die konvexe Begrenzungsfläche des konvexen Körpers. 

Man beweist leicht: Ein konvexer Körper ivird von einer ihn 
treffenden Ebene in einem konvexen Bereich geschnitten. Bie ortho­
gonalen Projektionen oder, wie wir mit E. MüLLEE kürzer sagen wollen, 
die „Normalrisse'''' der Punkte eines konvexen Körpers auf eine Ebene 
erfüllen einen konvexen Bereich. Alle Punkte, deren Entfernung^ von 
einem konvexen Körper @ nicht größer als Q ist, bilden wieder einen 
konvexen Körper Sg, einen „Parallelkörper" zu ^. 

Es sei nun S irgend ein konvexer Körper. Wir nehmen eine be­
liebige Ebene als a:,?/-Ebene oder, wie wir auch sagen wollen, „Grund­
ebene" eines rechtwinkligen Koordinatensystems. 

Der „Grundriß" x, y, 0 jedes Punktes x, y, z von S liegt in 
einem konvexen Bereich ® der Grundebene, den wir den Grundriß 
von ^ nennen können. Da jede Vertikale, d. h. jede Parallele zur 
2:-Achse S, wenn überhaupt, so in einer Strecke durchschneidet, so 
sehen wir, daß die z-Koordinate der Punkte von S zwei Ungleich­
heiten genügen 

9[^>y) ^ 2 ^f[x,y]. 

Diese Funktionen sind in ® eindeutig erklärt. Gilt für ein Werte-' 
tripel X, y, z in einer der beiden Beziehungen das Gleichheits­
zeichen, so entspricht ihm ein Randpunkt von ®. 

Es seien nun x^, y^, z^ und x^, y^, z^ zwei Punkte von S. Dann 
lassen sich die Koordinaten jedes Punktes ihrer Verbindungsstrecke 
in der Form schreiben: 

x^l^x^-^X^x^, y = \y^-Vhy^, z = \z^ + iz^, 
wobei 

Aj + 2̂ = 1 und \ ^ 0 , Ag ^ 0 
ist. Da jeder solche Punkt x, y, z wegen der Konvexität von f 
wieder in S liegen muß, so müssen die Funktionen f und g den 
Ungleichheiten genügen 

f [l, X^ + l^x^, 2̂  y^ -1- l^ y^) ^l^f (̂ ,̂ y^) J^l^f (̂ ^̂  y^^^ 

•9(̂ 1-̂ 1 + h 2̂» 1̂ yi + K 3/2) ^ h 9 (^1, j/i) -^hy (̂ 2. y^)-
' Vgl. S. 60. 
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Es liegt daher nahe, folgende Festsetzung zu treffen: Eine in 
einem konvexen Bereich ® der x, y-Ebene definierte Funktion f [x, y) 
heißt konvex (nach oben), sobald 

f (Aj Xj -t- A3 a-2, Aj ?/i -h A2 2/2) ^ Aj f{x^ y j -f Â  /'(ar̂ , y^) 

ist für alle x^, y^; X2, ^2 '̂̂  ® '̂̂ '̂  /"'" '"̂ ^̂  ^1 + '̂2 ~ ^'^ ^'i — ^' 
A2 = 0 und wenn außerdem f{x,y) in 6) nach unten beschränkt ist: 

f[x,y) ^ m. 

Diese letzte Bedingung ist bei der in der früher angegebenen 
Weise aus einem konvexen Körper S entspringenden konvexen 
Funktion f sicher erfüllt, wegen der vorausgesetzten Beschränktheit 
von S. Ebenso wie f{x, y) ist die früher eingeführte Funktion 
— g[x,y) konvex (nach oben). Man könnte auch sagen: g selbst 
ist nach unten konvex. 

Aus unserer Definition der konvexen Funktionen folgt sofort: 
Sind /"j {x, y) und f^ [x, y) in ® definierte (nach oben) konvexe Funk­
tionen, so ist auch die Funktion 

f ( .̂ y) = Cj / ; ( ,̂ y) + C2 / ; [x, y) 

(nach oben) konvex, sobald ĉ  ^ 0 und c^^O ist. Anders aus­
gedrückt: Durch Linearkombination mit positiven Koeffizienten tritt 
man nicht heraus • aus der Gesamtheit der konvexen Funktionen. 
Insbesondere ist z. B. die Funktion 

T:f{x,y)-\g{x,y) 
konvex. 

II. Festlegung eines konvexen Körpers durch Ungleichheiten. 

In dem früher erklärten Sinne der räumlichen Geometrie hat 
ein konvexer Bereich ® in der Ebene z = 0 keine inneren Punkte, 
sondern nur Randpunkte. Beschränken wir hingegen unser Augen­
merk auf die ebene Geometrie in z = 0, so können wir wieder von 
inneren und von Randpunkten von ® sprechen, je nachdem sich die 
Punkte in Kreisscheibchen innerhalb ® einschließen lassen oder 
nicht. Wir wollen annehmen, unser Bereich ® habe in diesem 
Sinne innere Punkte, mit anderen Worten, wir schließen jetzt aus, 
daß ® sich auf eine bloße Strecke zusammenziehe. Das Innere 
von ®, d. h. die Gesamtheit der inneren Punkte, sei mit ©^ be­
zeichnet. 

In ®o sei eine im oben erklärten Sinne (nach oben) kon­
vexe Funktion f{x,y) erklärt, und zwar sei f{x,y)^m. Dann 

BLASCHKE, Kreis und Kugel. "* 
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erklären wir eine räumliche Menge von Punkten x, y, z durch die 
Bedingungen 

{ X, y in ®„, 

m ̂  z ^f(x,y) 

und behaupten: Nimmt man zu dieser Punktmenge alle ihre Eäufungs-
punkte hinzu, erweitert man also die Menge zu einer abgeschlossenen, 
so erhält man einen konvexen Körper 3R. 

Zum Beweise ist zunächst die Einsicht erforderlich, daß W be­
schränkt ist, oder, was auf dasselbe hinausläuft, daß die Funktion 
f[x, y) auch nach oben beschränkt ist: 

f[x,y) ^ 71. 

Wir nehmen für den Äugenblick der Einfachheit halber an, es 
sei TW = 0, also f{x,y) ^ 0, was man durch eine für unsere Über­
legung unwesentliche Parallelverschiebung in der z-Richtung immer 
herbeiführen kann. 

Sei nun Xg, yg 0 ein Punkt von %g und © eine Kreisscheibe 
mit Xg, yg als Mittelpunkt, die in ®Q enthalten ist. Den Punkt Pg 
mit den Koordinaten Xg, yg, Zg ^ f {xg, yg) verbinden wir durch 
geradlinige Strecken mit allen Punkten der Kreisscheibe ©. Diese 
Strecken erfüllen dann einen abgeschnittenen Drehkegel %, der © 
als Basis und P^ als Spitze hat und in SR enthalten ist, wie aus 
der Konvexität von f fotgt. Verlängert man ® über die Spitze Pg 
hinaus, so erhält man einen zweiten Drehkegel ®*, dessen Inneres 
von SJt frei ist. Läge nämlich ein Punkt Q von 3R im Innern von 
%*, so enthielte m den Kegel, der @ als Basis und Q, zur Spitze 
hat, und es wäre infolgedessen f{xg,y^ > ^o-

Daraus aber, daß ®* von SIR frei ist, folgt sofort die Beschränkt­
heit von m. Ebenso folgt aus der Tatsache, daß die „Fläche" 
^ = f{^,y) zwischen den Kegeln ® und ®* verläuft, die Stetigkeit 
der konvexen Funktion f{x,y) an der Stelle Xg, yg: 

Eine in einem konvexen Bereich definierte konvexe Funktion ist 
in jedem inneren Punkt des Bereiches stetig. 

Daß die abgeschlossene und beschränkte Punktmenge W auch 
die Konvexitätseigenschaft hat, folgt sofort aus der Konvexität von f 
Wir können daher feststellen: 

Es sei ®g das Innere eines konvexen Bereichs in z = 0 und in 
®o seien zwei konvexe Funktionen f{x,y)'und - g [x, y) erklärt, und 
zwar sei 

f{^'y)-9{^,y)^ 0 . 



§ 16, III. Konvexe Funktionen. 51 

.̂1 
Bann ist durch die Bedingungen 

X, y in ®j, 

^ (̂ , y) ^ « ^ f{x, y) 
eine Menge von Punkten x, y, z erklärt, die, wenn man sie zu einer 
abgeschlossenen Menge erweitert, einen konvexen Körper ^ ergibt, und 
nach dem Früheren (S. 48) ist jeder konvexe Körper in dieser Weise 
analytisch definierbar, sobald er sich nicht auf eine Strecke reduziert. 

Dieser Körper S ist nämlich der Durchschnitt der beiden kon­
vexen Körper Wl und 31, die durch die Bedingungen festgelegt 
werden: 

_ , a;, ?/ in ®„, _ 
5K „, , 9i 

I ar, ?/ m ®g, 

\ 9 (̂ . y) ^ 2; g w, m ^ z ^f{x, y), 

wenn die Funktionen / ' und g zwischen den Schranken m und n 
hegen: 

m <.f{x,y)<n, m <:g[x,y)<n. 

Hl. Konvexe Funktionen einer Veränderlichen. 

Bisher hatten wir angenommen, daß der Definitionsbereich ® 
unserer konvexen Funktionen innere Punkte enthalte; es bleibt also 
noch der Fall zu betrachten, daß @ eine Strecke ist, die wir uns 
etwa auf der x-Achse gelegen denken, Dann haben wir 

a :==: X ^ b, y = 0, 

' 5 ' ( ^ ) ^ ^ ^ / ' ( ^ ) 
und die Funktionen / ' und — g sind in a < x <b konvex, d. h. es ist 

(1) f [K ^1 + K ^2) s h n^\) + h fi^2) • 
für 

A , - h A 2 = l ; A, ^ 0 , A 2 S O 
und es ist 

f(x) > m. 

Setzen wir Â  = 1 - ^, \ = «9", so können wir auch schreiben: 

(2) f ((1 - &) X, -t-, & x,) ^ (1 - 19-) /• (̂ 1) +.»f [x,], 
0 ^ i9- ^ 1 

Es soll nun Folgendes bewiesen werden: In jedem inneren Punkte x 
des Befinitionsintervalls a < x <, b existiert der (endliche) Grenzwert: 
(3) Lim fix + h)-fix-h)^ ^ ^ . j ^ ^ _ 

Das kann man etwa so einsehen: Die Funktion 
<A\ I h\ f{x + h)-f{x) 
(4) cp [x, h) = -!- j^ 
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ist bei festgehaltenem x eine monoton abnehmende oder wenigstens 
nicht zunehmende Funktion von h. Es ist nämlich für 0 < »?• < 1 

(5) cp [x, h) -cp[x,ß- h) = '-^ ^r^ 

und der Zähler ist nach (2) nicht positiv. 
Wegen der Monotonie von cp [x, h] existieren bekanntlich die 

Grenzwerte cp[x, ± 0 ) , die sogenannten rechtsseitigen und links­
seitigen Ableitungen von f. Daraus folgt aber die behauptete 
Existenz von 
(gs ^ * / 1 ^ cp{x,+0) + qi (g, - 0) 

Ist f[x) im gewöhnlichen Sinne differenzierbar, d. h. ist 

cp{x, +0) = cp{x,-0)=f'[x), 
so ist also 

f*{x) = f'[x) 
und wir können daher f*(x) als verallgemeinerte Ableitimg der kon­
vexen Funktion f{x) bezeichnen. In der Existenz der linksseitigen 
und rechtsseitigen Ableitung ist auch die Stetigkeit, von f mit. eiit-
halten. 

Aus der Monotonie von tp ergibt sich für A > 0 

(7) cp{x,^-h] g cp[x, -0)^f^x) ^ cp{x, -f 0) S (p{x, +h) 

oder, wenn man für qp seinen Wert einsetzt 

lg] /•(o:) - f(x - h) ^ ^'.^... ^ f(x + h) — fix) 

beides wieder für A > 0. Wechselt man die Bezeichnung, indem 
man einmal für x — h und x und das andere Mal für x und x + h 
einführt x^ und x^, so erhält man 

(9) r(^i)s^^^^^{^^rK) 
für Xj < 0̂ 2, d. h. f*[x) ist auch monoton: 

Ist f(x) eine im Intervall a <C x <^ b definierte konvexe Funktion, 
so existiert in jedem inneren Punkte x des Intervalls die verallgemei­
nerte Ableitung 

f*{x) = Lim n'^ + h')-fi^-K) 

und diese ist eine nicht zunehmende Funktion. 
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IV. Stützgeraden, Stützebenen. 

Aus den Beziehungen (8) ergibt sich 

(10) f{x + h)^f{x) + hf*[x) 

für Ä = 0, d. h. geometrisch: Die Kurve f = / '( |) liegt ganz „unter­
halb" der Geraden C = f{^) + {§ — x) f* {x). Daraus schließen wir: 
Burch jeden Randpunkt ^ eines konvexen Bereichs geht mindestens eine 
Gerade in der Ebene des Bereichs hindurch, die den Bereich ganz auf 
einer Seite läßt. 

Hat nämlich der Bereich keine inneren Punkte, so ist diese Tatsache 
selbstverständlich, und 
sonst brauchen wir nur 
die gerichtete Verbin­
dungsgerade eines inne­
ren Punktes mit dem zu 
untersuchenden Rand­
punkt als positive z-Rich­
tung zu nehmen iind er­
halten dann unseren 
Satz durcli die eben an­
geführte Formel (10) be­
stätigt. Nach H. MIN­

KOWSKI nennt man eine 
solche durch mindestens 
einen Punkt des Be­
reichs hindurchgehende 
und in seiner Ebene 
liegende Gerade, die, 
wie wir kurz sagen 
können, den Bereich 
nicht zerschneidet, eine 
Stützgerade des Be­
reichs. Fig-10. 

Wir wollen nun 
ähnlich für die räumliche Geometrie beweisen: Burch jeden Rand­
punkt R eines konvexen Körpers S: geht mindestens eine Stützebene, 
d. h. eine Ebene, auf deren einer Seite der Körper gelegen ist. 

Wir legen zum Beweise durch R irgend eine Ebene ©, die S in 
dem konvexen Bereich 93 durchschneiden möge (Fig. 10). Durch R 

' „Randpunkt" im Sinn der ebenen Geometrie, vgl. S. 49 unten. 
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geht dann eine Stützgerade j an 95 in ©, die wir zur z-Achse wählen. 
Wir suchen den Grundriß ® von S? auf z = 0 ; der Grundriß von R 
sei R', die Schnittlinie von © mit z = 0 sei e. Da in © die eine 
Seite der Stützgeraden 5 von 93 und daher von K frei ist, ist auch 
der eine der beiden Halbstrahlen von e, die in R' enden, von ® 
frei und daher ist R' Randpunkt von @, Demnach geht durch R' 
eine Stützgerade § von ®. Da nun die eine Seite von § in z = 0 
von ® frei ist, so ist auch die eine Seite der Ebene © durch R 
und § von S? frei, d. h. © ist eine Stützebene durch R, w. z. b. w.̂  

V. Konvexe Hülle einer Punktmenge. Konvexe Vielflache. 

Es sei Tl eine beschränkte und abgeschlossene Punktmenge 
in unserem Räume. Dann gibt es sicher konvexe Punktmengen, die 
Tt enthalten, z. B. eine genügend große Kugel um M. Unter allen 
diesen konvexen Körpern über 3Jt gibt es aber einen kleinsten ^, d. h. 
einen Körper, der in allen anderen konvexen Körpern über 3K ent­
halten ist. Wir woUen S die konvexe Hülle von SK nennen. 

Um das einzusehen, betrachten wir zunächst dieEbenen, die SR nicht 
treffen und nicht in zwei getrennte Teile zerlegen. Wir wollen solche 
Ebenen „Schranken" von W nennen. Dann behaupten wir: @ besteht 
aus allen Punkten, durch die keine Schranke von 3JJ hindurchgeht. 

Alle diese Punkte bilden nämlich offenbar eine abgeschlossene 
und beschränkte Menge. Gehören ihr ferner die Punkte P und Q 
an, so kann durch keinen Punkt der Verbindungsstrecke PQ, eine 
Schranke gehen, denn sonst wäre ja die Parallelebene dazu ent­
weder durch P oder durch Q ebenfalls Schranke. Damit sind an 
ft die drei Eigenschaften des konvexen Körpers erkannt. 

Hilfssatz: Burch jeden Punkt A, der nicht im konvexen Körper S* 
liegt, geht eine Schranke von S*. Wegen der Abgeschlossenheit von S* 
gibt es nämlich eine kürzeste Verbindnngsstrecke AB von Ä mit S*: 
die Ebene durch A senkrecht dazu ist Schranke. Enthielte sie näm­
lich einen Punkt C von S?*, so läge die Strecke BC in S* und der 
Fußpunkt des Lotes von A auf diese Strecke läge näher an 1 als B 
entgegen der Voraussetzung. 

Ist nun S* irgend ein konvexer Körper über m, so geht also 
durch jeden nicht in g* liegenden Punkt ^ eine Schranke von S?*, 

' Man könnte vermuten, daß für konvexe Funktionen von 2 Veränder­
lichen in Analogie zu (10) eine Formel gilt 

/•(a; + h,y + k)^ f [x, y) + hf*{x, y) + hf*{x, y), 

doch ist das, wie man an Beispielen sehen kann, im Allgemeinen nicht richtig. 
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die natürlich auch Schranke von 3JJ ist. Ä liegt daher nicht in ^ 
und daher ist S in ^* enthalten, wie wir zeigen wollten. Schließ­
lich liegt m in S?. 

Nebenbei erwähnt, kann man den kleinsten konvexen Körper S 
über einer Menge SJJ auch einfach mechanisch deuten. Belegt man 
nämlich W mit positiver Masse, so liegt der Schwerpunkt der Massen­
belegung immer in S. Umgekehrt kann man die (nicht negative) 
Belegung so einrichten, daß der Schwerpunkt in einen beliebig vor­
geschriebenen Punkt von ^ zu liegen kommt. 

Besteht 9K aus endlich vielen nicht in einer Ebene gelegenen 
Punkten, so nennt man die zugehörige konvexe Hülle S? von 
äß, die dann auch innere Punkte enthält, ein konvexes Vielflach. 
Liegen hingegen die Punkte von W alle in einer Ebene, so wird S 
eine konvexe J ielecki<fläche. 

Die Begrenzung eines konvexen Vielflachs wird durch endlich 
viele konvexe Vielecksflächen gebildet. Beispiele für konvexe Viel­
flache sind die fünf regelmäßigen Körper des PLATO: das regelmäßige 
Vierflach, der Würfel und das regelmäßige. Ächtflach, schließlich die 
regelmäßigen Zwölf- und Zwanzigflache. 

VI. Die Stützfunktion. 

Zu jeder Ebene gibt es an einen konvexen Körper S mit inneren 
Punkten gerade zwei verschiedene parallele Stützebenen an ^. Denken 
wir uns nämlich etwa die Ebene wagerecht, so gibt es wegen der 
vorausgesetzten Abgeschlossenheit und Beschränktheit einen höchsten 
und einen tiefsten Punkt von ^ und die wagrechten Ebenen durch 
diese zwei Punkte sind die gesuchten Stützebenen. Mehr als zwei 
parallele Stützebenen sind aber unmöglich, wie sich ohne Weiteres 
aus ihrer Erklärung ergibt. 

Errichten wir zu jeder Stützebene von S nach außen hin, also 
nach der Seite, die von ^ frei ist, die gerichtete Senkrechte und 
nennen wir ihre.. Richtungskosinus u, ß, y und die Entfernung der 
Stützebene vom Koordinatenanfang, den wir uns etwa im Innern 
von S gelegen denken, i:f(> 0), so ist 

/ / = II[a, ß, ;-) 

eine eindeutige Funktion auf der Kugel ß-- | - /5^+7^ = 1. Man 
nennt sie nach M I N K O W S K I die Stützebenenfunktion oder Stützfunktion 
von ä\ Die P u n k t e x, y , z von S? genügen den Ungleichheiten 

(*) ax + ßy + yz^II{a,ß,y). 
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Da nach unserem Hilfsatz (S. 54) durch jeden Punkt außerhalb von J? 
eine Schranke 

«0^ + ßoy + J'ô  = -̂ ^ > -̂ (̂«0. ßo' ro) 
hindurchgeht, so ist das Bestehen aller Ungleichheiten (*) für alle 
Werte von a, ß, y {oi^-{- ß^-{- y^ = 1) für die Punkte x, y, z von g 
kennzeichnend. 

§ 17. Rauminhalt und Oberfläche. 

I. Rauminhalt und Oberfläche bei Vielflachen. 

Wir denken uns die Begriffe „Rauminhalt" und „Oberfläche" 
für die konvexen Vielfiache in der üblichen Weise erklärt als ab­
solute Größen, d.h. stets mit dem positiven Vorzeichen versehen, 
und wir wollen daraus die' Erklärung der entsprechenden Begriffe 
für beliebige konvexe Körper herleiten. 

Es sei 95 ein konvexes Vielflach, 9B ein zweites, das 93 enthält, 
aber auch noch Punkte, die nicht in 93 liegen, was wir durch die 
Schreibweise 95 < 2B andeuten. Ferner sei mit A 95 das Vielflach 
bezeichnet, das man erhält, wenn, man die Koordinaten aller Punkte 
von 93 im Verhältnis 1: A (A > 0) abändert. Vom Inhalt J und von 
der Oberfläche 0 von Vielflachen setzen wir dann folgende Eigen­
schaften als bekannt voraus: 

1. Aus 95 < 2B folgt /s8 < J^ und Ojs < Ojg. 
2. Es ist Jx^= A /̂ss und 0^58= A^Osg. 
3. Ein Vielflach SS sei durch eine Ebene, die 93 in einem konvexen 

Bereich vom Flächeninhalt F trifft, in zwei Teilvielflache 95j 
und 932 zerschnitten. Dann drückt sich die „additive Eigen­
schaft" von J und 0 in folgenden Beziehungen aus 

=̂sB, + <̂s8o = t̂ ss, Oiĝ  + Osg,, = Otg -{• 2F. 

II. Annäherung durch Vielflache. 

Um nun die Begriffe auf beliebige konvexe Körper ausdehnen 
zu können, brauchen wir einen Satz von MINKOWSKI über die An­
näherung beliebiger konvexer Körper durch konvexe Vielflache. Dieser 
Satz läßt sich so aussprechen: 

Es sei ^ ein beliebiger konvexer Körper und der Koordinaten­
anfangspunkt sei ein innerer Punkt^ von S. Bann kann man zu jedem 

'• Hat ^ keinen inneren Funkt, so ist Jg = 0 und 0^ = doppelter Flächen­
inhalt von t . (Vgl. S. 59.) 
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noch so Kleinen positiven s ein konvexes Vielflach 93 so bestimmen, daß 

S < 9 3 < J£(l + 6) 
ist. 

Das beweist man etwa so. Wir überdecken den Raum mit 
einem Punktgitter von der Seitenlänge er, d. h. wir betrachten alle 
Punkte, deren Koordinaten die Form haben 

x — pa, y = q<j,- z = r er, 
wo p, q und r ganze Zahlen sind. Dadurch wird der Raum in lauter 
Würfel von der Seitenlänge er zerspalten und von diesen (abgeschlos­
senen) Würfeln fassen wir alle die ins Äuge, die mit S mindestens 
einen Punkt gemein haben. Sie 
bilden zusammen eine abge­
schlossene Punktmenge W, über 
der wir die konvexe Hülle 93 
konstruieren. (In der Fig. 11 
ist die entsprechende Konstruk­
tion in der Ebene veran­
schaulicht). 93 ist ein Viel­
flach, denn 93 ist auch kleinster 
konvexer Körper über den (end­
lich vielen) Ecken aller Würfel 
{Gitterpunkte) von W. S liegt 
in 93 und anderseits ist kein 
Punkt von 9JJ um mehr als die 
Würfeldiagonale rr ]/3 von S ent­
fernt. Anders ausgedrückt: Sjjf 

/ ( 

m 
M 

^.XXÄ 

\ \ V 

' SAX' ' 

i^ 

i 

^ 

^^\\ 

]/ 

\ 
\ 
\ 

^ 

/ 

Ĵ  

Fig. 11. 

und daher auch 93 liegen im kon­
vexen Parallelkörper S^ [Q = <JY^ zu S (vgl. S. 48). Das gibt für 
die zugehörigen Stützfunktionen die Beziehung 
(*) E^<Hs^H^^cf^l^. 

Es sei nun o der Halbmesser einer Kugel um den Koordinaten­
anfang innerhalb ^, also 

Q<Q<Hs. 
Dann ist 

und daher 

< T l / 3 < 
crl/3 

Hi 

Ä g < i ? 3 s < ^ S 8 H -('+T) 
Da uns die Wahl von er offen steht, ist darin schon das gewünschte 
Ergebnis enthalten. 
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Da die Stützfunktion //^ eines Vielflachs 93 offenbar stetig ist, 
sehen wir aus (*), daß wir die Stützfunktion eines beliebigen kon­
vexen Körpers ^ gleichmäßig durch stetige Funktionen annähern 
können. Daraus folgt: 

Bie Stützfunktion H[ct, ß, y) eines beliebigen konvexen Körpers ist 
auf der ganzen Einheitskugel K^-\- ß^ -\- y^ = 1 stetig. 

Den Annäherungssatz MINKOWSKIS kann man auch so wenden: 
Man kann einen beliebigen konvexen Körper S mit dem Koordinaien-
anfang als inneren Punkt stets beliebig eng zwischen ähnlich liegende 
konvexe Vielflache einschließen 

95(1 - 6 ) < S < 9 3 . 

93 konstruiere man wie vorhin. Dann stimmt die Formel, wenn 
man nimmt 

£ = ^̂  

9, 

III. Erklärung von Rauminhalt und Oberfläche bei beliebigen kon­
vexen Körpern. 

Es sei a ein beliebiger konvexer Körper mit inneren Punkten, 
ferner 95 ein Vielflach um g {93 > §:] und 9S ein Vielflach in S 
{935 < .Sj. Dann gilt nach 1. für Inhalt und Oberfläche von 95 > 955 

und wir können daher für Inhalt und Oberfläche von S die Be­
dingungen ansetzen 

•̂ SB > f ^ > '̂ SB j 

OiB > Oa > OsjB. 

Dadurch sind aber die Maßzahlen J^, 0^, wenn diese Ungleichheiten 
für alle S enthaltenden Vielflache 95 und alle in g enthaltenen 935 
gelten sollen, wie wir zeigen wollen, eindeutig bestimmt. 

Das ergibt sich aus der Eigenschaft 2. und dem bewiesenen 
Annäherungssatz. Wir brauchen nämlich nur zu zeigen, daß sich 
zu jedem positiven § zwei Vielflache 93, SB so bestimmen lassen, daß 

9 5 > S > 355 
und 

•PB— Jm < S, O^s — Oi!s < S 

ausfällt. Nach unserem Annäherungssatze können wir 

955 = (1 -6)95 
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wählen und wir haben dann nach 2. 

'Schließen wir S und damit 9B in einen Würfel von der Seitenlänge s 
ein, so flnden wir demnach 

0.-0.^<{^-l}6.^ 
Da £ > 0 beliebig berabgedrückt werden kann, so ist darin das ge­
wünschte Ergebnis enthalten. 

Wir können /g und 0^ daher so erklären: 
Rauminhalt und Oberfliiche eines konvexen Körpers S mit inneren 

Punkten sind die oberen Grenzen der Rauminhalte und Oberflächen der 
in S enthaltenen konvexen Vielflache und die unteren Grenzen der 
Rauminhalte und Oberflächen der ^ enthaltenden konvexen Vielflache. 

Genau entsprechend kann man in der ebenen Geometrie Flächen­
inhalt und Umfang eines konvexen Bereichs erklären aus den ent­
sprechenden Maßzahlen der im Bereich enthaltenen und ihn ent­
haltenden konvexen Vielecke. 

Den Rauminhalt eines konvexen Bereichs werden wir gleich 
Null zu setzen haben und seine Oberfläche gleich seinem doppelten 
Flächeninhalt. 

Die in § 17, I angegebenen drei Eigenschaften von J und 0 
bei Vielflachen lassen sich jetzt mittels des Annäberungssatzes von 
MINKOWSKI auf beliebige konvexe Körper übertragen. 

IV. Konvergente Folgen konvexer Körper. 

Zu jeder konvexen Punktmenge je gehört somit ein bestimmter 
Rauminhalt /JE und eine bestimmte Oberfläche 0®, es sind also 
jeder derartigen Menge zwei Zahlen zugeordnet. Eine gewöhnliche 
Funktion ordnet jedem Punkt einer Menge, z. B. jedem Punkt eines 
Intervalls eine Zahl zu. Hier haben wir also eine Verallgemeinerung 
des Funktionsbegriffs vor uns, man spricht von „Mengenfunktionen" 
oder kürzer von „Funktionalen" 

Von den beiden erklärten Funktionalen J^ und Og wollen wir 
aus ihrer Definition eine gewisse Stetigkeitseigenschaft ableiten, die 
davon handeln soll, daß sowohl die Rauminhalte wie die Oberflächen 
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zweier „genügend benachbarter" konvexer Körper sich um beliebig 
wenig unterscheiden. Dazu ist zunächst erforderlich, dem Wort „be­
nachbart" eine klare Bedeutung unterzulegen. 

Ist P ein fester Punkt und K ein konvexer Körper, so versteht 
man unter der Entfernung E{P, S) des Punktes P von S? das Minimum 
der Entfernung zweier Punkte P und Q, von denen Q in S liegt.. 
Ein solches Minimum gibt es wegen der Abgeschlossenheit von E 

Wir können nun erklären: v[> 0) heiße das Maß der Nachbar­
schaft V = N{^, S) zweier konvexer Köi;per ^ und S, wenn es die 
kleinste Zahl ist mit der Eigenschaft, daß die Entfernung jedes 
Punktes aus £ von ^ ^v ist und umgekehrt die Entfernung jedes 
in S liegenden Punktes von S ebenso ^v ist. 

Dann können wir weiter festsetzen: Eine Folge konvexer 
Körper gj, gg) ^3 • • • konvergiert gegen einen konvexen Körper S, in 
Zeichen 

S = Lim£„, 
71 > - CO 

wenn die zugehörigen Nachbarschaftsmaße gegen Null streben 

LimiV(S,,, S) = 0 . i 

Beispiele. Es sei 2 ein beliebiger konvexer Körper mit inneren 
Punkten oder auch ohne innere Punkte. Dann bildet die Gesamt­
heit aller Punkte P, deren Entfernung E[P, S ) ^ p „ ist, wieder einen 
konvexen Körper S^, den wir Parallelkörper von g genannt hatten. 
Lassen wir Q,^ eine nach Null konvergente Zahlenfolge, z. B. 1, ^, | - , . . . 
durchlaufen, so konvergieren die zugehörigen Körper nach S. 

Um die Punkte M^ mit den Koordinaten x = l:n, y = 0, 
z = 0{re = 1, 2, 3...} seien Kugeln ^^ beschrieben mit den Halb-
inessern 1: 2". Dann existiert 

Lim S„ = S, 
n—>- 03 

und zwar fällt S mit dem Ursprung zusammen. 
Der Annäherungssatz von S. 56 läßt sich jetzt auch so fassen: • 

Ist ein konvexer Körper S und eine positive Zahl v gegeben, so kann 
man ein konvexes Vielflach 93 stets so bestimmen, daß N{^, 93) < »» 
wird. 

Sind gj und ^^ zwei konvexe Körper, die den Koordinaten­
anfang enthalten und ZTj, E^ ihre Stützfunktionen, so ist 

' Eine andere gleichwertige Erklärung für die Konvergenz bringen wir 
später (§ 18, V, S. 66). 
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V. Stetigkeitseigenschaft von Inhalt und Oberfläche. 

Jetzt sind wir in der Lage, die vorhin angekündigte Stetigkeit 
der Funktionale J^ und 0^ scharf zu fassen: 

Aus T • ^ 

Lim S„ = S 
n—>- CO 

' ^ ^ Lim J^n = <̂ s j Lim 0^„ = 0^. 
n — > - CO n — > - CO 

Der Beweis liegt nach dem Vorangehenden auf der Hand. 
Nehmen wir zunächst an, ö enthalte innere Punkte, einen davon 
wählen wir zum Ursprung M. Die Kugel um M vom Halbmesser p 
sei in S enthalten. Dann ist 

^ ^ Ö < S ? „ < ( 1 + 

sobald das Nachbarschaftsmaß 

NiK' 2) < V 
ist, wo V eine positive Zahl < Q bedeutet. Daraus folgt wegen der 
Eigenschaft 2. 

1 --^j Vß </a„ < (l + -^)Vs, 

Darin sind aber die gewünschten Ergebnisse 

Lim t7g„ = Jß, Lim Og„ = Og 
n—>-CO n—>-CO 

enthalten. 
Der Fall, daß S keine inneren Punkte hat, erledigt sich ebenso 

einfach. S sei ein konvexer Bereich in der Ebene z = 0, der die 
Kreisscheibe mit dem Halbmesser p um den Koordinatenanfang M 
enthält (reduziert sich nämlich ß auf eine Strecke oder einen Punkt, 
so ist die Richtigkeit der Behauptung ohne weiteres einleuchtend). 
Wir bilden den konvexen Körper 

x,g in 1 + -̂ - Ü, 

1 \^\='>' • 

^^® N{Ü,^,2)<v folgt dann S?„<9Kv 

und daher, wenn F^ den Flächeninhalt und U^ den Umfang von S 

bedeutet 

'Psin<Jmr^ (l + ^ ) ' . 2 j / - i ^ ß , 
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Es ergibt sich somit zunächst: 

Lim /g„ = / s = 0 . 
n—>- CO 

Für die Oberfläche von ^^ brauchen wir noch eine zweite Ab­
schätzung. Es sei G^ der Grundriß von Si„, d. h. die Gesamtheit 
der Normalrisse der Punkte von @ auf die Ebene z = 0. Dann ist 

und anderseits 

O i s „ ^ 2 i ^ g , „ > 2 ( l - ^ ) > a . 

Somit ist in der Tat 
LimOffi„= Oß = 2 # ß . 

Die' dabei benutzte Beziehung 
O^n^ 2 Fi^,i 

zwischen der Oberfläche von S„ und dem Flächeninhalt des Grund­
risses ist für den Fall, daß ^^ ein Vielflach ist, richtig. Daraus 
folgt durch Grenzübergang nach dem früher Bewiesenen die Gültig­
keit für den Fall, daß ^^ innere Punkte hat. Ist aber ^^ ein Be­
reich, so ist die Beziehung trivial. 

§ 18. Eine Erweiterung des Satzes von Bolzano und Weier-
strass über die Existenz eines Häufungspunl(tes. 

I. Der Auswahlsatz für konvexe Körper. 

Der Satz von BOLZANO und WEIEESTEASS über die Existenz 
eines Häufungspunktes kann so ausgesprochen werden: 

Aus irgend einer beschränkten unendlichen Menge von Punkteri 
kann man immer eine konvergente Punktfolge herausgreifen. 

Dies ist nur ein Sonderfall eines allgemeinen Satzes über kon­
vexe Körper, den wir jetzt beweisen wollen: 

Auswahlsatz: Aus einer unendlichen Menge W gleichmäßig be­
schränkter konvexer Körper läßt sich immer eine Folge konvexer Kör­
per Sj, ^2, S j , . . herausgreifen, die gegen einen konvexen Körper 
S konvergiert 

ß = Lim © . 
n 

n — > - CO 

Dabei heißt die Menge der konvexen Körper „gleichmäßig be­
schränkt", wenn alle Körper der Menge innerhalb eines Würfels 28 
liegen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, innerhalb einer genügend 
großen Kugel. 

Was unter der Konvergenz zu verstehen ist, wurde in§ 17, IV erklärt. 
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II. Das Diagonalverfahren von Cantor. 

Den Beweis kann man etwa so führen. SB sei durch die Un­
gleichheiten 

\ X \ ^ c, \ y \ ^ c, \ z \ ^ c 

erklärt. Dann kann man alle Punkte in 955, deren drei Koordinaten 
rationale Zahlen sind, numerieren, d. h. in eine Folge P^, P^, 
Pg, . . . anordnen. Man schreibt sich dazu etwa ein Schema auf, 
in dessen gier Zeile alle (endlich vielen) Punkte stehen, deren 
Koordinaten rationale Zahlen mit (positiven) Nennern ^q sind. Dann 
numeriert man die Punkte in der ersten Zeile des Schemas, mit den 
folgenden Zahlen die in der zweiten Zeile usf. Dabei kann man 
vermeiden, daß derselbe rationale Punkt mehrere Nummern bekommt 
und erreicht auf diese Weise jedenfalls, daß alle rationalen Punkte 
von 9B numeriert werden. 

Es sei nun S irgend ein konvexer Körper aus unserer Menge W 
und E (Pj, S) die Entfernung des Punktes P^ von diesem Körper 
{vgl. §17, IV, S. 60). Dann ist die Menge aller Zahlen E{P^, ^) be­
schränkt, da 

0 ^E{P^,St)^ 2cYs 

ist und wir können nach BOLZANO-WEIEESTEASS daher aus der 
Menge Tl eine Folge von Körpern heraussuchen — wir wollen die 
Körper der Folge mit ^^^, f̂ a» ^is- bezeichnen —., so daß 

UmE{P„S,J 
n—>- oo 

existiert. 
Aus der Folge S^, t j j , J îa. • können wir nun aus demselben 

Grunde wieder eine Teilfolge herausgreifen, sie heiße ^21' ^22; 
^23, ., so daß auch 

UmE{P^, ' - 2 ' ^^2nl 
r i—>- 00 

existiert. 
Wiederholen wir diese Auswahl k mal, so kommen wir zu einer 

Folge Sji , S,,3, Sj3, von konvexen Körpern aus unserer Menge SK 
mit der Eigenschaft, daß 

L i m ^ ( P . , S i J 
n — > - CO 

existiert für ; = 1, 2, . . k. Fahren wir mit dieser Auswahl un­
begrenzt fort, so erhalten wir ein Schema von konvexen Körpern 
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• " • I I ' ""-12 J "'^13 > • ' ^ l l ^ 

"'^21 ' • ' ' 2 2 ' ^ 2 3 ' " " 2 4 ' 

ß l Q fil 01 
" " 3 1 ' ""-82! •"-33? ^ 3 4 ' 

41 ' "^42 ' "^43 ' *"^44' 

das sich nach zwei Richtungen ins Unendliche erstreckt. Jede Zeile 
des Schemas ist eine Folge von Körpern, die in der durch die vorher­
gehende Zeile gegebenen Folge enthalten ist. 

Nach G. CANTOE bilden wir nun die „Diagonalfolge" des Schemas 

"S^lU ^ 2 2 ' " ^ 3 3 ' • • 

Diese enthält vom /<-ten Glied ab nur Körper aus der Folge: 

^kl> ^k2> ^ka^ 

Es existiert daher 
L i m ^ ( P S„J 

n — > - 00 

für ;• = 1, 2, . . k, und weil die natürliche Zahl k völlig beliebig 
ist, existiert dieser Grenzwert überhaupt für alle rationalen Punkte. 

III. Konvergenz der ausgewählten Folge. 

Jetzt wollen wir von der Folge 

, . . . . • ' ^ l l ' *^22) ^ 3 3 ' • •> 

die wir kürzer mit 

bezeichnen wollen, zeigen, daß 

L i m ^ ( P , SJJ 
nicht nur für jeden rationalen Punkt P in 28, sondern überhaupt 
für jeden Punkt P von 28 existiert und daß dieser Grenzwert eine 
stetige Funktion der Koordinaten von P ist. Das ergibt sich aber 
sofort aus den Ungleichheiten zwiscbsn den Seiten eines Dreiecks. 

'Es ist 

i^(P, S?„)-^(Q, S J I ^ P « 
und daher auch zunächst für rat ionale Punk te P und Q 

(*) I Lim E (P, S J - Lim E[Q, ^ J | ̂  Pq. 

Ferner folgt aus der ersten Ungleichheit sofort, daß auch an einer 
irrationalen Stelle P die Zahlen 

^ ( P , %) , E[P,^,], E{P,^,) 
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nur einen Häufungswert haben können, daß also auch an einer 
irrationalen Stelle P 

Limi?(P, SSJ 
71 — > - OO 

existiert. Daraus ergibt sich weiter, daß auch für irrationale Punkte 
P und Q die Ungleichheit (*) gilt, und darin ist enthalten, daß die 
Funktion der Koordinaten von P 

E{x,y, z) = L i m ^ ( P , J?J 
n — > ~ OO 

stetig ist. 
Jetzt soll gezeigt werden: Alle Punkte P von 28, für die 

E [x, y, z) = 0 ist, bilden einen konvexen Körper ß. 
Zunächst ist ß ^ 28, also ß beschränkt. Femer ist ß wegen 

der Stetigkeit der Funktion E [x, y, z) abgeschlossen. Sind femer 
Pj und Pg zwei Punkte und P ein Punkt ihrer Verbindungsstrecke, 
so folgt aus 

^ ( P „ S J < 6 , ^ ( P 2 , S J < e 
auch 

und daher aus 
Lim E (P„ S J = 0, Lim ^ (P2, S?J = 0 

71 —>. 00 n —>- po 

auch 
L i m ^ ( P , ^ J = 0. 

Enthält ß also Pj und P^, so enthält ß auch jeden Punkt P der 
Verbindungsstrecke. Damit sind aber die drei Definitionseigen­
schaften eines konvexen Körpers an ß nachgewiesen. 

IV. Übereinstimmung mit der früheren Erklärung der Konvergenz, 

Zum Schluß haben wir noch zu beweisen, daß 

ß = Lim S„ 
n — > - 00 

ist, in dem Sinne, wie wir das in § 17, IV erklärt haben. Erstens ist 
dazu nötig zu zeigen, daß für beüebiges positives s sich m so groß 
wählen läßt, daß 

^ [P, K) <« 
für alle Punkte P von ß und für alle n>m. Wäre das nicht 
richtig, so könnten wir unendlich viele Punkte Pp P j , -P3) 111 
ß und unendUch viele natürliche Zahlen n^, n^, «3, auffinden, 

so daß 
E{P.,^,,.)^e 

BLASCHKE, Kreis und Kugel. 
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wäre. Da ß ' beschränkt und abgeschlossen ist, hätten die P- in ß 
mindestens einen Häufungspunkt Pg und in diesem hätten wir 

E[Pg,^,^.)^E{p.^)-p;F., 

Es wäre also 
L im^(P„ , S ? J S 6 , 

71 — > - OO 

entgegen der Voraussetzung. 
An zweiter Stelle haben wir endlich noch zu zeigen; Bei be­

liebig vorgegebenem positivem 6 läßt sich m so groß wählen, daß 

E (P, ß) < e 
wird, wenn P irgend ein Punkt in einem S,̂  {n > m] ist. Sonst 
könnte man wieder unendlich viele Punkte P . in S„ .{w. > TW} finden, 
so daß 

i ? ( P . , ß ) ^ 8 
wäre. Die P. lägen in 28, hätten also sicher einen Häufungspunkt Pg 
und wir hätten einerseits 

E[Pg,K;)^p:p, 
und daher 

L i m ^ ( P „ , S J = 0. 
n —>- oo 

Anderseits aber wäre 
E[P„2)^E[P.,ü)-PgP. 

und daher 

was der anderen Folgerung widerspricht. Damit ist der Beweis des 
Auswahlsatzes zu Ende geführt. 

V. Eine zweite Fassung des Konvergenzbegriflfs. 

Wir wollen von unserem Auswahlsatze gleich eine Anwendung 
machen. Konvergiert eine Folge konvexer Körper 

Lim S?„ = ß 

und hat der Grenzkörper ß innere Punkte, so können wir Folgendes 
feststellen: Ist A ein Punkt außerhalb ß, so liegt er auch außer­
halb S^ für genügend große n und jeder innere Punkt B von ß ist 
auch innerer Punkt aller S„ von einem gewissen n ab. Diese Tat­
sachen sind aber, wie wir jetzt umgekehrt zeigen wollen, für die 
Konvergenz kennzeichnend: 

Es sei ^^, ^2) ^3) eine Folge konvexer Körper und ß ein 
weiterer konvexer Körper, der innere Punkte besitzt. Jeder Punkt A 
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außerhalb ß liege für genügend großes n > m^ auch außerhalb aller 
^^ und jeder Punkt B innerhalb ß liege für genügend großes n > MB 
auch innerhalb S^. Bann konvergiert die Folge S^, ^ 2 , ^ 3 , 
gegen ß 

Lim S„ = ß. 
n — ^ 00 

Wir behaupten also, anders ausgedrückt, daß die in der früheren 
Konvergenzerklärung (§ 17, IV) geforderte Gleichmäßigkeit der An­
näherung eine Folge der Konvexität der S^ ist. 

Zunächst ist die gleichmäßige Beschränktheit der Folge S^, 2̂» 
S3, . . . zu erweisen. Wir teilen den Raum wie in § 17, I I in lauter 
Würfel von der Seitenlänge a und wählen o- so klein, daß ein 
Würfel 2B2 von der Seitenlänge 2a, der aus acht Würfeln unseres 
Gitters aufgebaut ist, ganz innerhalb ß Platz flndet. Wegen.der Be­
schränktheit von ß können wir einen zweiten Würfel 32824 + 2 ^^'^ 
der Seitenlänge [2k-\-2)a bestimmen, der ß im Innern enthält und 
mit S552 bezüglich des 
Mittelpunktes ähnlich 
liegt, so daß wir auch 
282^ + 2 ^^^ Würfeln 
unseres Gitters auf­
bauen können. 

Nach Voraussetz­
ung kann man m so 
groß wählen, daß für 
ny m alle Gitterpunkte 
(Würfelecken) auf der 
Begrenzungsfläche von 
^2Ä+2 ^^'^^ außerhalb 
aller ®̂  liegen und daß 
S552 innerhalb aller dieser 
S enthalten ist. .Dann 

n 

liegen aber diese S?„ j , . ^ ^̂  
sicher innerhalb des 
Würfels 32344 + 2! ^er zu 3352 konzentrisch und ähnlich liegt und die 
Kantenlänge [4 k+ 2) er hat. Enthielte nämlich ein 
auf der Oberfläche von 38^^4.2' 
der Verbindungsstrecken dieses Punktes mit 282 
Gitterpunkt auf der Oberfläche von Sogs +2 entgegen der Annahme 
(vgl. Fig. 12, wo Ä = 2). Da also für n>m alle S„ in 355̂ ,,+ 2 ^^S^"^' 
so ist die gleichmäßige Beschränktheit der Folge erwiesen. 

"TC 

cm 
«*%-

einen Punkt 
so enthielte er auch den Kegel 

und daher einen 



68 Minimumeigensohaft der Kugel. 

Nach unserem Auswahlsatze gibt es in der gleichmäßig be­
schränkten Folge Sj, ^2, %, eine konvergente Teilfolge g„j, S^g, 
®n3' • • • {n-iKn^ <n^ , •}, und zwar sei 

Lim S„, = ß* 
3 —>- oo 

Von einem gewissen n. ab liegt jeder innere Punkt des Grenz­
körpers ß* im Innern aller ^^., kann also nicht äußerer Punkt zu ß 
sein, und ebenso liegt für genug großes -n, jeder äußere Punkt des 
Grenzkörpers ß* außerhalb der S? .̂, also nicht innerhalb ß. Des­
halb haben wir einerseits ß* ^ ß und anderseits ß* ^ ß, also 
ß* = ß. 

Betrachten wir nun die Folge der Nachbarschaftsmaße (S. 60) 

Nach dem Bewiesenen enthält jede Teilfolge der beschränkten 
Zahlenfolge v^, v^, v^, . . . Unterteilfolgen, die nach Null konvergieren. 
Daraus folgt aber für die ganze Folge 

Lim «»„ = 0 
71 >- oo 

oder 
Lim S?„ = ß, 

n —>- oo 

wie wir zeigen wollten. 

§ 19. Die Symmetrisierung. 

I. Symmetrisierung konvergenter Körperfolgen. 

Die in § 15, II, S. 44 erklärte Symmetrisierung können wir mit 
der auf S. 51 eingeführten Bezeichnnngsweise bequem in Formeln 
ausdrücken. Es sei fi ein konvexer Körper mit dem Grundriß ®: 

g j ^, y m ®, 
\ 9{^,y) ^^^f[x,y). 

Die Funktionen -\- f und — g sind konvex in ® und daher ist auch 
die Funktion 

\{f-9) 
in ® konvex nach der Bemerkung von S. 49 und somit ist durch 
die Bedingungen 

\k{9[^, y) -f[^, y)} ^ z ^ I \f(x, y) - g{x, y)] 
wieder ein konvexer Körper erklärt. Da § von jeder Lotrechteil iü 
einer gleichlangen Strecke getroffen wird wie S und da § zur Grund-
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ebene z = 0 symmetrisch ist, so geht ffi aus ^ durch die Symmetri­
sierung STEINEE s an der Grundebene hervor. 

Bamit ist die erste Eigenschaft dieser Konstruktion als richtig 
erkannt, nämlich einen konvexen Körper wieder in einen konvexen 
Körper zu verwandeln. 

Um nun weiter die behaupteten Beziehungen 

/ = / , O^Ö 
zwischen den Rauminhalten und Oberflächen der beiden Körper ^ 
und ^ einzusehen, beweisen wir zunächst folgenden 

Hilfssatz: Es sei >.' ' ' ^ 3 ' eine konvergente Folge kon­
vexer Körper mit dem Grenzkörper ß 

Lim S„ = ß. 
w — > - oo 

Wir symmetrisieren alle Körper der Folge an derselben Grundebene. 
Bie so entstandenen Körper ^ , 
^1) ^2' ^3> • • • mden wieder 
eine konvergente Folge und ihr 
Grenzkörper 

Lim §^ = ß 
71 ^ OO 

geht ebenfalls durch Symme­
trisierung an derselben Grund­
ebene aus ß hervor. 

Kürzer: 
Symmetrisierung und Grenz­

übergang sind vertauschbar. 
Wir wollen uns beim Be­

weise auf den „allgemeinen« 
Fall beschränken, daßßinnere 
Punkte hat und können dann 
die in diesem Fall kennzeich­
nenden Eigenschaften der 
Konvergenz, die wir in § 18, V 
festgestellt haben, verwenden. 

Es sei ^j ein Punkt außer­
halb des Körpers ß, der aus ß ^ 
durch Symmetrisierung an unserer Grundebene 8 hervorgeht, und A^ der 
Spiegelpunkt von i^ an @ (Fig. 13). Die Verbindungsstrecke der beiden 
Punkte möge ß in der Strecke P1P2 durchsetzen. Wir verschieben 
nun die vier Punkte Ä^P^P^Ä^ auf ihrer Geraden bei festgehaltenen 

Fis. 13. 
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Abständen, bis das Mittelstück nach P-^P^ auf ß zu liegen kommt. 
Dadurch kommen 1^ und A^ nach A^ und A^. A^, A.^ sind äußere 
Punkte von ß, liegen also für n>mj, gleichzeitig außerhalb aller ^^. 
Daraus folgt, daß für dieselben n 1^ sich außerhalb aller ä\ befindet. 

Noch einfacher ist dieses Verhalten festzustellen, wenn der äußere 
Punkt .4 zu ß so liegt, daß die Senkrechte durch ^ zu © den 
Körper ß nicht trifft. Dann brauchen wir nur n so groß zu wählen, 
daß auch S^ diese Gerade nicht trifft, um dasselbe für §^ zu er­
reichen. 

Liegt schließlich B^ innerhalb ß, so suchen wir wieder den 
Spiegelpunkt B^ an © auf und den Durchschnitt P^P^ der Ver­
bindungsgeraden mit ß. Durch die Zurückverschiebung auf der 
Lotrechten nach PjP2 auf ß fallen B^B^ nach den inneren Punk­
ten B^ B^ von ß. Wir brauchen dann nur w > JWB zu wählen, um 
zu erreichen, daß für alle entsprechenden @„ die B^B^ innere 
Punkte sind und infolgedessen auch B^B^ innere Punkte der sym­
metrischen ä'„{w > W2sj. 

Damit ist in der Tat festgestellt, daß der Körper ß, der durch 
Symmetrisierung aus dem Grenzkörper ß entsteht, auch als Grenz­
körper der symmetrisiertenFolgeä\, ^^,§\, ... erhalten werden kann. 

II. Wirkxmg auf Inhalt und Oberfläche. 

Nach dem Annäberungssatz MINKOWSKIS (S. 56 und 60) kann 
man einen konvexen Körper ® durch eine Folge von konvexen Viel­
fachen Sßj, $82, aSg, . . . annähern 

@ = Lim 25„. 
7 1 — > - CO 

Symmetrisiert man Alles an derselben Ebene ©, so erhält man 
nach dem eben Bewiesenen 

§ = Lim 25,̂ , 
7 1 — > - 00 

eine Annäherung des symmetrischen Körpers i durch die symme­
trischen Vielflache \ . Bezeichnen wir Rauminhalt und Oberfläche 
von SS„ mit J^ und 0„, die entsprechenden Maßzahlen für » mit 
/ , Ö„, so gilt nach § 17, V, S. 61 

/g = Lim /„ , Os = Lim 0^; 
71 — > - 00 71 _ ^ 00 

J^ = Lim J^, Ög = Lim Ö^. 
7 1 — > - 0 O 7 1 — > - 0 O 

Wollen wir daher die Beziehungen 
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nachweisen, so brauchen wir bloß die entsprechenden Beziehungen 

(1) / , = / , 0 > Ö 
\ ^ ?1 7 1 ' 71 71 

an den konvexen Vielflachen 25,̂ , ^„ zu bestätigen und das ist eine 
ganz elementare Aufgabe. 

Wir wollen uns damit nicht aufhalten \ sondern gleich zu der 
von STEINEE nicht erledigten Beweisführung übergehen, daß stets 

(2) Os > Ög 

ist, wenn S keine zu, @ parallele Symmetrieebene besitzt, was aus 
der entsprechenden Tatsache für Vielflache nicht ohne Weiteres durch 
Grenzübergang geschlossen werden kann. 

Ganz analog wie bei der Symmetrisierung eines konvexen Kör­
pers S —V ä' zur Einsicht 

P^ = =̂ s 
kommt man bei der Symmetrisierung eines in einer vertikalen Ebene 
(z. B. ?/ = 0) gelegenen konvexen Bereiches 93 ->- S (vgl. die Fig. 13) 
zur entsprechenden Gleichheit der Flächeninhalte 

(3) Ffs = F<a. 

Das ebene Analogen zur räumlichen Beziehung 

Og ^ Ög 

ist die Ungleichheit zwischen den Umfangen von Sß und S 
(4) B^s^ Ltg. 

Man braucht, um zu diesen Ergebnissen (3) und (4) zu kommen 
nur alle unsere räumlichen Betrachtungen auf den einfacheren Fall 
der ebenen Geometrie zu übertragen. 

III. Symmetrisierung der Wäherungsvielflache. 

Es sei S ein konvexer Körper mit inneren Punkten. Wir 
können S durch eine Folge von Vielflachen 25i, $82 > ̂ 3) ^^' 
nähern 

Lim 25„ = S 
71 > - 00 

und wollen dabei die Vielflache etwa ineinander schachteln: 

25i > aSa > 253 > . > ^ . 
Dann sind auch die zugehörigen Grundrisse auf z = 0 in derselben 
gegenseitigen Anordnung: 

®i ^ ®a S ®3 S S ®-
' Die erste der Beziehungen ist trivial und die zweite wird später noch 

verschärft nachgewiesen. 
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Innerhalb ® wählen wir- ein Rechteck 91 

^ i ^ x ^ I2' Vi^9 ^ %, z = 0, 
so daß das allseitig um ()(> 0) breitere Rechteck auch noch in ® liegt. 
Die vier Ebenen x = ^^, ^^•, y = ti^, % zerschneiden 25„ in neun 
konvexe Teil vielflache 25„* {k = 0, 1, 2, . . . 8}, von denen 25„'' den 
Grundriß 91 haben möge. Zwischen den Oberflächen besteht die 
Beziehung (vgl. S. 56 Eigenschaft 3) 

0 1 

wenn SB' {l — 1, 2, 3, 4} die vier konvexen Bereiche (Vielecke) sind, 
die von den Ebenen aus aS„ ausgeschnitten werden. 

Symmetrisieren wir nun die ganze Figur an der Grundebene 
z = 0, so ist uach dem Vorigen (§ 19, II) 

und daher 
C/gj — Oqj S ^ C/gj o — Om o . 

Wir brauchen also bloß die Vielflache 25,̂ " und Ŝ "̂ zu betrachten, die 
91 zum Grundriß haben. 

Sämtliche Kanten von 25„'' ergeben, auf z = 0 senkrecht pro­
jiziert, als Grundriß ein Netz geradliniger Strecken, durch das 9t in 
endlich viele konvexe Bereiche (Vielecke) zerschnitten wird, von 
denen wir einen Vertreter mit J 9 t und seinen Flächeninhalt mit 
A F bezeichnen wollen. In ganz dasselbe Netz projizieren sich die 
Kanten von %^^ 

Es seien 

1 z = -P2^- q^y -r^ 
die Gleichungen der Seitenflächen von 25,̂  über dem Grundriß J91 , 
dann sind die Gleichungen der entsprechenden Seitenflächen von 3i^ 
(6) 2 z = ± {[p^ + P^)x + [q^ + q^)y + (r, + r^)\. 

Die Flächeninhalte dieser Oberflächenteile sind dann 

y i + P i ' + y i ^ AF, ^l+p^^ + q^^.AF, 

/ 
l + {!i±PA' + ti^\'.Alr 

und so findet sich 

2[yiTv^?7--2|/i+(^-tp.)%(ii^i^)Vyr^^7T^l-^P7 
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da die Flächeninhalte der Bereiche in den vertikalen Ebenen 
a; = I j , I2; y = Vi, % sich wegheben. Die Summe ist über alle 
konvexen Teilbereiche von 91 zu erstrecken. 

Wir finden also schließlich 

(8) 0^^-Ö^^^2n AF, 

wenn wir mit ß zur Abkürzung den früheren Ausdruck (7) in der eckigen 
Klammer bezeichnen, der von der Stellung der Seitenflächen von 25„ 
abhängt. Diesen Ausdruck wollen wir jetzt abschätzen. 

IV. Anwendung eines Mittelwertsatzes von Holder. 

Es sei F{h) eine Funktion, die auf der Strecke — 1 ̂  A ^ -f 1 
stetig ist und erste und zweite Ableitungen besitzt. Dann ist nach 
0 . HöLDEE.^ 

(9) i?(-f 1) - 2 F[Qi) + P ( - 1) = F"[h), 

wobei 
|Ä| < 1 

ist. Bildet man nämlich die quadratische Hilfsfunktion 

G{h) = P(0) 4- 4 { ^ ( + 1) - • ^ ' ( - 1)1 + ^ i ^ ( + l ) - 2 P ( 0 ) - h P ( - 1)!, 

so ist 
F[h) - G[h) = 0 für A = - 1, 0, -f 1. 

Nach dem Satz von ROLLE (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) 
verschwindet daher die Ableitung 

F'ih)-G'{h) 
sicher einmal auf der Strecke - 1 < Ä < 0 und einmal auf der 
Strecke 0 < A < -\- 1. Eine nochmalige Anwendung des Satzes von 
ROLLE ergibt daher eine Nullstelle h auf der Strecke — 1, H- 1 für 
die zweite Ableitung 

i ? " _ Q"^jF"(h)-{F(-\-\)-2F{0) + F{-l)}, 
w. z. b. w. 

Wenden wir nun diesen Mittelwertsatz von HÖLDBE an auf die 
Funktion ^ _ _ 

wir 
Ausdruck 

P(Ä) = | / ] 
1 ^ 2 j ' V 2 

SO finden wir für den im vorigen Abschnitt in (8) mit Q bezeichneten 

Q = F"{h). 

1 Zur Theorie der trigonometrischen Keihen, Mathem. Annalen 24-(1884), 
vS. 183. 
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Dabei ist 

F"[h) 

Hat man nun 

(10) b i l ^ ö - ; | P 2 l ^ ^ > k l l ^ < ^ . 
SO ergibt sich schließlich die Abschätzung 

^ ipi - p^y -j-^iPiQ-i- pi g l ) ' + ( g l - gj)" 

4i'nAl'' 

^ 2 ! ; ö " 7 

(11) ii 
4(1 -f 2<T7A 

25„ 

V. Einfährung der gefundenen Abschätzung. 

Um die gefundene Abschätzung (11) in unserem Fall verwerten 
zu können, wollen wir für die \p\ und \q\ eine Schranke a er­
mitteln, die von n unabhängig ist. 

Die Folge der Vielflache 25i > 232 > SSg..., ™̂ i* denen wir g an­
genähert hatten, ist von selbst gleichmäßig beschränkt, da alle 25 
in 25i enthalten sind. Wir wollen 25, und damit alle 25 zwischen 
zwei wagerechte Ebenen 

einschließen. Die konvexen Funktionen cp^ {x, y) und — y (x, y), 
die 2S„ definieren 

' ^,y in ®n> 

rA^,y)^z^'P„[x,y) 

liegen dann unter der Schranke c, 

\rn{^,y]\^C, \<pAx,y]\^^. 

Nach Voraussetzung enthalten alle Definitionsbereiche ® der 
konvexen Funktionen cp^, — y^^ das Recht­
eck 9i 

l i ^ ^ ^ l a , %^y^% 
und darüber hinaus noch das größere 
Rechteck 

Vi- 9^y^V2+ ?• 
Die Funktion cp^{x,y) ist bei festgehal-

Fig. 14. tenem y innerhalb 9i eine konvexe Funk­
tion in x und daher ist (vgl. S. 52) 

S<Pn(^r, y) ^ d (p„ (x, y) ^ 8(p„(,^,.y) 
8x — dx = dx 

wenn wir unter den Differentialquotienten etwa die vorhin benutzten 
verallgemeinerten Ableitungen verstehen. Weiter ist nach Formel (8) 
S. 52 (man sehe auch Figur 14) 
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<fJ^i,y) - <Pn (?i - Q,y --, 8 (p„ (f„ y) 
Q ' d x 

(Pn (?a + Q,y) - tp» (?2. y) ^ S(p„ (I2, y) 
Q — 8x 

Danach ergibt sich schließlich 

d CPn {X, y) 

dx 

und dieselbe Abschätzung gilt geradeso für die Ableitung nach y. 
Dieselben Ungleichheiten gelten übrigens auch für die Ableitungen 
der Funktionen f{x, y) und g [x, y), die zu S gehören. 

In unserem Falle sind diese konvexen Funktionen cp^ strecken­
weis linear und ihre Ableitungen sind innerhalb dieser Strecken 
die p-^ und y .̂ Wir finden also 

(12) \ P i \ ^ ^ , l 9 i l ^ f 
und genau ebenso 

(12) \P.\^.^' I ? . I ^ T ' 
können also 

2t 
(13) ^ - ^ 
setzen und diesen Wert in die Abschätzung für ß eintragen. 

Die Formel (8) von S. 73 nimmt damit die Form an 

n n > ^Ki-i - P^f + (?i - ?̂ )'i • ^ ^ . 

VI. Die Ungleichheit voii H. A. Schwarz. 

Für das Folgende ist es bequem, die gefundene Abschätzung 
formal ein wenig anders zu schreiben, indem wir an Stelle des 
Summenzeichens ein Doppelintegral setzen: 

Os8,i - OäJ« S cjjiP^ - P^f + (̂ 1 - ?2)'l <i^ dy, (14) 

wobei 

(15) i = M̂  + 
2'QX-\% 

und 

(16) 

ist. 

, 8 a>n , 8 (p„ 

P^- + ^ • ^ i= + T F ' 

P2- Qr, ' ?2 8y 
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Da der Integrand positiv ist, wird die Formel (14) um so mehr 
gelten, wenn wir die Integration nur über ein kleineres in 9t ent­
haltenes Rechteck 

1^«^! ' , v^y^v' 
erstrecken. 

Nun gut für zwei Funktionen A{t) und B{t) die Ungleichkeit 
von A. H. Schwarz. 

!

b 1 2 i b 

( A{t)B{t)dt\^ J Aiff-dt' j B{tfdt. 
a J a a 

Das kann man so einsehen: Das quadratische Polynom in X 
b b b b 

{{A{t) + lB{t)fdt^ ( A{tfdt+2l jA{t)B{t)dt+l''JB{tfdt 
a a a a 

ist für alle Werte von X sicher g 0. Es kann also gleich Null ge­
setzt für X nicht reelle und getrennte Nullstellen ergeben, denn 
sonst gäbe es auch negative Werte des Polynoms. Das ergibt aber 
zwischen den Koeffizienten des Ausdrucks gerade die angegebene 
Ungleichheit von SOHWAEZ. 

Setzen wir nun zuerst 
j ( ^ ) = l % + M , B{x)=l 

^ ' 8 X ^ 

und dann 
(̂5') = [<5P.+ r J ^ ' ' : ^(y)=i> 

so ergibt sich nach entsprechender Behandlung des zweiten Gliedes 
von (14) durch viermalige Anwendung unserer Ungleichheit 

(18) OiBn- QgTî  j^_^^^,_,,)Imy« + rnVJy\ + \J[<P. + d^jA V 

Diese Formel hat den Vorteil, keine Ableitungen mehr zu enthalten. 

VII. Verkleinerung der Oberfläche. 

Jetzt wollen wir mit (18) zur Grenze w—voo übergehen. Dazu 
bemerken wir, daß die Funktionen cp^ und /„ , die die Begrenzung 
von 25„ ergeben, für w—^oo in 91 gleichmäßig gegen die Funk­
tionen / und g konvergieren, die zur.Begrenzung von ^ = 'Lim'iQ^ 
gehören. 

Es sei nämlich r der Winkel einer Stützebene an die Fläche 
z = f[x, y) zu einem Punkte über 91 gegen die Grnndebene z = 0. 
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Dann folgt aus den zu (12) analogen Formeln für f 

daß 

8l_ 
8x 

2J 81 
8y 

- ^ m 91, 

- i _ ^ i / i - f 2 ( i i y 
;os T — y \ Q 1 

ist. Es sei femer v^ das Nachbarschaftsmaß (S. 60) 

^ = ^ ( S 8 „ . ® ) -
Dann liegt die zur Stützebene im Abstand v^ parallel darüberliegende 
Ebene über 25„, also über z = (p„{x, y) und daher ist (vgl. die Fig. 15) 

0 ^ 9 ' „ ( - , 3 / ) - A - , y ) ^ ^ ^ - „ l / l + 2 ( ^ ) ' (19) 

Darin ist aber wegen 
Lim f_ = 0 

die behauptete gleichmäßige Konvergenz von cp^—>- f enthalten und 
genau ebenso ergibt sich die gleichmäßige Konvergenz, y^-^>-g. 

Üben wir nun auf die letzte Form (18) unserer Abschätzung-
des Oberflächenunterschiedes den Grenzübergang n—^oo aus, so 
finden wir 

ö^^,„_,i,_„J{/y + gff4 + {/̂ ^+C?''} • (19) OR 
'•(S'-s){v'-vy x=S 

Darin bedeuten | , vi l ' j v' 
zwei beliebige Punkte in 9t und 
die Konstante C (vgl. (15)) ist 4= 0. 
Daraus folgt aber, daß Og^ nur dann 
= Ög sein kann, wenn in 91 

(20) f+9 = konst. 
ist. Gäbe es nämlich zwei Stellen v„ 
I, y; I ' , y, für die etwa 

(21) f{i,y) +9{i,y)<m'>y)+9i^'>y) 
wäre, so könnte man wegen der _ 
Stetigkeit der konvexen Funktionen f 
und g eine so kleine Strecke 
V^y^V abgrenzen, daß für alle diese Werte von y die Un­
gleichheit (21) gültig bliebe. Dani^ hätte man aber 

Fig. 15. 

/ \f-\-9'\-dy>^ 



78 Minimumeigensohaft der Kugel. 

und wegen (19) daher 0^>Ö^. Die Funktion/"-f ^ muß also zu­
nächst bei festem y konstant sein. Genau ebenso zeigt sich aber 
ihre Konstanz bei festem x und damit die Konstanz in ganz 9t. 

Wir finden somit, daß Og nur dann = Ö^ sein kann, wenn f •\- g 
in jedem Rechteck 9t innerhalb des Grundrisses (S von S konstant 
ist, d. h. wenn f -\- g konstant ist im ganzen Innern von @. Dann 
hat aber S eine zu z = 0 parallele Symmetrieebene. Jetzt ist die 
dritte wichtigste Eigenschaft der Symmetrisierung und in ihr der 
heikelste Punkt der ganzen Beweisführung erledigt: 

Es ist stets ^ ^ 
O^^O^ 

und das Gleichheitszeichen gilt nur in dem trivialen Ausnahmefall, daß 
schon S eine „wagerechte" Symmeti-ieebene besitzt. 

VIII. Die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. 

Jetzt sind wir glücklich am Ziele angekommen, die lExtremum-
eigenschaft der Kugel fällt uns zu wie eine reife .Frucht: Es 
sei S ein beliebiger konvexer Körper mit inneren Punkten; wir 
wollen zeigen, daß die inhaltsgleiche Kugel kleinere Oberfläche her 
sitzt als S. 

Wir nehmen in S eine Kugel <S> an und betrachten die Menge W 
aller zu S inhaltsgleichen konvexen Körper, die diese Kugel © ent­
halten. 

Biese Menge W ist gleichmäßig beschränkt. Nehmen wir näm­
lich einen Punkt P so weit von © entfernt an, daß der Inhalt 
der konvexen Hülle von P und <g, die von einem Stück der 
Begrenzungsfläche der Kugel © und einem Drehkegel mit der Spitze 
P begrenzt wird, größer ausfällt als der von ^, dann liegen alle 
Körper von W innerhalb der zu © konzentrischen Kugelfläche ©p 
durch P. 

Jetzt können wir auf die Menge W unseren Auswahlsatz (S. 62) 
anwenden und mit seiner Hilfe beweisen: Unter allen konvexen 
Körpern von Wt gibt es einen Körper ß, dessen Oberfläche ^ der aller 
anderen Oberflächen ist. Aus der Menge Sit kann man nämlich eine 
Folge von Körpern S^, S j , ^ 3 , herausnehmen, deren Oberflächen 
^v ^i' O3, gegen die untere Grenze Og der Oberflächen aller 
Körper von 2K konvergieren. Aus dieser Folge Sj, ^2. ^3, • • kann 
man, da sie gleichmäßig beschränkt ist, eine konvergente Teilfolge 
®«i! ^7!,, ^ 3 , ausscheiden. Es sei 

Lim S„ = ß. 
i 

} —>- 00 
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Wegen der Stetigkeit der Funktionale 0^ und /g (S. 61) ist der 
Rauminhalt von ß gleich dem Grenzwert der Inhalte der S„., d. h. 
d. h. gleich dem Inhalt .7 von S, und 

02 = Lim On,= Gg. 

Auch folgt aus ^„ ^ © die Beziehung ß ^ ©, d. h. ß gehört zu äJJ, 
Jetzt hilft uns STEINEEs Symmetrisierung zur Erkenntnis: ß ist 

eine Kugel. Wäre nämlich ß keine Kugel, so könnten wir eine Ebene 
durch den Mittelpunkt von © derart legen, daß ß dazu keine par­
allele Symmetrieebene hat (vgl. S. 44). Die Symmetrisierung an 
dieser Ebene führt © in sich selbst über und würde daher ß in 
einen inhaltsgleichen konvexen Körper ß verwandeln, der wieder © 
enthielte, der also Ti angehörte und kleinere Oberfläche hätte als ß, 
was ausgeschlossen ist. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so sehen wir: Eine zu S 
inhaltsgleiche Kugel hat nicht größere Oberfläche als ^. 

Oder in einer Formel: Zwischen Inhalt und Oberfläche von S 
besteht die Beziehung: 

O 3 _ 3 6 J J J 2 ^ 0 . 

Ist aber S keine Kugel, so kann nur das Größerzeichen gelten. 
Denn durch Symmetrisierung geht in diesem Falle aus S ein neuer 
Körper § hervor und für den gilt 

J = / und 0> 0, 
also 

0-3 _ 3 6 ; r / 2 > ( g 3 - 3 6 7 ! ; / 2 ^ 0 . 

Bamit ist aber der Beweis zum Abschluß gebracht, daß für jeden 
nicht kugeligen konvexen Körper zwischen Inhalt und Oberfläche die 
Ungleichheit besteht 

O s - 3 6 7 r = 7 2 > 0 . 

1 § 20. Ergänzende Bemerkungen.̂  

I. Über die Beschränkung auf konvexe Vergleichskörper. 

Der Beweis für die Ungleichheit 

03 _. 36 5r/2 S 0 

wurde unter viel engeren Voraussetzungen geführt, als der Beweis 

für die entsprechende Formel 

L'--4 7iF^0 
in der ebenen Geometrie, da wir uns im Räume von vornherein 

auf konvexe Flächen beschränkt hatten. 

' Kann überschlagen werden. 
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Man könnte nun die Behauptung von der isoperimetrischen 
Eigenschaft der Kugel ebenso allgemein fassen, wie wir die ent­
sprechende Eigenschaft des Kreises ausgesprochen haben. Dazu 
hätte man die allgemeinste geschlossene Fläche 0 des Raumes zu 
betrachten, die eindeutiges (nicht notwendig eineindeutiges!) und 
stetiges Abbild der Kugel ist. Es handelte sich zunächst darum, 
die Oberfläche 0 von 0 zu erklären. Dazu überdeckt man die Bild­
kugel mit einem Dreiecknetz, vermerkt die entsprechenden Punkte 
auf 0 und verbindet sie in entsprechender Weise geradlinig, so 
daß ein 0 „eingeschriebenes" Vielflach 25 entsteht, das aus lauter 
Dreiecken gebildet wird. Es sei d die größte Seite des Dreieck­
netzes auf der Kugel. Man kann, wie zuerst H. A. SOHWAEZ hervor­
gehoben hat, die Oberfläche 0^ nicht mehr durch die naheliegende 
Formel erklären: 

0* = Lim Osg, 

wohl aber nach LEBESGUE durch die folgende: 

0^ = Lim inf Osg, 

wenn „Lim inf" den kleinsten Grenzwert bedeutet. Die Ober­
flächen wären dabei wieder absolut zu nehmen. Mau beschränkt sich 
dann auf solche Flächen 0, für die 0<p endlich ist. 

Man könnte dann den Rauminhalt J^ von 0 durch die Formel 
erklären: 

/<t = Lim Jig 

und hätte zu beweisen, daß aus der Endlichkeit von 0^ die Existenz 
und Endlichkeit dieses Grenzwertes J$ folgt. Dabei sind die Raum­
inhalte algebraisch zu nehmen, also mit einem bestimmten Vor­
zeichen zu versehen. Dann ließe sich die isoperimetrische Eigen­
schaft so fassen: 

Zwischen den so erklärten Größen J^ und 0^ gilt immer die 
Ungleichheit: 

Orf/ - 36 TT </ä,2 g 0 

und das Gleichheitszeichen nur im Falle der Kugel. 
Das wäre wohl die denkbar allgemeinste Fassung der isoperi­

metrischen Eigenschaft der Kugel. 
Um unser Beweisverfahren auf diese allgemeinere Behauptung 

anzuwenden, hätte man zunächst die Symmetrisierung auszudehnen 
auf den Fall eines Vielflachs 25 mit endlich vielen Ecken, das nicht 
mehr konvex zu sein braucht und sich selbst durchdringen kann, 
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aber den- Zusammenhang der Kugel hat. Man symmetrisiert be­
züglich der Ebene z = 0, indem man bildet 

±2'z{x,y) = :Se.z.{x,ij), 
wobei die z. die z-Koordinaten der Punkte von 25 mit den vor­
geschriebenen X- und ^/-Koordinaten bezeichnen und die s. = + 1 
sind, je nachdem an diesen Stellen die Fläche 25 von der gerichteten 
Parallelen zur z-Achse von „innen" nach „außen" oder umgekehrt 
durchstoßen wird.^ Dann hätte man den Satz von der „Stetigkeit" 
der Funktionale 0$ und J0 auf den jetzt vorliegenden Fall zu ver­
allgemeinern und endlich den Äuswahlsatz als richtig zu erweisen 
für die Flächen 0 mit endlicher Oberfläche 0^. 

Um alles das wirklich auszuführen, wäre wohl ein großer Aufwand 
von „s-Überlegungen" nötig, den wir uns durch die Beschränkung auf kon­
vexe Vergleichsflächen 0 der Kugel zum großen Teil erspart haben. 

Hat man die Formel L'^ — 4TCF^ 0 nur für konvexe Kurven 
bewiesen, so ist es ziemlich leicht, auf behebige Kurven überzugehen, 
wenn man Folgendes beachtet: Ist (£ eine ebene Kurve, die einein­
deutiges und stetiges Abbild eines Kreises ist, also eine sogenannte 
JoEDAN-Kurve und ist S die konvexe Kurve, die die Begrenzung 
der konvexen Hülle von (J bildet, dann ist 

F^'^ F^, B^ ^ Lfg. 

Man könnte vermuten, es gäbe für die räumliche Geometrie 
einen ähnlichen Hilfssatz, der den Übergang von konvexen Flächen auf 
beliebige Vergleichsflächen der Kugel ermöglicht. Das ist aber nicht der 
Fall. Stellen wir uns einen nicht konvexen Körper her, indem wir 
in eine kleine Kugel viele lange und dünne Stacheln hineinstecken. 
Die konvexe Hülle dieses „Igels" wird dann recht große Oberfläche 
bekommen, wenn wir die Stacheln unseres Igels genügend wachsen 
lassen, während dabei die Oberfläche des Igels beliebig klein bleiben 
kann, wenn sein Körper und seine Stacheln nur recht dünn sind. 

Es ist daher ein wesentlicher Vorteil des klassischen Beweis­
verfahrens von H. A. SOHWAEZ, daß es auch nicht konvexe Vergleichs­
körper zuläßt, während bei den neueren Untersuchungen von H. MIN­
KOWSKI — die dafür wieder in anderer Richtimg weiter reichen — 
die Beschränkung auf konvexe Vergleichskörper wesentlich ist. 

Es sei erwähnt, daß der Beweis von SCHWAEZ nur unter ge­
wissen einschränkenden Voraussetzungen über die Regularität der 
zugelassenen Begrenzungsflächen geführt ist; z. B. kann man sich 

^ Entsprechend wie bei der Bestimmung von L. KKONEOKEBS „Charak-
teristiken"-

BLASOHKE, Kreis und Kugel. 6 
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die Begrenzungsflächen aus endlich vielen regulären analytischen 
Flächenstücken zusammengesetzt denken. SCHWAEZ weist zum Schluß 
seiner Beweisführung (Gesammelte mathematische Abhandlungen II, 
S. 340) darauf hin, daß man diese Einschränkungen mittels STBINEES 

Symmetrisierung beseitigen könne. Dazu wäre aber für die in § 20,1 
skizzierte Symmetrisierung erst der bei STEINEE fehlende Nachweis 
zu erbringen, daß sie die Oberfläche wirklich verringert 0 > Ö und 
daß nur in dem trivialen Ausnahmefall der Symmetrie 0 = Ö mög­
lich ist, was wir für den Fall konvexer Flächen eingesehen haben.i 

Auf die Untersuchungen von SCHWAEZ und MINKOWSKI kommen 
wir späterhin zurück. Zur Literatur unseres Problems sei erwähnt, 
daß J. 0. MüLLBB in seiner Dissertation „über die Minimaleigen­
schaft der Kugel" (Göttingen 1903) den Versuch gemacht hat, den 
Beweis von SCHWAEZ einzuordnen in eine Theorie der allgemeinen 
isoperimetrischen Probleme mit Doppelintegralen. 

II. Über die Existenz eines Doppelintegrals. 

Es läge der Gedanke nahe, die vorhin vorgetragene Beweis­
führung dadurch ein wenig kürzer zu gestalten, daß man die Ober­
fläche eines konvexen Körpers durch ein Doppelintegral erklärt. 
Dabei hätte man zu beweisen, daß das Doppelintegral 

existiert, wenn f [x, y) eine konvexe Funktion im Rechteck 9t ist. 
Hierin kann man die vorkommenden Ableitungen so wie auf S. 51 
als verallgemeinerte Differentialquotienten deuten, oder auch als ein­
seitige Ableitungen; das ist gleichgültig. Auch kann man diese Ab­
leitungen in 9t als beschränkt annehmen. Diese Aufgabe läßt sich 
ohne Weiteres zurückführen auf die andere, die Integrierbarkeit von 

zu erweisen. ^ *" 
So einfach die entsprechende Aufgabe einer Dimension ist — 

man hat da nur die Integrierbarkeit einer monotonen Funktion 
nachzuweisen — so wenig auf der Hand liegend scheint die Lösung 
des vorliegenden Problems zu sein. 

Ich skizziere hier dafür einen Beweis, den ich einer freund­
lichen Mitteilung von Herrn CAEATHJIODOET verdanke. Man kann 

' Es ist kürzlich von L. TOKELLI unternommen worden, den Beweis von 
SOHWAEZ so umzugestalten, daß die Voraussetzungen über die Vergleichsflächen 
möglichst eingeschränkt werden, Kend. Palermo 39 (igi,"?). 
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aus der Konvexität von /'folgern, daß ö/ ' /ö.r an allen Stellen stetig ist, 
an denen es als Funktion von x allein stetig ist. Bei festem y ist aber 
dfidx monoton in x und die Sprangstellen bilden daher eine abzählbare 
Menge. Daraus kann man nach einem Satze von G. FDBINII schließen 
daß die Menge der Unstetigkeitsstellen von dfjdx in 9t das Maß 
Null hat im Sinne von LEBESGUE, und daraus weiter, daß das Integral 

/ / • 

- ^ dx dy 
8 X -^ 

SR 

im Sinne von RIEMANN und um so mehr im Sinne von LEBESGUE 

besteht. Genau das Entsprechende gilt für die Ableitung nach y. 
Daß eine konvexe Fläche z = f{x, y) z; B. an allen rationalen 

Stellen von 9t keine bestimmte Tangentialebene haben kann, sieht 
man am einfachsten so: Man setze 

f{x,y) = X{x)+ r{y). 
Dann müssen X und Y konvexe Funktionen ihrer Argumente, also 
Integrale monotoner Funktionen sein. Diese monotonen Funktionen 
kann man aber so einrichten, daß sie an allen rationalen Stellen 
unstetig werden. 

III. Die BegriflFe „konvexer Körper" und „konvexe Funktion". 

Konvexe Kurven oder Ovale hat schon AECHIMEDES betrachtet. 
Er hat z. B. bemerkt, daß von zwei konvexen Kurven immer die 
äußere länger ist. Konvexe Vielflache sind auch von CAUCHT be­
handelt worden, der für sie 1813 eine Behauptung EUKLIDS be­
wiesen hat, daß sie durch Angabe der Gestalt und Anordnung ihrer 
Seitenflächen der Gestalt nach völlig bestimmt sind. Geometrische 
Untersuchungen über konvexe Kurven und Körper sind von STEINEE 

angestellt worden, dann von L. 'LINDELÖE (Mathem. Ann. 3) und beson­
ders von H. BEUNN, auf dessen Ergebnisse wir später zurückkommen. 

Der Begriff „konvex" - ist nun in neuer Zeit besonders wichtig 
geworden auch für andere Zweige der Mathematik. C. NBUMANN 

hat 1877 Randwertaufgaben der Potentialtheorie für konvexe Bereiche 
gelöst. H. MINKOWSKI sind in seiner „Geometrie der Zahlen" (1896) 
die großartigsten Anwendungen des Begriffs konvexer Körper auf 
die Zahlentheorie gelungen. CAEATHJIODOEY hat den konvexen Kör­
per 1907 in die Funktionentheorie eingeführt zur Kennzeichnung der 
Koeffizienten einer Potenzreihe mit positivem Realteil. 

Zusammenfassende Darstellungen der Eigenschaften der kon-

^ Vgl. etwa CH. J . DE LA VALLEE-POTJSSIN, Coirrs d'Analyse, I I . Bd., 2. Auf­
lage (Löwen 1912), 8. 120; oder das Buch über reelle Punktionen von CARA-
TH6ODOEY (Leipzig, B. G. Teubner, 1917). 

6* 
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vexen Körper findet man: Bei H. MINKOWSKI, Volumen und Ober­
fläche, Mathem. Ann. 57 (1903); bei C. CAEATHÜODOET, Über den 
Variabilitätsbereich der FOUEIEEsehen Konstanten von positiven har­
monischen Funktionen, Rendiconti di Palermo 32 (1911) und bei 
E. STEINITZ, Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme, 
GRELLES Journal 143 (1914). 

Den „Äuswahlsatz" für konvexe Körper habe ich im Jahresbericht 
der Mathematikervereinigung 24 (1915) veröffentlicht (S. 195 bis 2ü9), 
wo die im ersten und zweiten Teil dieses Buches behandelten 
Gegenstände kurz skizziert sind. Die vorhin in § 18 mitgeteilte 
Fassung des Beweises für den ,,Äuswahlsatz" verdanke ich einer 
freundlichen Mitteilung von Herrn CAEATHSIODOET. Mein ursprüng­
licher Beweis beruhte auf der Beschränktheit der Differenzenquotien­
ten der Stützfunktionen, die es gestattet einen Satz von HILBEBT 

(Mathem. Annalen 59) heranzuziehen. 
Konvexe Funktionen (ohne Voraussetzungen über ihre Diffe-

renzierbarkeit) wurden vielleicht zuerst von 0. STOLZ im ersten Bande 
seiner Grundzüge der Differential- und Integralrechnung betrachtet 
(Leipzig 1893). Später hat sich mit ihnen eingehend J. L. JENSEN 

beschäftigt. Acta mathematica 30 (1906). Er definiert eine konvexe 
Punktion f{x) durch die Forderungen 

(*) f (^i±3 

und f{x)ym, d. h. beschränkt nach unten. Man sieht leicht, daß 
diese in der Forderung (1) von S. 51 enthaltene Bedingung zu den­
selben im Intervallinnern stetigen Funktionen führt, die hier be­
trachtet wurden. Die Forderung der Beschränktheit ist dabei 
wesentlich; läßt man sie nämlich weg, so gibt es, wie F. BEENSTBIN 

und G. DoBTSCH in Mathem. Ann. 76 (1915) bemerkt haben, auch 
völlig unstetige Funktionen mit der Konvexitätseigenschaft (*). Ein 
Mittelwertsatz von JENSEN für konvexe Funktionen, der in geometri­
scher Fassung unmittelbar einleuchtet, ist unter engeren Voraus­
setzungen schon früher von 0 . HÖLDBE bewiesen worden: Über einen 
Mittelwertsatz, Göttinger Nachr. 1889. 

Man kann, wie ich 1914 in den Pariser Akademieberichten 
(Nouvelles övaluations de distances dans l'espace fonctionnel) gezeigt 
habe, konvexe Funktionen mittels der SiiELTJES-Integrale darstellen, 
etwa in der Form: 

f{x)^f\x-t\ dcp{t), 
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worin cp [t) monoton abnimmt. Eine ausführliche Auseinandersetzung 
der Integraldarstellung mit Anwendungen auf gewisse Minimum-
probleme^ findet man in der Arbeit von G. PICK und mir: Distanz­
schätzungen im Funktionenraum II , Mathem. Annalen 77 (1916). 
Weitere Ergebnisse über konvexe B^unktionen hat auf Grund ihrer 
Integraldarstellung J. RADON erzielt (Wiener Akademieberichte 1916). 

Schon früher hat E. STUDY, fußend auf Untersuchungen von 
E. B. CHEISTOEEEL und H. Ä. SCHWAEZ, ebenfalls unter Verwendung der 
Integrale von STIELTJES die allgemeinste analytische Funktion an­
gegeben, die die konforme Abbildung einer Kreisscheibe auf einen be­
liebigen konvexen Bereich leistet; Vorlesungen über ausgewählte Gegen­
stände der Geometrie, 2. Heft: Konforme Abbildung einfach zusammen­
hängender Bereiche, Leipzig und Berlin 1913. 

Konvexe Körper spielen auch in der Mechanik, und zwar in 
der Theorie des schwimmenden Körpers eine Rolle. Schneidet man 
durch Ebenen aus einem Körper Teilkörper gleichen Rauminhalts 
ab, so erfüllen die Schwerpunkte dieser (homogenen) Teilkörper, wie 
GH. DUPIN bewiesen hat, stets eine konvexe Fläche, die sogenannte 
Auftriebsfläche. 2 In einem gewissen Zusammenhang damit stehen 
von MINKOWSKI veranlaßte Untersuchungen BÖHMES s über höhere 
Differentialinvarianten konvexer Kurven, Elliptisch und hyperbolisch 
gekrümmte Ovale, Mathem. Annalen 60. Man sehe dazu auch H. 
MoHEMANN in Mathem. Annalen 72, S. 285—291, S. 593—595. 

Die Begriffe „konvexer Körper" und „konvexe Funktion" sind 
der verschiedensten Erweiterungen fähig, die noch kaum ausgenutzt 
sind. Z. B. kann man konvexe Körper im Funktionenraum HILBBETS 

erklären und den Begriff der Stützfunktion darauf übertragen, 
wodurch man zu einem „Stützfunktidnal" kommt. In konvexen 
Funktionenkörpern kann man „konvexe Funktionale« betrachten, für 
die wir später (§ 23, VI) einige Beispiele geben werden. Schließlich 
kann man auch noch konvexe Differentiationsprozesse einführen, wozn 
später ( § 2 6 , IV) ebenfalls ein Beispiel erbracht werden soll. 

Weitere Literaturangaben folgen in § 23, I und im Anhang. 

i PH. PBANK und G. PIOK: Distanzschätzungen im Punktionenraum I, 
Mathem'. Ann. 76 (1915) und FBANK: Über das Vorwiegen des ersten Koef­
fizienten in der PouEiEEentwicklung einer konvexen Punktion, Mathem. Ann. 77 
(1916). Vgl. auch mehrere Noten dieser Autoren in den Pariser CK. 1914. 

ä Vgl. die Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1, 
Mechanik; P. STÄCKEI, Elementare Dynamik, S. 657. Oder auch P-APPM,I, 
Traite 'de Mteanique, Bd. III (Paris 1909), S. 189-222. Vgl. ferner Anhang VI. 



Dritter Teil. 

Sätze über konvexe Körper von Schwarz, 
Brunn und Minkowski. 

§ 21. Eine Konstruktion von Schwarz und ein Satz von Brunn. 

I. Konstruktion von H. A. Schwarz. 

Wir wollen nun zeigen, daß wir in den Ergebnissen des zweiten 
Teils, nämlich in der Symmetrisierung STBINEES und im Äuswahl­
satz für konvexe Körper alle Hilfsmittel in der Hand haben, um 
in der einfachsten Weise verschiedene andere Ergebnisse über kon­
vexe Köper herzuleiten, die in neuerer Zeit gefunden worden sind. 

Es sei S ein konvexer Körper mit inneren Punkten. ©̂  und 
©2 seien zwei Ebenen, die sich in einer Geraden a unter einem 
Winkel a durchschneiden, der ein irrationales Vielfaches des vollen 
Winkels ist, z .B . « = 7r")/2. Durch Symmetrisierung an <Ŝ  ent­
steht aus S ein konvexer Körper ^^; diesen symmetrisieren wir an 
©2 und erhalten so den Körper S^. Der wird wiederum an @j 
symmetrisiert, wodurch ^g entsteht. So fahren wir unbegrenzt fort, 
indem wir immer abwechselnd an ©̂  und ©3 symmetrisieren. So 
entsteht eine unendliche Folge 

ort = K Q , Stj , .Hg, S t ß , . . • S t , j , . . . 

konvexer Körper, von denen die mit ungeraden Fußmarken n zu ©, 
und die mit geraden (n ^ 2) zu ©g symmetrisch sind. 

Wir behaupten, daß dieses Verfahren konvergiert: 
Konvergenzsatz: Bie Folge SQ, ®J, ^2f- Ji-onvergiert 

Lim S!„ = S 
n —>- 00 

gegen einen konvexen Brehkörper ß, der die Schnittlinie a. der Symmetrie­
ebenen @j und ©2 als Brehachse hat. 

Wenn das stimmt, so können wir den Drehkörper S aus fö 
und a sofort konstruieren. Eine Ebene senkrecht zu 0 schneidet 
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nämlich nach dem Ergebnis von S. 71 über die Symmetrisierung 
konvexer Bereiche die Körper der Folge in fiächengleichen konvexen 
Bereichen, trifft also S in der flächengleichen Kreisscheibe um a, 
da der Flächeninhalt genau so wie der Rauminhalt die Stetigkeits­
eigenschaft hat (S. 61). Es ergibt sich somit folgende Anweisung: 

Man konstruiere in jeder Ebene senkrecht zu a, die ^ trifft, die 
Kreisscheibe um a, die zum konvexen Schnittbereich mit S flächengleich 
ist; alle diese Kreisscheiben erfüllen den Brehkörper S. 

Fig. 16. 

Diese Konstruktion (Fig. 16) ist von SCHWAEZ bei seinem be­
rühmten Beweise für die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel ver­
wendet worden und wir wollen sie daher stets als „Konstruktion von 
SOHWAEZ" bezeichnen. 

II. Konvergenzbeweis. 

Der Beweis des Konvergenzsatzes gelingt mit unseren Hilfsmitteln 
ganz glatt. Zuerst haben wir die gleichmäßige Beschränktheit der 
Folge ^, S,, S'a,... nachzuweisen. Schlägt man um einen Punkt 
der Drehachse a eine Kugel 9K > Jj?, so enthält diese auch alle f„. 
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Denn bei der Symmetrisierung. an ©j bleibt ajf in Ruhe, -die Be­
ziehung 50? > S ergibt also W > Sj. Ebenso geht es bei den fol­
genden Symmetrisierungen. 

Jetzt sind wir in der Lage, unseren Äuswahlsatz anzuwenden 
(S. 62). Demnach gibt es in üg, ^i, ^^,... sicher eine konvergente 
Teilfolge S,̂ ,̂ S„2> ^«s' ••• ^"^^ ^i*" wollen beweisen, daß ihr Grenz-

^ö^P^^ " " ö = Liml?„ 
k — > - CO ' 

die Schnittlinie a der beiden Ebenen ©j und ©2 zur Drehachse hat. 
Enthält die Folge '^^-^, ^„2, S,j3,--- unendlich viele Elemente 

aus der Folge ^^, S3, S^,. . . , deren Körper zu ©j symmetrisch 
sind, so ist offenbar S als Grenze symmetrischer Körper wieder zu 
©̂  symmetrisch. Enthält S^^, ^^2, ^ „ 3 , . . . auch aus der Folge 
^2) ®4. ^ 6 ' - - ' unendlich viele Elemente, so zeigt man ebenso die 
Symmetrie von S zu ©3. Da aber der Winkel zwischen ©̂  und ©g 
als irrationales Vielfaches von n vorausgesetzt wurde, so folgt aus 
der Symmetrie zu @j und ©^ und aus der Abgeschlossenheit von 
S, daß in der Tat a Drehachse von S ist. Man kann nämlich jede 
Drehung um a beliebig annähern durch eine Aufeinanderfolge einer 
geraden Anzahl von Spiegelungen an ©j und ©2, was darauf hinaus­
läuft, daß man den Drehwinkel cp in der Form darstellen kann 

cp — n.2u -\- m.2% -\- s, 

wo m und n ganz und | s \ beliebig klein ist. 
Es bleibt noch der etwas verwickeitere Fall zu betrachten, daß 

die Folge der Zahlen n^, n^, Wg,... nur endlich viele gerade oder 
nur endlich viele ungerade Zahlen enthält. Wir wollen etwa die 
erste Annahme machen und, da für die Konvergenzbetrachtung die 
Streichung endlich vieler Elemente nichts ausmacht, gleich an­
nehmen, daß die Wj, n^, n^,... alle ungerade sind. Dann steht die 
Symmetrie des Grenzkörpers S zu ©j fest und die Symmetrie zu 
©2 bleibt zu beweisen, wenn wir zeigen wollen, daß S die Gerade a 
zur Drehachse hat. 

Nach der in § 19, VII, S. 78 bewiesenen Eigenschaft der Sym­
metrisierung bilden die Oberflächen von S^, S j , Sg»*-- ™̂® ^^" 
steigende oder jedenfalls nicht aufsteigende Folge positiver Zahlen 
und konvergieren daher gegen einen bestimmten Grenzwert Og, der 
wegen der auf S. 61 bewiesenen Stetigkeit des Oberflächenfunktionals 
mit der Oberfläche von S zusammenfällt. 

Symmetrisieren wir nun alle Körper der Folge ^,^^, ^,^3, ^„g, . . . 
und S an ©2, so erhalten wir die Körper S^^^j, S,j2.j.i, ^„s+i)- . - ; 2*. 
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Da aber nach S. 69 Symmetrisierung und Grenzübergang ver­
tauschbar sind, so ist 

S* = L i m S 
k — > - 00 " 

Die Oberfläche von S* ist daher gleich dem Grenzwert der 
Oberflächen der ^,^ ^ j , d. h. gleich der Oberfläche Oß von S. Die 
Oberfläche von S wird somit durch die Symmetrisierung von S an 
©2 nicht vermindert und daher hat nach S. 78 S eine zu ©3 
parallele Symmetrieebene %. Es bleibt noch zu zeigen, daß % mit 
©,, zusammenfällt. 

i n . über den Schwerpunkt. 

Das kann man am anschaulichsten durch die Einführung der 
Schwerpunkte S^ der Körper ^^ einsehen, die wir uns homogen mit 
Masse erfüllt denken. Dann gelten zwei naheliegende Sätze, deren 
strenge arithmetische Begründung wir uns schenken wollen, da sie 
durch Grenzübergang aus den entsprechenden Sätzen für Vielfache 
gewonnen werden können, genau so wie wir die Eigenschaften von 
Rauminhalt und Oberfläche begründet haben. Es sind das die 
folgenden Sätze: 

-̂ '^"•' Lim ® = Ö 
Te — > - CXI 

folgt für die zugehörigen Schwerpunkte 

Lim S„ = Sa. 
* — > - CO ' ' 

II. Symmetrisiert man ^ an ©j 7iack 
die senk-

S 

<Sj von ^ j ^ 

rechte Projektion 
[der Normalriß) des 
Schwerpunkts S von 
® auf <By 

Bei der Sym­
metrisierung von S^ 
werden ja die dün­
nen Stäbchen senk­
recht zu ©j, aus 
denen wir uns 

' , so ist der Schwerpunkt 

Fig. 17. 

zusammengesetzt denken, senkrecht zu @j verschoben, die senkrechte 
Projektion des Schwerpunkts auf ©3 kann sich also dabei nicht 
ändern. Anderseits liegt aber S^ sicher in der Symmetrieebene ©j 
von §:^. 
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Aus II. folgt, daß die Schwerpunkte S^, S^, S^... von S?̂ , ^3; 
Sg. . . in einer Ebene senkrecht zu a liegen und dort die vor­
stehende Figur 17 bilden. Nach I. liegt daher der Schwerpunkt 
SQ von S auf a. Anderseits liegt er in X. Da aber ©g und % parallel 
sein sollen, fallen sie zusammen. 

Damit ist gezeigt, daß alle aus der Folge ^, ^ j , S^. . . aus­
gewählten konvergenten Teilfolgen gegen denselben Grenzkörper S 
streben, der sich aus S durch die Konstruktion von SOHWAEZ ergibt. 
Die Zahlenfolge der Nachbarschaftsmaße (S. (iO) 

hat somit die Eigenschaft, daß jede Teilfolge gegen Null strebende 
Unterfolgen enthält. Daraus folgt aber die Konvergenz der ganzen 
Folge 

Lim iV(©„,£) = 0. 
Damit ist gleichbedeutend 

S = LimS,., 
n — > - OD 

was wir zeigen wollten. 

IV. Ein Satz von H. Brunn. 

Es wurde bisher gezeigt, daß man die Konstruktion von 
SCHWAEZ durch einen Grenzprozeß aus der Symmetrisierung STBINEES 

herleiten kann. Aus den Eigenschaften der Symmetrisierung kann 
man daher verschiedene Folgerungen ziehen, von denen die ein­
fachste die folgende ist: 

Ber Brehkörper ö, den man aus einem konvexen Körper S und einer 
Achse a durch die Konstruktion von H. A. Schwarz herleitet, ist stets 
wieder konvex. 

Diesen schönen Satz hat auf ganz anderem Wege zuerst 
H. BEUNN im Jahre 1887 in seiner gedankenreichen Dissertation 
(München) über „Ovale und Eiflächen" bewiesen.» H. MINKOWSKI hat 
später bemerkt, daß man hieraus einfach den Satz von der Minimum­
eigenschaft des Kreises ableiten kann, nämlich etwa in folgender 
Weise. 

Es sei S3 ein konvexer Bereich in der Ebene z = 0. Im Raum­
teil 0 g z ̂  1 bestimmen wir die Gesamtheit aller Punkte A, zu 
denen es Punkte B von S3 gibt, so daß der Winkel zwischen der 
Strecke BA und der z-Ächse ^ 5r/4 ist. An der Gesamtheit S aller 
dieser Punkte A weist inan leicht die drei kennzeichnenden Eigen­
schaften des konvexen Körpers nach (vgl. S. 48). Jede Ebene 
2 = ^ { 0 ^ y l ^ l j schneidet S in einem konvexen Bereich S8̂ , dessen 
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Grundriß auf z = 0 dadurch definiert ist, daß die Entfernung seiner 
Punkte von SB ^ A ist. Zwischen den Flächeninhalten F, F^ und 
Umfangen B^ B^ dieser „Parallelbereiche" Sß, 'i^^ besteht daher be­
kanntlich die Beziehung 

F,_ = F^-LX^%X\ 
L^=^L^2%X. 

Die Konvexität des Drehkörpers 2 um die z-Achse, den man 
aus S durch die Konstruktion von SCHWAEZ gewinnt, ergibt die Un­
gleichheit zwischen den Halbmessern der Parallelkreise in den Ebenen 
z = 0, = 1 , = 1 

' - , ^ ( 1 -X)rg^lr^. 
Nun ist aber 

%rg^^P, ^ r / = i^„ %r,^ = F^ 

und wir haben danach 

^jY^^{\-X]^i~F -^-x^|J; 
Setzt man für F^^ und F^ aus (1) die Werte ein, so folgt durch 
Quadrieren nach einigen Vereinfachungen 

L'^ -4%F^Q. 

Das ist die Ungleichheit für die Minimumeigenschaft des Kreises, 
wie wir sie im ersten Teil dieses Buches hergeleitet haben (S. 31). Nur 
reicht der jetzige Beweis dafür weniger weit als der alte, da wir 
uns jetzt auf konvexe Bereiche beschränken und da wir jetzt nicht 
bewiesen haben, daß das Gleichheitszeichen nur für den Kreis gilt. 

Diese letzte Tatsache ergibt sich aus einer Verschärfung des 
Satzes von BEUNN, die ebenfalls von diesem Geometer angegeben 
wurde und etwa so ausgesprochen werden kann: 

Eine „Zone" des Brehkörpers 2, der aus S durch die Konstruktion 
von SCHWAEZ gefunden mir de, d. h. ein Stück von 2 zwischen zwei 
Ebenen senkrecht zur Brehachse ist nur dann Zone eines Brehkegels, 
wenn die entsprechende Zone von S Zone eines Kegels ist. 

Dabei braucht der • zweite Kegel natürlich kein Drehkegel zu 
sein und die Zylinder sind als Grenzfälle mit zu den Kegeln zu 
rechnen. Es würde keine Schwierigkeiten bereiten, diese Ver­
schärfung mit unseren Hilfsmitteln zu bestätigen, indessen wollen 
wir hier darauf verzichten, da später (vgl. § 22, V) eine ganz ent­
sprechende^ Frage behandelt werden wird. 

Es sei auch erwähnt, daß man die angeführtenErgebnissevonBEUNN 
oder, was auf dasselbe hinausläuft, die Ungleichheit von MINKOWSKI 

über den sogenannten „gemischten Flächenhalt" (vgl. § 23, III) auf viel 
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elementarerem Wege gewinnen kann, als das hier geschehen ist, wie 
besonders einfach kürzlich von G. FEOBBNIUS gezeigt wurde.^ Wir 
haben also allem Anschein nach mit Kanonen auf Spatzen geschossen. 
Indessen hat unser Verfahren vor den einfacheren Methoden den 
erheblichen Vorteil, daß es dazu ausreicht, den angeführten Satz von 
BEUNN auf Räume von beliebiger Dimensionenzahl (w = 4, 5,...) aus­
zudehnen. Wir wollen in § 22 insbesondere den nächst höheren Fall 
m = 4 behandeln, dabei aber die Untersuchung so wenden, daß wir 
uns nicht aus dem gewöhnlichen dreidimensionalen Räume EUKLID S 

herauszubemühen brauchen. 

V. Ein Satz von H. A. Schwarz. 

Bei unserer Ableitung der SCHWAEZ sehen Transformierten 2 
aus dem konvexen Körper S durch Grenzübergang ergibt sich, was 
hier nicht weiter benutzt werden soU, unmittelbar aus den Eigen­
schaften der Symmetrisierung: 

Zwischen den Rauminhalten und Oberflächen von S und 2 bestehen 
die Beziehungen 

'Pst = J&, ^s = öß, 
und zwar gilt in der zweiten Beziehung nur in dem trivialen Falle 
das Gleichheitszeichen, daß S eine zur Brehachse von 2 parallele 
Brehachse hat. 

Diese Eigenschaft der Konstruktion von SCHWAEZ ermöglicht 
das räumliche Problem vom Körper kleinster Oberfläche und ge­
gebenen Inhalts auf ein ebenes Problem zurückzuführen, nämlich 
die Meridiankurve der Drehfläche zu bestimmen, die die Minimum­
forderung befriedigt. Das ist der Grundgedanke des berühmten Be­
weises von SCHWAEZ für die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. 
Man sieht daraus, in welch inniger Beziehung die Ideen von STEINEE, 

SCHWAEZ, BEUNN und MINKOWSKI stehen. 

§ 22. Sätze von Brunn und Minlcowsici. 

I. Lineare Scharen und konvexe Scharen konvexer Körper. 

Es seien Sg und ffij irgend zwei konvexe Körper. Pg ein beliebiger 
Punkt von S(, U7id P^ ein beliebiger Punkt von ^y Wir konstruieren 
den Punkt 

P^=^[\-&)Pg + d-P„ {O^^^lJ 

der die Strecke Pg P^ im vorgegebenen Verhältnis &:1 — & teilt. 

' Vgl. S. 40, 41 dieses Buches. 
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Halten loir S Q , S J und -d- fest und la.isen wir Pg und P^ die Körper 
Sg und Sĵ  durcMoandern, so beschreibt P^ ebenfalls einen konvexen 
Körper ^^^, den tvir mit 

S^ = (l -,9-)ä^„ + ^SJ, 
bezeichnen loollen. 

Die Beschränktheit und Abgeschlossenheit von S^ und ^ ha t 
nämlich auch die von ^ ^ zur Folge. Sind ferner P , und Q,^ zwei 
Punkte von ^^ , so liegt ihre Verbindungsstrecke in ^^ , denn aus 

P., = {\-&)P,-{-&Pi, 

folgt durch Linearkombination 

( i - 0 ) P , , + 0 « * = ( i - ^ ) ! ( i - 0 ) A + 0«o} + ^ i ( i - 0 ) - P i + ö«i! 

o^e^i 
und die beiden durch die geschlungenen Klammern angedeuteten 

Punkte liegen in ^g und .^ j . 
Läßt man -d- die Werte 0 ^ i 9 - ^ l durchlaufen, so beschreibt 

Sî  die j,lineare Schar" konvexer Körper, die SQ und S?i verbindet. 
Solche Scharen dürften im Anschluß an Untersuchungen STEINEE s 
zuerst in der Dissertation von BEUNN betrachtet worden sein. 

Für das Spätere wird uns folgender Satz von Nutzen sein, der 
den Zusammenhang zwischen den Randpunkten der Körper einer 
Linearschar verdeutlicht: 

Zwei Punkte Pg und Pj von t ^ und S^ ergeben durch Linear­

kombination 

P^ = (l-,9-)P„ + ^ P i 
dann und nur dann einen Randpunkt von 

,̂ ^ = ( l - ^ ) S o + ,^Si 
{ 0 < ^ < 1}, 

loenn Pg und P^ Randpunkte von % und S^ sind, durch die es gleich­

sinnig parallele Stützebenen an diese beiden Körper gibt. 

„Gleichsinnig parallele Stützebenen" soll heißen Stützebenen mit 

gleichsinnig parallelen, nach außen gerichteten Normalen an ^g und 

^ . Man sieht das so ein (vgl. die Fig. 18, die die analoge Kon­

struktion in der Ebene veranschaulicht): Die Körper 

(*) (1 - i^)Po + ^^i und (1 - ^ ) ^ o + ' ^ ^ 1 ' 
die zu S^ und % ähnlich liegen, enthalten den Punkt P^ und sind 
in S^ enthalten (in der Figur ist & = Vz und die Körper (*) sind 
eng schraffiert). Es muß also durch P^ an diese beiden Körper (*) 
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eine gemeinsame Stützebene geben, wenn P^ Randpunkt von ^^ sein 
soll. Dann gibt es aber in der Tat an die ähnlich liegenden Kör­
per ^g, Sj in den entsprechenden Punkten Pg und P^ gleichsinnig paral­
lele Stützebenen. Diese Bedingung ist aber offenbar auch hinreichend. 

£ 

Fig. 18. 

Hieraus folgt z. B.: Sind (Bg und ®] gleichsinnig paralltle Stütz­
ebenen von S(, und S j , so ist (1 — ß) (£g -{- ??• (£j die gleichsinnig paral­
lele Stützebene an @ .̂ Die Stützfunktionen kombinieren sich dem­
nach ebenfalls linear. 

Es kommt uns besonders darauf an, einen Satz von BEUNN zu 
beweisen, dessen Bedeutung später durch MINKOWSKI ins rechte 
Licht gerückt wurde und den wir mittels des früher (S. 51) ein­
geführten Begriffs der konvexen Funktion so aussprechen können: 

Hauptsatz: Bie dritte Wurzel aus dem Rauminhalt J{&) des 
Körpers ^^ der linearen Schar 

^* = (l-<9-)^o + '9-®i 
ist eine [nach oben) konvexe Funktion des Parameters &[0^&-^l]. 

Um das zu beweisen, führen wir außer dem Begriffe der linearen 
Schar noch den umfassenden Begriff der „konvexen Schar" konvexer 
Körper ein in Analogie zum Begriffe der konvexen Funktion: 

Ein System konvexer Körper ^^ sei eindeutig auf die Werte 
des Parameters •& auf der Strecke 0 ̂  i?- ̂  1 bezogen. Ber Körper, 
der dem Parameterwert 

^ = ^ , ^ , + ^2^2 
{^1^0 , ^ 2 ^ 0 , X,-\-X, = l\ 

entspricht, soll stets den Körper 
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entkalten, der der linearen Schar zwischen S^̂  und ^^ angehört 

( 0 ^ i 9 - ^ ^ l , O^ß. 1], was wir in Zeichen so ausdrücken: 

dann wollen wir diese Schar konvexer Körper als konvex bezeichnen. 
Jede Linearschar ist konvex, aber nicht umgekehrt. Wir wollen 

nun zusehen, wie die Symmetrisierung auf konvexe Scharen wirkt 

II. Symmetrisierung konvexer Scharen. 

Wir wollen zeigen: 
Symmetrisiert man die konvexen Körper einer konvexen Schar an 

derselben Grundebene z = 0, so erhält man stets wieder die Körper 
einer konvexen Schar 
(Fig. 19). 

Es seien nämlich 
,̂ S^ und S5, zwei 
konvexe Körper der 
symmetrischen Schar, 
die aus den Körpern 
S?̂ ^ und ^^, der ur­
sprünglichen Schar 
entstanden sind; P* 
ein Punkt von S|^ , 
Pg* einer von SS, und 
z^ und Z2 ihre z-Ko­
ordinaten. Dann gibt 
es auf der Parallelen 
zur z-Ächse durch Pj* 
zwei Punkte P^, P / Fig. 19. 
von '^^^ mit der Ent­
fernung 2 j z j und auf der Parallelen durch P2* zwei Punkte Pg, P2' 
von S^, mit der Entfernung 2 | Zg | . Kombiniert man diese beiden 
gleichgerichteten Strecken PiPi, P^P^ linear 

X-^ Fl P( + 2̂ P2 P<i ; 

SO enthält man nach Voraussetzung eine Strecke im Körper 

wegen der Konvexität der ursprünglichen Schar. Durch Symmetri­
sierung an z = 0 geht daraus eine Strecke P P hervor, die im 
symmetrisierten Körper 
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liegt. Diese Strecke kann man aber geradewegs durch Linear­
kombination der zu z = 0 symmetrischen Strecken 

PP' = X^ P* Pj '* •\- A2 P2* P2'* 

finden. Darin liegt aber die Konvexität 

der symmetrisierten Schar. 
Insbesondere folgt aus unserem Satze, daß man aus einer 

linearen Schar konvexer Körper durch Symmetrisierung eine kon­
vexe Schar konvexer Körper erhält, die aber, wie man sofort an 
Beispielen sehen kann, nicht wieder linear zu sein braucht. 

Nehmen wir etwa zwei zu z = 0 nicht senkrechte Strecken. 
Kombiniert man diese Strecken linear, so erhält man im allgemeinen 
Vierflache und durch deren Symmetrisierung an z = 0 Vielfache mit 
sechs Begrenzungsflächen. Symmetrisiert man hingegen zuerst die 
Strecken an z = 0, so erhält man Strecken in z = 0 und daraus 
durch Linearkombination wieder Strecken von z = 0, also ein an­
deres Ergebnis. Wir kommen auf die Frage, wann die Linear­
kombination mit der Symmetrisierung vertauschbar^ist, später (§22, IV) 
zurück. 

III. Beweis des Satzes von Brunn über die Rauminhalte 
der Körper einer linearen Schar. 

Mit dem Hilfsmittel von II. sind wir jetzt in der Lage, den 
S. 94 angekündigten Hauptsatz zu beweisen, daß nämlich für die 
Rauminhalte <J{Q) der Körper einer linearen Schar ^^ = (1 — {I)'^g 
-1- »9-Sj die Beziehung gilt, daß 

^|J[^•) 

eine konvexe Funktion des Parameters & ist. 
Nehmen wir drei Ebenen ©-̂ , ©2, ©g an, die einen einzigen 

Punkt M gemein haben und von deren Winkeln mindestens zwei 
irrationale Vielfache von n sind. Wir symmetrisieren die Linear­
schar @̂  an ©̂  und erhalten dadurch eine konvexe Schar S^. Da­
raus durch Symmetrisierung an ©g die Schar S|,, hieraus weiter 
S | durch Symmetrisierung an ©g. S | wird dann wieder an ©^ 
symmetrisiert usf. Die Schar S^ (ra = 1,2,3,...) ist konvex nach II. 
und der Rauminhalt eines Körpers aus ^^ ist derselbe wie der des 
entsprechenden Körpers S ,̂ wegen der Invarianz dieses Funktionais 
gegenüber der Symmetrisierung. 
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Die Folge von Körpern S^., §1, S^,.. . , die auf diese Art aus 
einem Körper @̂  entspringt, konvergiert gegen eine Kugel 2^ mit 
dem Mittelpunkt M 

£^ = L i m S ^ 
n — > - CO 

Man beweist nämlich genau ebenso wie in § 21, II, III, daß jede 
konvergente Teilfolge gegen einen Grenzkörper konvergiert, der zu 
©j, ©2, ©3 symmetrisch sein muß,' also nur eine Kugel sein kann. 
Die Beschränktheit der Folge erkennt man wieder so, daß man um 
M eine Kugel schlägt, die 2^ enthält: diese Kugel enthält dann 
auch alle Körper der Folge SJ. Die Grundlage des Konvergenz­
beweises bilden einerseits der Äuswahlsatz, anderseits die Eigen­
schaften der Symmetrisierung. 

Wir haben (S. 61) 
/ (2J = Lim/(SS) = J'iß-). 

Anderseits folgt aus der Konvexität der Folge S^ 

durch den Grenzübergang n ->- oo 

2A, ^^ + u»,^h 2*^ -i- Ag %^, 

d. h- die Schar der konzentrischen Kugeln 2,,, ist auch konvex. Das 

gibt aber für die Halbmesser r[&) der Kugeln 2^ die Beziehung 

r (Z, &, + X, ^2) ̂  ^1 r (^1) + h ^ ('̂ 2) 
und die entsprechende Beziehung für die den Halbmessern pro­
portionalen dritten Wurzeln aus den Rauminhalten 

(1) fT[X,&,-\-x,^,)^ X, ]/T^) -h X, i/7(^). 

Da die Funktion 

l//(^ 
nicht negativ, also nach unten beschränkt ist, so ist in der Formel (1) 
ihre Konvexität im Intervall 0 ^ ,> ̂  1 enthalten und damit die 
Behauptung bewiesen. 

Es bleibt nun noch die Frage zu friedigen, wann in (1) das 
Gleichheitszeichen gilt,, wann also ein Stück der konvexen Kurve 

y = ]/W) 
gradlinig verläuft. Dazu brauchen wir nur unsere Betrachtungen 
von II. über die Symmetrisierung konvexer Scharen zu ergänzen, 
indem wir feststellen, wann bei der Symmetrisierung eine Linear­
schar wieder in eine Linearschar konvexer Körper übergeht. 

BLASCHKE, Kreis und Kugel. ' 
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IV. Symmetrisierung linearer Scharen. 

Es sei 
S^ = (l -{^)^g-\-&Ü^ 

eine lineare Schar konvexer Körper. Wir symmetrisieren jeden 
Körper ^^ der Schar {0 ^ »?• ^ 1} an derselben Ebene z = 0 und 
fragen, wann die so entstandenen konvexen Körper ^^ wieder eine 
lineare Schar bilden: 

S / = ( l - ^ ) S o * - f . 9 - V 

Wir nehmen in z = 0 einen Punkt Pg so an, daß die Lot­
rechte, d. h. die Parallele zur z-Achse durch Pg die Körper SQ und 
So* in Strecken QgRg = Qg* Rg* schneidet, deren Länge von Null 
verschieden ist, was sicher möglich ist, wenn, wie wir annehmen 
wollen, SQ, Si und daher auch ^g"^, ^* innere Punkte enthalten. 
Durch Qg* geht (mindestens) eine Stützebene <Bg* an So* und durch 
Po* geht dann die zu ©o* bezüglich z = 0 symmetrische Stütz­
ebene %g*. 

Wir zeichnen die zu ©p* und %g* gleichsinnig parallelen Stütz­
ebenen ©j* und %* an Sj*. Das ist so gemeint: die Ebenen ©g* 
und ©j* z. B. sollen nicht nur parallel sein, sondern die gerichteten 
Normalen aus dem Inneren von Sß* auf ©p* und aus dem Innern 
von Sj* auf <B* sollen auch ihrem Sinne nach parallel laufen. Es 
seien Q *̂, R* zwei zu z = 0 symmetrische Punkte, die die Stütz­
ebenen ©j* %* mit Sj* gemein haben und P^ der Halbierungs­
punkt der Strecke § / R* (Fig. 20). 

Nehmen wir nun an, daß die symmetrische Schar linear ist, so 
sind nach dem Ergebnis von S. 94 oben die Ebenen 

©/= ( l -^ )©o* - f r9 -@, * , 

Stützebenen von S / , die mit diesem Körper die, Punkte 

§ / = ( l - ^ ) ? o * + ' 9 - « i * , 
P / = ( 1 - ^ ) P „ * + ^ P , * 

gemein haben. Bringt man also immer die Lotrechte durch 

P^ = ( l - ^ ) P o - f v^P^ 
mit dem Körper S / zum Schnitt, der demselben ,9- entspricht, so 
erhält man die lineare Schar der lotrechten Strecken %*R^, die 
einen oben und unten geradlinig begrenzten konvexen Bereich 33* 
(ein Trapez) erfüllen, wenn Pg =(= P^ ist. 
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Bringt man nun die Lotrechte durch P̂ ^ ebenso mit dem ent­
sprechenden Körper S^ zum Schnitt, so erhält man, wie sich aus 
der Definition der Linearschar ergibt, eine konvexe Schar von 
Strecken Q^R^, die für Pg =|= P^ einen konvexen Bereich 33 erfüllen. 
Da aber 58* aus S3 durch Symmetrisierung entsteht und 33* ein 
Trapez ist, so kann auch 33 nur ein Trapez sein, d. h. die Schar 
der Strecken Q^R^ ist ebenfalls linear: 

«^ = (1 - ^) Qo + ^^Qi> 
R^^{l-d-)Rg-{.&R,. 

Aus unserem Satz über den Zusammenhang der Randpunkte 
einer Linearschar (S. 93 unten) ergibt sich: Ist S,, eine lineare Schar 
konvexer Körper 

S^ = ( l - ^ ) S o - h i ^ S i 

und Q^ eine lineare Schar von Randpunkten der S^ 

Q^ = ( i - ^ ) Q o + ^^ei , 
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so gibt es in den Punkten Q^ an die Körper S,, gleichsinnig paral­
lele Stützebenen. 

Damit haben wir gefunden: 
Soll eine lineare Schar 

S^ = (l _ ^ ) S o + ^ S i 
konvexer Körper mit inneren Punkten durch Symmetrisierung an einer 
wagerechten Ebene wieder in eine Linearschar übergehen, so ist dazu 
notwendig, daß sich die lotrechten Sehnen QgRg, Qi Ri von ^g und S^ 
so zu Paaren anordnen lassen, daß stets durch die Punkte Qg und Q^ 
gleichsinnig parallele Stützebenen an S^ und Sj existieren und gleich­
zeitig durch Rg und R^ ebenfalls. 

Die Fig. 20 verdeutlicht die entsprechende Beziehung für den 
2-dimensionalen Fall. 

Man sieht leicht, daß die gefundene Bedingung auch hinreicht, 
wovon wir aber keinen Gebrauch machen werden. 

V. Minkowskis Ergänzung zum Satze von Brunn. 

Aus dem Ergebnis von IV können wir nun den Schluß ziehen: 
Eine lineare Schar 

K = i^-^)K + ^^i 
geht nur dann bei jeder beliebigen Symmetrisierung immer wieder in 
eine lineare Schar über, wenn Sj und Sj ähnlich sind undt ähnlich 
liegen. 

Es seien nämlich ©„ und ©^ zwei gleichsinnig parallele Stütz­
ebenen an So und Sj , die mit So und Sj etwa nur je einen Punkt 
Qo> Qi gemein haben. Zieht man dann durch Qg und Q^ zwei be­
liebige parallele Sehnen QgRg, Q^Rj^ von So und S^, so müssen 
stets durch Rg an So und durch R^ an S^ parallele Stützebenen 
gehen. Das ist offenbar hur möglich, wenn Sg und S^ ähnlich sind 
und ähnlich liegen. 

Jetzt sind wir in der Lage, folgende Ergänzung zu dem in III. 
bewiesenen Satze von BEUNN ZU erbringen: 

Bie dritte Wurzel aus dem Rauminhalt 

]/7Wf 
der Körper S^ einer linearen Schar konvexer Körper mit inneren Punkten 
ist nur in dem trivialen Falle eine lineare Funktion von &, wenn alle 
Körper S,, der Schar ähnlich sind und ähnlich liegen. 

Dies wurde ebenfalls von BEUNN ausgesprochen, aber durch 
MINKOWSKI zuerst streng bewiesen. Aus unseren Überlegungen er-
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gibt sich diese Ergänzung so: Liegen die S^ nicht ähnlich, so kann 
man die Schar so symmetrisieren, daß die entstehende Schar sym­
metrischer Körper konvex, aber nicht linear ausfällt: 

S / > ( 1 - ^ ) S o * + ^ S i * 
{ 0 < ^ < 1}. 

Dann ist nach unserem ursprünglichen BEUNN sehen Satz die 
Funktion 

y(^) = y/ ( ( i_^)So*4-^s ,* 
konvex (möglicherweise linear). Die Funktion 

y./(^) = -)//(S/) 
hat mit cp{ä) die Endpunkte & = 0, i9- = 1 gemein, hat aber für 
0 < ,9- < 1 Werte, für die sie > <p [-&) ist, kann also nicht linear 
sein, w. z. b. w. 

Es ist vielleicht folgende Bemerkung hier auffallend: Wenn wir 
den ursprünglichen Satz von BEUNN als bewiesen annehmen, so er­
gibt sich, wie wir das durchgeführt haben, die „Ergänzung" auf 
völlig elementarem Wege ohne jeden Grenzübergang einfach aus 
den Eigenschaften der Symmetrisierung heraus. Im Gegensatz dazu 
empfängt man bei den Untersuchungen von BEUNN und MINKOWSKI 

den Eindruck, als ob die Hauptschwierigkeit erst in der „Ergänzung" 
gelegen wäre. In diesem Punkte zeigt sich also STBINEES Methode 
der Symmetrisierung den anderen Hilfsmitteln überlegen. 

VI. Ungleichheiten von Minkowski. 

Wir wollen darauf verzichten, die allgemeinen Ungleichheiten 
über den „gemischten Rauminhalt" konvexer Körper wiederzugeben, 
in denen MINKOWSKI den Satz von BEUNN gefaßt hat, sondern wollen 
uns darauf beschränken, die Folgerungen zu erwähnen, die MIN­
KOWSKI für die Kugel gezogen hat. 

Es sei So ein konvexer Körper, dessen Begrenzungsfläche wir 
jetzt als stetig gekrümmt voraussetzen wollen, um die Formeln der 
Differentialgeometrie darauf anwenden zu können. Die äußere 
Parallelfläche im Abstände Eins begrenzt dann ebenfalls einen kon­
vexen Körper Sj. Wir betrachten die lineare Schar konvexer Körper 

S,, = ( l - ^ ) S o + ^ S i , 
O g ^ ^ l , 

deren Begrenzungsflächen untereinander parallel sind, und zu der 
von Sg die Entfernung ß- haben. 
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Der Rauminhalt ![•&) von S^ drückt sich dann nach STEINEE l 
durch die Formel aus 

J[0-) = J+0&-\- Mß-" -f ^ ^ 3 . 

Dabei bedeuten / und 0 Rauminhalt und Oberfläche von Sg. 
M ist eine von STEINEE neu eingeführte Integralinvariante von Sg. 
das sogenannte Integral der mittleren Krümmung 

M -/i'a+i)^"-
wobei der Ausdruck in der Klammer die mittlere Krümmung und 
dO das Oberflächenelement von SQ bedeutet. 

Nach unserem Satze von BEUNN-MINKOWSKI ist die Funktion 

l'TiP-) 
konvex und nicht linear, wenn So und S^ nicht ähnlich liegen, d. h. 
wenn SQ keine Kugel ist.^ Wir haben also 

Vs 
^ ^ 4 ^ ^ 0 für alle Q->^. 

Man findet 

_ A/(^) ' ' /=^/(^,y/3 = (03 - 3/TI/)-f (yM0 - 12 TT-/)^-f (y¥2 - 4 TT 0) ,̂ 2 

Es ist also jedenfalls 

^ ̂  i i 2 - 4 5rO ^ 0 . 

Diese Ungleichheiten zwischen den Invarianten •/, M, 0 rühren von 
MINKOWSKI her. Aus ihnen folgt unsere alte Ungleichheit von SCHWAEZ 

(II) O 3 - 3 6 ; r / 2 ^ 0 . 

Für den Fall der Kugel gilt in allen drei Beziehungen das 
Gleichheitszeichen. Über die Gesamtheit der konvexen Körper, die 
in der ersten oder zweiten Ungleichheit (I) das Gleichheitszeichen 
ergeben, erhalten wir aus unserer Schlußweise auch durch die Er­
gänzung des Satzes von BEUNN keinen Aufschluß. Wohl aber er­
kennt man, daß in beiden Formeln (I) und daher in (tl) das Gleich-

' Über parallele Flächen. Gesammelte Werke II, S. 173—176. 
Daß nur eine Kugel zu ihren Parallelkörpem ähnlich liegt, beweist mau 

so: Es sei ^^ ein derartiger Körper, S. eine Kugel. Dann sind die Körper 
(1 — i9-) So + ^ S zu den Parallelkörpern von iSo, also zu ffio selbst ähnlich. 
Dann muß aber auch ß = Lim |(1 — i9-) K„ + i>- S} für -ö- —>- 1 zu % ähnlich sein, 
w. z. b. w. 
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heitszeichen nur für die Kugel stimmen kann. Damit sind die Haupt­
ergebnisse von § 19 aufs neue gewonnen. 

Merken wir uns das neue Ergebnis an: Unter allen konvexen 
Körpern von gegebener Oberfläche hat die Kugel das kleinste Integral 
der mittleren Krümmung (MINKOWSKI). 

Es sei erwähnt, daß die Gleichheit üf̂  — 4 jt 0 = 0 nur für 
die Kugel eintritt, während, wie ebenfalls MINKOWSKI angegeben 
hat^, 0^—^JM=^{i auch .für gewisse nicht kugelförmige Körper 
möglich ist. 

VII. Über einen zweiten Beweis für M^ — 4 JT 0 ^ 0. 

De'r im zweiten Teil dieses Buches entwickelten Theorie läßt 
sich eine verwandte gegenüberstellen, auf die man dadurch kommt, 
daß man die Symmetrisierung STEINEE s, wie wir sie bisher immer 
verwendet haben, durch eine neue Symmetrisierung ersetzt. Wir 
beschränken uns darauf einiges Wenige darüber mitzuteilen. 

Es sei S ein beliebiger konvexer Körper, S' der zu S bezüglich 
einer Ebene © symmetrische Körper. Wir finden aus S und S' 
durch Linearkombination (S. 92 unten) den Körper 

S* = i S + i S ' , 

der © als Symmetrieebene hat. Biesen Übergang von S zw S* wollen 
wir als neue Symmetrisierung an der Ebene © einführen. 

Die drei wichtigen Eigenscha,ften dieser neuen Symmetrisierung 
sind die folgenden: 

1. Der neue Körper S* ist wieder konvex. 
2. Der neue Körper S* hat dasselbe Integral der mittleren 

Krümmung wie der alte 
M = M* 

3. Die Oberfläche des neuen Körpers S* ist stets größer als 
die des alten S 

0<0% 

wenn S keine zu © parallele Symmetrieebene hat. In diesem Aus­
nahmefall sind S und S* kongruent und daher ist dann 

0 = 0*. 

Man kann diese Eigenschaften auf ganz entsprechendem Wege 
beweisen, wie früher die drei Eigenschaften (S. 46) der Sym­
metrisierung STBINEES bewiesen wurden. Zu Punkt 2 ist dabei zu 

^ Gesammelte Abhandlungen II, S. 259. 
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bemerken, daß man die Definition des Integrals der mittleren 
Krümmung, das in VI. nur für stetig gekrümmte konvexe Körper 
erklärt wurde, natürlich auch auf beliebige konvexe Körper aus­
dehnen kann, ähnlich wie wir die Begriffe Rauminhalt und Ober­
fläche, die zunächst nur für Vielfache bekannt waren, auf beliebige 
konvexe Körper ausdehnen konnten (vgl. Formel (9) S. 110). 

Genau dieselbe Überlegung, die von der alten Symmetrisierung 
zur Ungleichheit von SCHWAEZ 

0 3 - 3 6 7 r / 2 ^ 0 

geführt hat, ergibt, wenn man die neue Symmetrisierung zum Aus­
gangspunkt nimmt, die Ungleichheit MINKOWSKIS 

M^-4%0^Q. 
Auch führt die neue Symmetrisierung sofort zu der Erkenntnis, 

daß 
J[f 2 - 4 71 0 = 0 

nur bei der Kugel eintritt. 

§ 28. Ergänzungen.^ 

I. Literatur. 

Die grundlegenden Arbeiten zu der in diesem dritten Teil vor­
getragenen Theorie sind die Schrift von SCHWAEZ, Beweis des Satzes, 
daß die Kugel kleinere Oberfläche besitzt, als jeder andere Körper 
gleichen Volumens (Göttinger Nachrichten [1884] S. 1—13, Gesam­
melte Abhandlungen I I [1890], S. 327—340). Dann die Schriften 
von BEUNN „Ovale und Eiflächen" (München 1887) und „Kurven 
ohne Wendepunkte" (München 1889) und schließlich MINKOWSKIS 

„Volumen und Oberfläche" (Mathem. Annalen 57 [1908], S. 447—495, 
Gesammelte Abhandlungen I I [1911], S. 230—276). 

MINKOWSKIS Beweis für die Ergänzung zum Satze von BEUNN 

ist in jüngster Zeit von J. RADON (Wiener Akademieberichte 1916) 
erheblich vereinfacht worden. 

Die Ungleichheit M^ — 4iiO^0 hat auch HUEWITZ bewiesen, 
und zwar mit Hilfe von Kugelfunktionen in der schon erwähnten 
Abhandlung „Sur quelques applications göometriques des series de 
FOUEIEE" [Annales de l'ecole normale supörieure (3) 19 (1902), 
S. 357—408]. Man vgl dazu im Folgenden S. 109. 

HiLBBET hat die Theorie von MINKOWSKI zum Teil neu be­
gründet mit Hilfe der Integralgleichungen in seiner sechsten „Mit-

' Kann übergangen werden. 
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teilung" (Göttinger Nachrichten 1910, S. 355—417, abgedruckt in dem 
Buche: Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral­
gleichungen, Leipzig und Berlin 1912, S. 242—258). 

Die Addition von endlich oder auch unendlich vielen konvexen 
Kurven ist für Zwecke der analytischen Zahlentheorie von H. BOHE 
untersucht worden; Oversigt over det Danske Videnskabernes Sels-
kabs Forhandlinger 1913. 

Elementare Beweise zum Satz von BEUNN über die Querschnitte 
eines konvexen Körpers wurden schon auf S. 40 unten angeführt. 
Es sei hier in Kürze darauf hingewiesen, wie einfach man diesen 
Satz mittels trigonometrischer Reihen ableiten kann. Ich hatte 
eine solche Herleitung in den Jahresberichten der deutschen Mathe­
matikervereinigung 23 (1914), S. 232—234 gegeben. Den folgenden 
noch durchsichtigeren Beweis verdanke ich Herrn W. WIETINGEE. 

n . Ein Lemma von Wi r t i nge r . 

Es sei f (cp) eine Funktion von der Periode 2 %, deren Bifferential-
quotient f [cp) von beschränkter Schwankung ist. Bann folgt aus 

j'f[cp)dcp = 0 
0 

die Ungleichheit 

jf[cpfd,p^jf'[cpfdcp 
0 ü 

und darin gilt das = Zeichen nur, wenn f[cp) die Form hat: 
f[cp) = a cos cp -\- b sin cp. 

Der Beweis für diesen Satz, dessen Voraussetzungen sich noch 
verringern lassen i, gelingt aufs einfachste, wenn man die FOUEIEE-

Koeffizienten von f'[(p) und f[(p) benutzt. Es sei 

n « „ = ff'{<p)oosn(p-d(p, %b^=^j'f'[cp)s\nncp-dcp 

ö 0 
dann ergibt sich durch Integration nach Teüen für die Koeffizienten 

von f[cf): 

n n 
Die sogenannte Vollständigkeitsrelation des FOUEIEE sehen Ortho­
gonalsystems gibt wegen Og = dg = 0 die Gleichungen: 

' Es genügt, die Integrierbarkeit von f zu fordern. 
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2 
r^,„v9, .7,. > ^ / a„^ + 1}J 

ü 
2 . 1 

r/-(y)2rf*p = ; r 2 

/ ' f'['pfdcp=^'2{<^^^ + K')-
ö 1 

Daraus folgt aber durch Subtraktion die Richtigkeit des Lemmas 
von WIETINGEE. 

m . Anwendung. 

Es sei nun hg [cp) die Stützfunktion eines konvexen Bereichs ?8g 
in der Ebene z = 0, d. h. a3o sei durch die Beziehungen 

X cos cp -{- y sin <f> ^ hg [cp), z = 0 
erklärt und für jeden Wert von cp soll es mindestens einen Punkt 
X, y von 33o geben, für den das Gleichheitszeichen gilt. Ebenso sei 
in der Ebene z = 1 ein zweiter konvexer Bereich 33i mit der Stütz­
funktion Aj [(p) definiert 

X cos cp -\- y sin cp -^ h^ (cp), z = 1. 

Dann enthält die Ebene z = & [0 < & <: 1) den Bereich 33̂  

X cos <p + y sin cp ^ (1 - &) hg [cp) -{- ß-h^ [cp) 

als Durchschnitt mit der konvexen Hülle von 33o und S j . Es ist zu 

zeigen, daß die Wurzel aus dem Flächeninhalt von 33 „ 

1/P(^). • 
eine konvexe Funktion ist 

Man findet den Flächeninhalt F aus der Stützfunktion h durch 
die Formel 

2j r 

(*) 2F^J[h''^-h'^)dcp. 
0 

Das gibt in unserem Fall 

P(^) = (l -ß-fFg+2[l-&)d'M+S-^F^, 
worin Po und F.^ die Inhalte von 33o und 33i und i f der von MINKOWSKI 

eingeführte „gemischte Flächeninhalt" dieser beiden Bereiche ist 

n '^^-J{Kh-hg'h^')dcp. 
0 

Die Stützfunktion h[cp) hat dabei stets einen Differentialquo­
tienten (im Sinne von S. 51) und dieser ist, wie man zeigen kann, 
in der Tat von beschränkter Schwankung.i 

' Jahresbericht der Mathem. Ver. 23, S. 230. 
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Beachten wir nun, daß sich die Umfange Lg und Pj von Sog 
und 33i durch die Formeln ausdrücken: 

2 Ä 2jr 

(L) Lg^JhgdCp, L^=jh^dCp, 

so daß die Funktion 
f[^) = A ( ^ _ AM. 

der Bedingung 
2.1 

Jf[cp] dcp = 

genügt. 
Wenden wir auf sie das Lemma an, so findet sich 

oder 

Aus 

folgt aber 
^ P o + | ^ - ^ i ^ 2 y p ^ 

und daher ist schließlich 

(M) M^p^F,. 
Diese von MINKOWSKI angegebene Beziehung (M) zwischen den 

beiden Flächeninhalten und dem gemischten Inhalt ist der ana­
lytische Ausdruck für die Konvexität von 

VW)-
Außerdem erkennt man aus unserem Lemma, daß das Gleichheits­
zeichen nur gilt, wenn Saß und 33̂  ähnlich sind und ähnlich liegen. 

Die vorhergehende sch^.rfere Ungleichheit (F) ist auch von 
FEOBENIUS angegeben worden.^ 

Ist 33̂  ein Kreis vom Halbmesser Eins, also 

so wird 21 i = Po 

^̂ <^ P, = ^, A = 2 ^ 

also ergibt sich aus (M) wieder unsere alte Formel 

i ^ 2 _ 4 ^ i ^ ^ s 0 . 

' Berliner Akademieberichte 28 (1915), S. 397. 
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IV, Übertragung von W i r t i n g e r s Lemma auf die Kugel. 

Es sei kurz darauf hingewiesen, daß es in der Geometrie auf 
der Kugelfläche etwas ganz Entsprechendes gibt zu dem Lemma 
W I E T I N G E E s und wie wir dieses mittels trigonometrischer Entwick­
lungen bestätigt haben, so läßt sich der entsprechende Satz mittels 
Kugelflächenfunktionen herleiten: 

Auf einer Kugeloberfläche um den Ursprung sei eine reguläre ana­
lytische Funktion f erklärt, deren Mittelwert verschwindet: 

03 = 0 . \dcx) Flächenelement der Kugel} (1) 
Bann ist stets 

(2) 

^f-d 

Jf^. dco < -^f^f-dco. 

wenn A f den Bifferentialparameter erster Ordnung von E . BELTEAMI 
bedeutet.^ Bas Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn f die Form hat: 

(3) f = ax -\- by -\- cz . 
Is t nämlich 

(4) f=Xg+X, + X,+ . . . {Xo=0} 

die Entwicklung von f in Kugelflächenfunktionen, so kann man 
daraus für den zweiten Diff'erentialparameter von / ' mittels der 
Differentialgleichung der Kugelfunktionen 

(5) A,X^-\-n[n + l)X^^O 

unschwer^ die Entwicklung herleiten 
oo 

(6) AJ=-^n[n+l)X^. 
1 

Nach einer Formel von G. G E B E N ^ ist aber 

(7) jAf-dco=-Jf-A,f-dco. 

Da die Kugelfunktionen ein vollständiges Orthogonalsystem bilden, 
ergibt sich daraus: 

1 Man sehe etwa G. SOHEFFEES, Theorie der Flächen, Leipzig 1913, S. 428, 
wo an Stelle von /l f — Ajf geschrieben ist, oder G. DABBOTJX, Le^ons sur la 
Theorie gönörale des Surfaoes III (Paris 1894), S. 194. Die Integrationen sind 
über die Gesamtoberfläehe der Kugel zu erstrecken. Die Voraussetzungen 
könnten auch hier eingeschränkt werden. 

^ Man benutze dazu die Formel von GREEN fg.A„f-db> =ff-A,_g-da\ 
vgl. etwa DAREOÜX, a. a. 0., S. 200. 

^ DAEBOTIX ebenda. 
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D O 

JAf-dco =.^n[n-\- l)Jx/rfffl. 
1 

Hieraus folgt weiter: 
oo 

(8) jf^.dco - ^fAf.dco = _ i 2 ( « - 1)(« + 2)Jxj'dco 
2 

und in dieser Formel ist das gewünschte Ergebnis enthalten. 
WiU man nun daraus für die konvexen Körper die Gegenstücke 

zu den obigen Ungleichheiten (F) und (M) herleiten, so verwende 
man für das Integral der mittleren Krümmung einer konvexen Fläche 
mit der Stützfunktion H die Formel von MINKOWSKI: 

(9) M=^JE-dco 

und für die Oberfläche die von demselben Geometer stammende 
Formel: 

(10) 0=JlH^-^AH^dm, 

die ein räumliches Analogen zur Formel für den Flächeninhalt eines 
Bereiches ist: 

F^^f{h'-h'')dcp 

und die wir gleich herleiten werden. So ergibt sich durch die ganz 
entsprechenden Überlegungen zu III. z. B. als Änalogon zur Ungleichheit 

B^ -4 7iF^0 

aufs neue die Ungleichheit MINKOWSKIS: 

M^-4jtO^0. 

Ähnlich wurde diese Formel auch von HUEWITZ begründet. 

V. Formel von Minkowski für die Oberfläche. 
Ist Z = l : Ä i . Ä 2 das Krümmungsmaß, H die Stützfunktion 

und dco das Flächenelement des sphärischen Bildes einer konvexen 
Fläche, so gilt für ihren Rauminhalt die Formel 

(11) .I^^jR^R^Hdco. 

Für die äußere Parallelfläche im Abstand Q folgt daraus 

J (?) = if{Pi + ?) (^2 + ?) ( ^ + ?) dco-
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. 4 71 
Nach STEINEE ist aber (S. 102) 

J[Q) = J+QO + Q^M^Q^^-^. 

Wir finden somit durch Vergleichung der in Q linearen Glieder 

(12) 0 = 1 J jÄ^ R^ + [R^ +R,)H}dco. 
Anderseits ist aber 

0 =1"' R,di 

und, wenn man das in (12) berücksichtigt, so folgt 

(13) 0 = if[R,+R,)Hdcj 

Will man diese Formel MINKOWSKIS mittels der Differential­
parameter von H schreiben, so benutzt man die Formel von 
J. WEINGAETBN^ 

(14) Ri + R, = 2H+ A^H 
und findet 

(15) 0=J[H+lA,H)Hda). 

Daraus folgt durch Anwendung der Formel (7) von GEBEN das ge­
wünschte Ergebnis 

(10) 

Geht man hierin wieder zur Parallelfläche über, so hat man 

0 ( p ) = 0 -i- Q2M -i- ̂ ^471^= J{[^H-\- Q)'' - ^AHldca 

und daraus ergibt sich wieder durch Vergleichung der in Q linearen 
Glieder die vorhin erwähnte Formel (9) für das Integral der mitt­
leren Krümmung 

(9) P M= Ild '.CO 

' Pestschrift der technischen Hochschule. Berlin 1884. Vgl. auch 
L. BiANCHi, Vorlesungen' über Differentialgeometrie, Leipzig und Berhn 1910 
S. 140. 
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VI. Konvexe Funktionale. 

Auf S. 92 wurde erklärt, wie man konvexe Körper So, Sj linear 
zusammensetzt: 

( 1 - ^ ) S o - | - i 9 - S i , O ^ ^ ^ l . 

Das Ergebnis ist wieder ein konvexer Körper. Die Gesamtheit aller 
konvexen Körper hat also die Konvexitätseigenschaft, da man durch 
Linearkombination (genauer durch Linearkombinätion mit positiven 
Koeffizienten von der Summe Eins) aus zwei Elementen der Gesamtheit 
immer wieder ein Element der Gesamtheit erhält. Betrachtet man 
nur die Menge ÜJt der konvexen Körper in einer festen Kugel, so 
hat diese Menge neben der Konvexitätseigenschaft auch die Eigen­
schaft der Beschränktheit und nach dem Äuswahlsatz (S. 62) auch die 
der Abgeschlossenheit. Geradeso wie man aus Punkten konvexe 
Körper aufbaut, so kann man also aus konvexen Körpern höhere kon­
vexe Gesamtheiten mit ganz entsprechenden Eigenschaften hersteUen. 

Wie wir nun innerhalb eines konvexen Bereichs eine konvexe 
Funktion definiert haben, so kann man innerhalb einer derartigen 
konvexen Menge M aus konvexen Körpern „konvexe Funktionale" 
definieren und wir haben dafür ein Beispiel in der dritten Wurzel 
aus dem Rauminhalt: 

Nach dem Satze von BEUNN (S. 94) ist nämlich 

^(l-t?)Sf„ + .JSi ^ (1 — i?") ^ff„ + ^ ^\ 

und diese Formel wird man neben der Beschränktheit, die hier die 
besondere Form 

T s ^ O 

hat, als Definition der Konvexität des Funktionais V nehmen. 
Mittels der Formeln von MINKOWSKI kann man auch leicht 

zeigen, daß die Quadratwurzel aus der Oberfläche ein zweites Bei­
spiel für ein konvexes Funktional ist, Dagegen ist das Integral der 
mittleren Krümmung ein lineares • Funktional. 

Man kann aber die Linearkombination konvexer Körper noch 
in ganz anderer Weise erklären und kommt dadurch auf neue Tat­
sachen. Z. B. kann man im Hinblick auf die Symmetrisierung kon­
vexe Körper Sj und S^ mit demselben Grundriß ® 

I x,y in(^, ^ j x,y in @, 

" Wo {^, y ) ^ ^ ^ ^ (^, y), '\9i{^,y)^^^ fi i^; y) 
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in folgender Weise linear zusammensetzen, daß man 

S,, = (l _ ^ ) S o + t9-Sj 

durch die Bedingungen erklärt 

X, y in ®, 
(1 - d-)gg + &g,^z^[l--ll)fg + &fi. 

Gegenüber dieser neuen Linearkombination ist das Funktional J^ 
linear und Og nach unten konvex. 

Schließlich kann man die lineare Zusammensetzung beliebiger 
konvexer Körper auch noch so erklären, daß Og ein lineares Funk­
tional wird. Gibt man nämKch den reziproken Wert des GAUSS ischen 
Krümmungsmaßes l:K=R.^R^ der Begrenzungsfläche von S als 
Funktion der äußeren Normalenrichtung a:ß:y an, so ist S nach 
MINKOWSKI bis auf Parallelverschiebungen eindeutig bestimmt (S. 164 
oben). Daher kann man die Linearkombination der konvexen Körper 
auch dadurch erklären, daß man an Stelle der Stützfanktionen die 
zugehörigen Funktionen 1: K auf der Einheitskugel «- -f /?^ -1- y^ = 1 
linear kombiniert. Dann wird die Oberfläche 

" = / d(o 

\da) Flächenelement der Kugel} 
8 

offenbar ein lineares Funktional und ] / / ist auch in diesem Falle 
konvex, wie G. HEEGLOTZ mittels der Formeln von HILBEET zur MIN-

KOWSKischen Theorie^ gezeigt hat. 
Vielleicht wäre es lohnend allgemein die Mgenschaften „kon­

vexer Variationsprobleme" zu untersuchen. 

' Vgl. das Zitat auf S. 105 oben. 



Vierter Teil. 

Neue Aufgaben über Extreme 
bei konvexen Körpern, 

§ 24. Bestimmung der grp̂ ß̂ten Kugel, die in einer l(onvexen Fläche 
unbehindert rollen kann. 

I. Über DifiFerentiälgeom^etrie im großen. 

Die Begriffe „konvexer Bereich" und „konvexer Körper" geben 
außer zu den behandelten isoperimetrischen Problemen noch Anlaß 
zu einer Fülle von Aufgaben über Extreme, von denen manche ganz 
elementarer Art sind, während' andere zu verwickelten Variations­
problemen führen. Die Ergebnisse, zu denen man dabei kommt, 
gehören, wie man sich auszudrücken pflegt, zur „Differentialgeometrie 
im großen". Während nämlich die meisten Lehrsätze der Differential­
geometrie sich auf eine genügend enge Nachbarschaft eines Elements 
des betrachteten geometrischen Gebildes beziehen \ handeln die Sätze, 
die hier aufgestellt werden sollen, von den Begrenzungskurven und 
Begrenzungsflächen konvexer Bereiche und konvexer Körper in ihrer 
ganzen Ausdehnung. 

Man kann sich den Unterschied dieser beiden Arten von Frage­
stellungen an einem Beispiele verdeutlichen. Seit GAUSS behandelt 
man in der Differentialgeometrie vielfach die Verbiegung krummer 
Flächen, d. h. solche Formänderungen, bei denen die Bogenlängen 
aller auf den Flächen gezogenen Kurven unverändert erhalten bleiben. 
Man kann nun zeigen, daß ein genügend kleines Stück einer „Fläche", 
von der man gewisse Regularitätseigenschaften vorauszusetzen pflegt, 
stets auf unendlich viele Arten verbogen werden kann. Ganz anders 
steht es mit krummen Flächen in ihrer gesamten Ausdehnung. Da 
weiß man über die Verbiegbarkeit noch nicht allzu viel. Doch hat 

^ Wir werden im Folgenden die Anfangsgründe dieser Differentialgeo­
metrie „im kleinen" als bekannt voraussetzen. 

BLASCHKE Kreis und Kugel. 8 
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H. LiEBMANN diese Fragen gefördert und z. B. als erster be­
wiesen, daß man eine Kugelfläche, ohne sie einzuknicken, nicht 
biegen kann.'^ 

Naturgemäß bringen solche Fragen nach dem Zusammenhang 
zwischen den Eigenschaften im unendlich kleinen und der Gesamt­
ausdehnung der geometrischen Gebilde, also die Fragen der Diffe­
rentialgeometrie im großen^, erhebliche Schwierigkeiten mit sich. 
Dafür sind sie aber auch viel naturgemäßer, und interessanter, so 
daß man die ganze Differentialgeometrie im kleinen, der z. B. das 
große Lehrbuch von L. BIANCHI fast ausschließlich gewidmet ist, 
wenn man so will, nur als eine Vorarbeit dazu ansehen kann. 

Gerade die einfachsten dieser Fragestellungen im großen lassen 
sich an die geschlossenen konvexen Flächen, das sind die Begren­
zungsflächen der konvexen Körper, anschließen. Wir gehen hier 
z. B. darauf aus, den Zusammenhang herzustellen zwischen dem 
größten und kleinsten Wert des GAUSsischen Krümmungsmaßes auf 
einer solchen Fläche und ihrer Gesamtausdehnung. 

Mit diesem Ziel vor Augen wollen wir aber zunächst in diesem 
Abschnitt einige naheliegende Sätze aufstellen, die wir später werden 
verwenden können. 

II. Kleinster und größter Krümmirngskreis einer konvexen Kurve. 

Die Begrenzung eines konvexen Bereiches mit inneren Punkten 
wird durch eine konvexe Kurve ® gebildet. Da wir die konvexen 
Bereiche immer als beschränkt annehmen, wollen wir die konvexen 
Kurven immer als geschlossen voraussetzen, obwohl einiges von 
dem Folgenden ohne weiteres auch für offene derartige Kuryen 
gültig bliebe. 

Wir wollen annehmen, daß die Krümmung auf der Kurve ® 
sich stetig ändere. Dann gibt es auf der Kurve (mindestens) einen 
Punkt mit kleinstem und (mindestens) einen mit größtem Krüm­
mungskreis, der auch in eine Gerade ausarten kann. Dabei nennt 
man einen Kreis den Krümmungskreis von @ in P, wenn er ® in 
P berührt und wenn sein Halbmesser gleich dem reziproken Wert 
der Krümmung von ® in P ist. 

1 Vgl. den Anhang, S. 162, 163. 
^ Man findet einige zusammenfassende Angaben über solche Probleme bei 

E. KASNER, The present problems of geometry, Bull. Amer. math. Society 11 
(1905), S. 283—314. 
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Nehmen wir nun zwei stetig gekrümmte konvexe Kurven @ 
und ®o, die sich in einem Punkte S berühren und hier zur selben 
Seite ihrer gemeinsamen Tangente liegen (Fig. 21). Wir denken uns-
(S und ®o beide im positiven Sinne umlaufen und die Tangenten an 
diese beiden Kurven entspre­
chend gerichtet. Dann gilt fol­
gender Satz: 

Berühren sich zwei positiv^ 
umlaufene stetig gekrümmte kon­
vexe Kurven @ und (Bg in einem 
Punkte S gleichsinnig und ist in 
Punkten mit gleichsinnig parallen 
Tangenten die Krümmung von ® 
immer ^ der Krümmung von %g, 
so ist die Kurve ® ganz in dem 
von ®o umgrenzten konvexen Be­
reich enthalten. 

Zum Beweise verwenden 
wir die „Stützfunktion", die wir 
schon S. 106 eingeführt haben, die die Entfernung der Tangente von 
einem festen Punkt (etwa dem Punkt S) mit einer fegten Richtung 
(etwa der Tangente in S) angibt. Es seien h [r), hg [T) diese beiden 
Funktionen, dann ist infolge der Anfangsbedingungen 

h (0) = 0, h' (0) = 0; 

Äo(0) = 0, V(0) = o. 

Wir haben aus der Stützfünktion h[x) noch den Krümmungs­
halbmesser Q[T) ZU berechnen. Für einen Kreis ist 

h (r) = () (1 — cos T) 

und daher 
p = Ä -J- Ä" 

Da es bei der Berechnung des Krümmungshalbmessers nur bis auf 

Fig. 21, 

zweite Ableitungen ankommt, so gilt diese Formel 

(1) P(T) = Ä(T) + A"(T) 

für beliebige Kurven. 
Ist umgekehrt ^(T) bekannt, so findet man A(r) durch Inte­

gration der linearen Differentialgleichung (1) zweiter Ordnung unter 
den Anfangsbedingungen h (0) = h' (0) = 0. Man erhält 
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X 

(2) h (r) = fp (ff) sin (r - ff) da.'^ 
0 

Da diese Funktion die Periode 2 n besitzen muß, finden wir als 
Bedingung für die Geschlossenheit 

I Q (ff) cos a da = 0, j Q (ff) sin ff rfff = 0. 

Kommen wir jetzt auf unsere Behauptung zurück! Nach Voraus­
setzung besteht die Beziehung 

(3) eg[T)-Q[T)^o. 

Aus (2) folgt 
T 

hg (r) - A (r) = J{Qg [er) - o (ff)} sin (r - G)da. 
0 

Liegt T im Intervall 0 ̂  r ^ ^r, so ist nach (3) der Integrand nicht 
negativ, also 
(4) K{T)^h[T) 

und ähnlich ergibt sich dieselbe Beziehung auch für — jr ̂  r ^ 0. 
Nach (4) ist aber tatsächlich © in ®o enthalten, wie behauptet war. 

Merken wir einige Folgerungen an: 
Zeichnet man zu einer konvexen Kurve %g einen Kreis, der die 

Kurve von innen berührt, so ragt der Kreis nicht aus @o heraus, wenn 
sein Halbmesser ^ allen Krümmungshalbmessern von ©j **̂ ' 

Wird ein Kreis von einer konvexen Kurve ® von innen berührt, 
so liegt ® ganz im Kreise, wenn sein Halbmesser ^ allen Krümmungs­
halbmessern von ® ist. 

Als weitere Sonderfälle ergeben sich Beziehungen, die zum Teil 
schon HUEWITZ mittels trigonometrischer Reihen hergeleitet hat: 

Umfang und Flächeninhalt einer stetig gekrümmten konvexen Kurve 
liegen zwischen Umfang und Flächeninhalt des kleinsten und größten 
ihrer Krümmungskreise. 

* Man kann, indem man die Bogenlänge s einführt, diese Formel auch 
in der Form sehreiben 

Ä (T) = I sin (T — er) • ds {&), 

wodurch sie auch in dem Falle ohne weiteres anwendbar bleibt, daß es Punkte 
mit verschwindender Krümmung gibt. 
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Wir gehen jetzt darauf aus, diese Sätze auf die räumliche 
Geometrie zu übertragen, und schalten zunächst eine kleine Hilfs­
betrachtung ein. 

m , Ein duales Gegenstück der Formel von Eu le r über die Flächen­
krümmung. 

Es sei P eine reguläre Stelle einer krummen Fläche und % 
eine Tangente durch P. Wir legen an die Fläche den berührenden 
Zylinder, dessen Erzeugende die Richtung von % haben und be­
stimmen den zu ST gehörigen Krümmungshalbmesser R des Normal­
schnittes dieses Zylinders. Wir wollen feststellen, nach welchem 
Gesetz sich R bei der Richtungsänderung von % ändert. 

Da ÄUes nur bis auf zweite Ableitungen ankommt, können 
wir die Fläche durch das anschmiegende Paraboloid ersetzen 
und dessen Gleichung durch geeignete Ächsenwahl auf die Form 
bringen: 

(5) 2z=f- f -£ 
P fällt dann in den Ursprung und Äj, R^ sind die Hauptkrümmungs­
halbmesser der gegebenen Fläche in P. Die Gleichung der Tan­
gentenebene an das Paraboloid im Punkt x, y, z hat in den lau­
fenden Koordinaten | , v, ? <iie Form: 

(6) ^ + ^ - A + A 
und die Stellung dieser Tangentenebene wird durch die Verhältnisse 

festgelegt. Setzen wir anderseits diese Richtungskosinus der Normalen 
unseres "Paraboloids in der Form an 

cos K sin cp: sin cc sin cp: — cos cp, 
so finden wir durch Vergleich mit (7) für die Koordinaten des Be­
rührungspunkts 
(8) x=[R.^cosa\ig<p, y = R^sinccigcp. 
Die Entfernung h der Tangentenebene (6) oder 
(9) z -1- ^ = (I cos 05 -f 7? sin «) tg cp 
von P ist daher gleich 

(10) A = z cos qp = (Äj cos^ cc + R^ sin^ cc) - ^ ^ ^ 

Der gesuchte Krümmungshalbmesser R ist nach unserer Formel (1) 
S. 115 daraus zu berechnen 

î  = Ä + 8 9 ' 
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Man findet 

(11) R = R.,cos^u +R^sin^u. 

Das ist das Ergebnis, das wir später benutzen wollen und das 
der bekannten Formel EULEES für die Krümmungshalbmesser der 
Normalschnitte 
/1Q> 1 cos'^ a s i n - « 

l̂ ^J — = — 5 — ^ -Q Hl Ä , 

in gewissem Sinne dual gegenübersteht. 
Bemerken wir noch: Sind R^ > 0 und R^ > 0, so folgt aus (11) 

(13) Bi^R^R^-

IV. Lösung der räumlichen Frage. 
Es sei nun % eine konvexe Fläche, d. h. die Begrenzungsfläche 

eines konvexen Körpers mit inneren Punkten.•'^ Wir wollen % als 
stetig gekrümmt voraussetzen, d. b. die GAUssische Krümmung (das 
Krümmungsmaß) 

1 1 

und die mittlere Krümmung 

sollen auf g stetige Funktionen sein. 
Wir wollen uns folgende Frage vorlegen: 

Es soll R derart möglichst groß bestimmt werden, daß man zu 
jedem beliebigen Punkt P von % die Kugel vom Halbmesser R kon­
struieren kann, die % in P von innen berührt, ohne daß sie aus % 
herausragt. 

Man kann das auch so ausdrücken: Es soll der Halbmesser 
der möglichst großen Kugel bestimmt werden, die innerhalb von g 
unbeschränkt herumrollen kann. 

Es ist ohne weiteres klar, daß R nicht größer sein kann, als 
die Krümmungshalbmesser der Normalschnitte im Berührungspunkt P 
mit %, denn sonst dringt % ins Innere der Kugel ein. R ist also 
sicher kleiner oder gleich dem Minimum aller dieser Krümmungs­
halbmesser für alle Punkte P von %. Wir wollen nachweisen, daß 
die Gleichheit stattfindet: 

Ber gesuchte Halbmesser R ist gleich dem kleinsten der Haupt­
krümmungshalbmesser in allen Punkten von g. 

^ „Konvexe Fläche" bedeutet hier danach stets geschlossene konvexe 
Fläche. 
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Dazu ist nur zu zeigen, daß eine so große Kugel, die g in 
einem beliebigen Punkte P berührt, nicht aus g herausragt oder, 
was auf dasselbe hinausläuft, daß g in keine dieser Kugeln eindringt. 
Machen wir die gegenteilige Annahme, daß ein Punkt Q von g im 
Innern der in P berührenden Kugel liege. Wir bestimmen die 
Richtung (oder, wenn' es deren mehrere gibt, eine Richtung) parallel 
zu den Tangentenebenen an g in P und in Q und projizieren g und 
die Kugel auf eine zu dieser Richtung senkrechte Ebene. Der Umriß 
des entstehenden Normalrisses von g sei (Sj und der Umriß des 
Normalrisses von unserer Kugel heiße S. S ist dann ein Kreis, der 
@ im Normalriß P' von P berührt und ® geht durch den Normal­
riß Q' von Q, der im Innern von S liegt. Anderseits sind nach (18) 
die Krümmungshalbmesser von ® alle ^ R und daher müßte nach den 
Ergebnissen von II. der (S in P ' berührende Kreis vom Halbmesser R 
in @ liegen. Wir kommen also auf einen Widerspruch. 

In ganz ähnlicher Weise kann man den entsprechenden Satz 
beweisen über die Kugeln, die von g von innen her berührt werden 
und g enthalten. Wir können diese Tatsache etwa so in Worte 
kleiden: 

Bie kleinste Kugel, in der g unbeschränkt rollen kann, hat den 
größten Hauptkrümmungshalbmesser von g als Halbmesser. 

Verschwindet an einer Stelle von g das Krümmungsmaß der 
Fläche, so existiert kein Maximum des Hauptkrümmungshalbmessers 
und dann gibt es auch keine Kugel, die die verlangte Eigenschaft 
hätte. 

§ 25. Krümmungsbeschränkungen bei konvexen Flächen.^ 

I. Problemstellung und Zurückführung auf Drehflächen. 

Es soll jetzt folge^ide Aufgabe gelöst werden: 
Von einer stetig gekrümmten konvexen Fläche g sei bekannt: (A), 

daß für das GAussische Krümmungsmaß K in allen Punkten von g die 
Beziehung gilt: 

— A'' 
und (B),, daß sich eine Kugel vom Halbmesser R angeben läßt, die 
nicht aus g heraustritt. 

Gesucht wird unter diesen EinschrömkMngen für g die ober^ Grenze 
der EniferjjMßg ziveiei; Punkte von g. 

'• Vgl. des Verfassers: Aufgaben der Differentialgeometrie im großen, 
Sitzungsberichte der Berfiner Mathem. Gesellsch. 15 (1916), S. 62 — 69. 
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Bezeichnet man, wie das üblich ist, das Maximum der Entfer­
nung zweier Punkte einer beschränkten und abgeschlossenen Menge 
als „Burchmesser" der Menge, go kann man die Aufgabe so fassen: 
Gesucht wird die obere Grenze des Burchmessers von %. 

Man kann den Durchmesser B von g auch noch ein wenig 
anders erklären. Sind nämlich P und Q zwei Punkte von g mit 
der Entfernung B, so liegt g im Durchschnittskörper der beiden 
Kugeln, die in P und Q ihre Mittelpunkte haben und beide den 
Halbmesser B besitzen. Daraus folgt aber sofort, daß die Tangen­
tenebenen in P und Q an g parallel laufen müssen und auf der 
Verbindungsstrecke PQ senkrecht stehen. Man kann demnach fest­
stellen: Ber Burchmesser B einer konvexen Fläche g ist auch gleich 
der größten Entfernung paralleler Tangentenebenen von g. 

Es soll nun gezeigt werden: Mittels der Konstruktion von 
H. A. SoswABZ (vgl. S. 87) gelingt es, jede stetig gekrümmte konvexe 
Fläche g, die den Voraussetzungen (A) und (B) genügt, in eine stetig 
gekrümmte konvexe Drehfläche überzuführen, die ebenfalls den Be­
dingungen (A) ufid (B) genügt und denselben Burchmesser hat wie die 
ursprüngliche Fläche. 

Wenn das als richtig erkannt ist, so hat man die obere Grenze 
des Durchmessers nur mehr unter den Drehflächen zu suchen. 

II. Anwendung der Konstruktion von Schwarz. 

Die Konstruktion von SCHWAEZ wird in folgender Weise be­
nutzt. Es seien P und Q zwei Punkte von g, deren Entfernung 
dem Durchmesser B von g gleich ist. Wir führen den von g be­
grenzten konvexen Körper S durch die SCHWAEZ sehe Konstruktion 
über in den Drehkörper § , der die Verbindungsgerade a von P 
und Q zur Drehachse hat. Dann werden also S und S von jeder 
Ebene senkrecht zu a in flächengleichen konvexen Bereichen ge­
schnitten, das war ja die Definitionseigenschaft dieser Konstruktion. 
Zu zeigen ist: 

1. S ist wieder konvex und stetig gekrümmt; 
2. wenn auf der Begrenzungsfläche g von S für das GAussische 

Krümmungsmaß die Beziehung K ^ 1: A^ gilt, so gilt dieselbe Be­
ziehung auch auf der Begrenzungsfläche ^ von S ; 

3. wenn g eine Kugel vom Halbmesser R enthält, so enthält % 
sicher eine ebenso große Kugel; 

4. die Burchmesser von g und % sind einander gleich. 
Gehen wir diese Punkte der Reihe, nach durch! Daß S wieder 

konvex ist, hat BEUNN bewiesen und wurde auch auf S. 90 bestätigt. 
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Daß ^ wieder stetig gekrümmt ist, kann man sofort sehen, wenn 
man die Konstruktion von SCHWAEZ in eine Formel faßt und die 
bekannten Regeln der Differentiation unter dem Integralzeichen an­
wendet. 

Den schwierigsten zweiten Punkt versparen wir auf später. Der 
Nachweis wird uns gelingen, indem wir, wie das schon früher (§21) 
benutzt wurde, die Konstruktion von SCHWAEZ durch Wiederholung 
und Grenzübergang aus STBINEES Symmetrisierung ableiten. 

Nr. 3 ist offenkundig: Wenden wir auf eine in g enthaltene 
Kugel vom Halbmesser R die Konstruktion von SCHWAEZ an, so 
geht sie wieder in eine Kugel vom selben Halbmesser über, die in 
^ liegt, w. z. b. w. 

Wir wenden uns zum letzten Punkt: 

m . Invarianz des Durchmessers. 

Die Drehachse a von § enthielt die beiden Punkte P und Q 
von g, deren Entfernung gleich dem Durchmesser B von g war. Die 
Ebenen senkrecht zu a in P und Q sind also Tangentenebenen 
von g (vgl. S. 120) und die SCHWAEZ sehe Konstruktion spielt sich 
ganz zwischen diesen beiden Ebenen ab, die deshalb auch Tangen­
tenebenen von 5 sind, wieder mit P und Q als Berührungspunkten. 
Der Durchmesser B von % ist somit jedenfalls ^ PQ = B. Wenn 
wir außerdem zeigen können, daß auch B ^ B sein muß, so wird 
damit die Gleichheit der beiden Durchmesser erwiesen sein. 

Wir wollen allgemein zeigen: 
Geht g aus g irgendwie durch die Konstruktion von SOHWAEZ 

hervor^, so besteht zwischen den zugehörigen Burchmessern die Be­
ziehung: 

B ^ B . 

Zu dem Ende beweisen wir zuerst den folgenden Satz von 
L. BIEBBEBACH ̂  der die entsprechende Eigenschaft der Symmetri­
sierung aussagt: 

Bei STEINERS Symmetrisierung wird der Burchmesser verringert 
oder wenigstens nicht vergrößert. 

Es sei S der ursprüngliche Körper und ^ der an einer wage­
rechten Ebene (g symmetrisierte. P und Q seien zwei Punkte von 

> Das ist natürlich so gemeint, daß die von g und § umschlossenen kon­
vexen Körper durch die SOHWAEZ sehe Konstruktion verknüpft sind. 

" Über eine Extremaleigenschaft des Kreises, DMV-Jahresbericht 24 (1915), 
S. 247—250. 
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Fig. 22. 

S mit der größten Entfernung B. Durch P und Q legen wir die 
Lotrechten. Ihre obersten Schnittpunkte mit S seien P^ und Qu 
die untersten P^ und Q^. Dann ist, wie man aus der Figur 22 sieht ̂  

2PQ^PiQi + P^Q2, 
und daraus 

B^B, 
w. z. b. w. 

Nun erkennt man anderseits 
sofort, daß der Durchmesser B^ 
eines konvexen Körpers S ein steti­
ges Funktional ist, stetig in dem­
selben Sinne, wie wir das von In­
halt und Oberfläche (S. 61) erwiesen 
haben, daß nämlich aus 

2 , = LimS„ 

folgt 
Z>s = Lim2 ' . 

n —>- oo 

Nehmen wir nämlich für die Kon­
vergenz die Definition mittels des 

Nachbarschaftsmaßes (vgl. S. 60), so erkennt man sofort, daß 
I - ö s . - i ? % | ^ 2 i V ( S i , S , ) 

ist, und darin liegt schon die Stetigkeit. 
Leiten wir nun wieder die SCHWAEZ sehe Konstruktion durch 

Grenzübergang aus der STEINEE sehen ab, dadurch, daß wir ab­
wechselnd an zwei Ebenen ©j, ©^ symmetrisieren, deren Winkel 
ein irrationales Vielfaches von % ist (vgl. S. 86), so bilden die 
Durchmesser der entstehenden Körper eine abnehmende Folge 

i> ^ i^i S A ^ î a ^ 
und daraus folgt das gewünschte Ergebnis 

B = Limi>^ ^ B. 
n —>- oo 

IV. Ein Satz von B iebe rbach . 
Aus der von BIEBBEBACH angegebenen Eigenschaft der Symme­

trisierung ergibt sich, wie .wir bei dieser Gelegenheit einschalten 
können, eine ebenfalls von BIEBEEBACH angegebene Maximumeigen­
schaft der Kugel: 

. * Man führt dies durch eine Parallelverschiebung darauf zurück, daß in 
zwei Dreiecken von gleicher Grundhnie und Höhe das gleichschenklige den 
kleineren Umfang hat. 



§ 25, V. Bie Krümmung bei der Symmetrisierung. 123 

Unter allen konvexen Körpern gegebenen Burchmessers hat die 
Kugel den größten Rauminhalt. 

Anders ausgedrückt: 
Zwischen Inhalt und Burchmes.ser eines konvexen Körpers gilt 

die Beziehung 

(B) | . i)3 _ / ^ 0 

und das Gleichheitszeichen gilt nur im Falle der Kugel. 
Ist nämlich S ein beliebiger konvexer Körper, so können wir 

daraus durch Symmetrisierung an drei paarweise zueinander senk­
rechten Ebenen einen neuen konvexen Körper ä' ableiten, der den 
Schnittpunkt der Ebenen zum Mittelpunkt hat. Zwischen den In­
halten und Durchmessern der beiden Körper bestehen die Be­
ziehungen 

. / = / , B^B. 

Um daher den Beweis für 

— _Ö3 _ ./ 2 : 0 
6 

ZU erbringen, braucht man nur 

6 

nachzuweisen. Schlägt man aber um den Mittelpunkt von S eine 
Kugel mit dem Durchmesser B, so muß diese Kugel S enthalten 
und daraus ergibt sich sofort die letzte Ungleichheit. Läge nämlich 
ein Punkt von S außerhalb dieser Kugel, so gehörte auch sein 
Spiegelpunkt am gemeinsamen Mittelpunkt zu S und die Entfernung 
dieser beiden symmetrischen Punkte wäre größer als der Durch­
messer B. 

Um zu erkennen, daß in (B) das Gleichheitszeichen nur für die 
Kugel gilt, hat man etwa den folgenden Hilfssatz zu beweisen, was 
keine Schwierigkeiten macht (vgl. Fig. 22): 

Erhält man durch Symmetrisierung aus einem konvexen Körper 
eine Kugel, so hatte der ursprüngliche Körper, wenn er nicht selbst 
schon kugelig ist, größeren Burchmesser: 

B> B. 

V. Verhalten des Krümmungsmaßes bei der Symmetrisierung. 

Ähnlich wie wir in III. die Invarianz des Durchmessers gezeigt 
haben, können wir jetzt auch noch den allein ausständigen zweiten 

' Die Übertragung auf nichtkonvexe Punktmengen ist trivial; man braucht 
dazu nur die konvexen Hüllen (S. 54) heranzuziehen. 
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Punkt von den auf S. 120 unten aufgestellten Behauptungen über die 
Konstruktion von SCHWAEZ erledigen. Wir wollen zunächst zeigen: 

Symmetrisiert man einen konvexen Körper S mit stetig gekrümmter 
Begrenzungsfläche g, so erhält man einen konvexen Kötper S, dessen 
Begrenzungsfläche ^ wieder stetig gekrümmt ist. Sind ferner 1: A^ 
und 1: A^ die kleinsten Werte der GAussischen Krümmungsmaße auf g 
und g, so ist 

A'- ^ Ä'-

Wir denken uns S in einer Form gegeben, ähnlich wie wir dies 
seit § 16, S. 51 immer angesetzt haben 

X, y im konvexen Bereich ®, 

-9i^,y) ^ ^ ^f{^,y), 
wo / ' und ^ in ® definierte konvexe Funktionen sind. Durch Sym­
metrisierung an z = 0 erhalten wir daraus 

_ ( X, y im konvexen Bereich ®, 
S ' { i!/'(^-, y) + 9{^,y)}^^^i {if{^,y) + 9{^, y)}-

Betrachten wir zunächst die Krümmungsmaße an Stellen, deren 
Grundriß x, y ins Innere von ® fällt. Wir setzen 

rt — s'^ 
K[d-) = 

wenn 
(1 +p^ + q^f ' 

-^)P^ + ^Pl, 

-ß-)qg + ß-q^, 

-&)rg-]-&r„ 

- ^)«0 + ^«D 

-^)tg + S-t^ 

ist. Dann stellt Z (̂ 9'-) oder ausführlicher K[x,y; •&) für i9- = 0 das 
Krümmungsmaß der „oberen" und für ^ = 1 das Krümmungsmaß 
der „unteren" Begrenzungsfläche von S dar in den Punkten mit, 
dem Grundriß x, y; schließlich für i9-= 1:2 das Krümmungsmaß 
in den beiden Punkten von % mit demselben Grundriß x, y. 

Wenn wir zeigen können, daß entweder 

Z ( i ) ^ Z ( 0 ) 
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oder 
^ ( i ) S ^ ( l ) 

ist, so ist darin das Gewünschte enthalten. Dazu beweisen wir, daß 

'^K[ß)^cp{d-) 

ist, wo cp eine monotone Funktion bedeutet, die mit ^K [•&) in den 
Endpunkten des Intervalls 0 ^ T9- ^ 1 zusammenfällt. 

Bezeichnet man den Zähler rt — s^ von K mit u^, so ist zu­
nächst u[&) ( > 0 ) eine konvexe Funktion von & auf der Strecke Ol. 
Dazu braucht man nur zu zeigen, daß die quadratische Gleichung 
u^ = rt — s^ in u und & in der ß-, M-Ebene keine Hyperbel dar­
stellt, oder daß es Werte von ß- gibt, für die ŵ  < 0 ist. Deuten 
wir r : 5 = I und t:s = v als rechtwinklige Koordinaten, so ist 
rt — s^'^Q oder §»? ^ 1 das Innere eines Kegelschnitts (gleich­
seitige Hyperbel) und rg, tg, Sg-, r^, ^i, Sj die homogenen Koordi­
naten zweier solcher innerer (besser: nichtäußerer) Punkte des Kegel­
schnitts. Auf ihrer Verbindungsgeraden gibt es daher sicher einen 
äußeren Punkt des Kegelschnitts: 

[l--d-)rg + ß-r^, ( l - ,9 - ) .o + '^^'i, [l--d')tg + ^ti, 
für den dann in der Tat r ^ — .«̂  < 0 ausfällt. 

Setzen wir ferner 
1 + ? ' + ? ' = '̂ (-9-), 

so ist v[{F} nach unten konvex, denn da die Unke Seite wesentlich 
positiv ist, ist durch diese Gleichung in der ß-, r-Ebene eine Parabel 
dargestellt, die sich oberhalb der i9'-Achse ins Unendliche erstreckt. 

Aus diesenKonvexitätseigenschaften von u und v folgt für 0 ̂  i9- ̂  1 

u[ß-) ^[\-{t-)u[0) + x9u[l), 
v[&) ^ [\ - ß-)v[Q) -^ & v[l) 

und daher 
^T{{f)^cp[»), 

worin 
. , , , - _ _ (1 - &)Vr, t„ - s^- + *l/r , tl - si' 

f ^'^' ~ (1 - #) u + Po' + qo') + * (1 + i^i' + qi') 
Diese Funktion, die in der i?-,.y-Ebene durch eine Hyperbel mit den 
Asymptoten parallel zu den Achsen oder durch eine gerade Linie 
dargestellt wird, ist aber in der Tat monoton in Ol. '\/K[-d-) und 
daher auch K [•&) hat daher seinen kleinsten Wert auf dieser Strecke 
sicher in einem ihrer Endpunkte. 

Jetzt haben wir noch die Stellen von g und 5 zu untersuchen, 
deren Grundriß auf den Rand von @ fällt, die Stellen also, in denen 
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die Tangentenebene lotrecht, d. h. parallel zur z-Achse liegt. Da 
Alles nur bis auf zweite Ableitungen ankommt, können wir g an einer 
solchen Stelle durch das anschmiegende Paraboloid ersetzen und 
dessen Gleichung können wir bei geeigneter Koordinatenwahl in der 
Form schreiben: 
(1) 2 y = x/:r2 + 2 P x z - h Cz^ 

Aufgelöst nach z gibt das 

Cz=-Bx±-^[B-'-AC)x--^2Cy. 

Durch Symmetrisierung an z = 0 folgt daraus 

C^z^=[B'--AC)x^-\-2Cy 
oder 

,(2) 2Cy ^[AC - B^)x^ + C^z\ 

Für die Krümmungsmaße der beiden Paraboloide im Ursprung oder, 
was dasselbe ist, für die Krümmungsmaße der entsprechenden Punkte 
von g und g mit lotrechter Tangentenebene findet sich aus (1) und (2) 
derselbe Wert 

Z = AG- B\ 

Das Krümmungsmaß von g ist somit niemals unter den Krüm­
mungsmaßen in den entsprechenden Punkten von g. Daraus folgt 
die Richtigkeit der Behauptung an der Spitze dieses Abschnitts. 

VI. Verhalten des Krümmungsmaßes beim Grenzübergange. 

Um aus der bewiesenen Tatsache, daß beim Sypimetrisieren das 
Minimum des Krümmungsmaßes nicht abnimmt, auf dasselbe Ver­
halten bei der SCHWAEZ sehen Konstruktion schließen zu können, 
bedarf es nur des folgenden Nachweises: 

Es sei S j , Sg, Sg . . eine konvergente Folge stetig gekrümmter 
konvexer Körper, und der Grenzkörper 

S = Lim S 
n -

n —>- oo 

sei ebenfalls stetig gekrümmt Dann kann man zu jedem Punkt P der 
Begrenzungsfiäche % von S eine konvergente Punktfolge auffinden: 

LimP„ = P , 
n —>- oo 

sodaß P^ auf der Begrenzungsfläche g^ von S„ liegt und die Krümmungs­
maße der g^ in den P^ gegen das Krümmungsmaß von g in P streben 

L i m K ( P J ^ K ( P ) 
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Es sei a das Minimum der .Hauptkrümmungshalbmesser auf .der 
ganzen Begrenzungsfläche g von S. Wir konstruieren zu g die 
Parallelflächen g_j,^, g_^ im Abstand e nach außen und innen. Beide 
sind ebenfalls konvex, sobald 0 < s < a ist. Aus dem Begriffe der 
Konvergenz ergibt sich, daß für « > »̂  die Grenzfläche g,̂  von S„ 
zwischen g_j_̂  und g_^ liegt. 

Wir greifen auf g ein kleines Stück Qi heraus, das etwa von 
einer kleinen Kugel um einen Punkt von g aus g ausgeschnitten 
wird.. Das entsprechende Stück von ĝ ,̂ d. h. das Stück, in dem die 
Normalen zu ip, die kürzer als s sind, g^ treffen, sei mit fj>^ be­
zeichnet. Man sieht dann leicht, daß infolge der Konvexität zwischen 
den Oberflächen F,^ und F von Q)^ und 0 die Beziehung besteht: 

(*) LimP„ = P . 
n —>- oo 

[F^ ist nämlich größer als die Oberfläche des (p auf g_^ ent­
sprechenden Flächenstücks und kleiner als das entsprechende 
Flächensitück auf g^^, vermehrt um 2«mal dem Umfang von <ß.) 

Suchen wir nun das sphärische Bild unserer Flächen g, g^ auf 
der Einheitskugel auf, indem wir zu den äußeren Normalen durch 
den Kugelmittelpunkt die gleichsmnig Parallelen legen und mit der 
Kugel zum Schnitt bringen. 

Es seien P und P^ zwei entsprechende Punkte auf (D und Q)^, 
d. h. zwei Punkte auf derselben Normalen zu CP, und P, P^ ihre 
sphärischen Bilder, dann gilt, wie wir zeigen wollen, für die sphä­
rische Entfernung dieser Bildpunkte 

cos PP^ > " 
a + e 

<2e 

d.h. mit abnehmendem s nähern sich entsprechende sphärische 
Bilder gleichmäßig. . 

Das sieht man so ein: a — s ist das Mini= 
mum der Hauptkrümmungshalbmesser auf g_ ^ 
und daher liegt die Kugel mit diesem Halb­
messer, die g_^ in dem Punkte P_^, der P 
entspricht, berührt, in g_^, nach dem Ergeb­
nis von S. 118. Da g_^ innerhalb g„ liegt, 
liegt diese Kugel auch innerhalb ĝ ^ und dar­
aus ergibt sich (vgl. die Fig. 23) die gewünschte 
Ungleichheit 

cos PP^ ^ cos (5, 
•wobei 

« ^ a — 6 COS a > a + s 

Fig. 23. 
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ist. Sind also <P und ^^ die sphärischen Bilder von Qi und 0„ , 
so liegt der Rand von Qi^ zwischen den beiden Parallelkurven im 
Abstand 

a — e arc cos 
a + 8 

zum Rande von Q>. Daraus ergibt sich für die Flächeninhalte F 
und F^ von <P und Q^„ 
{**} F=LimF,^. 

n —>- oo 

Nun kann man aber aus dem Krümmungsmaß K die Flächen­
inhalte F und F^ berechnen 

F = fKdF, F^=JKdF^. 

Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung können wir 
auch schreiben: 

F=F.K[Q>), F,^ = F^-K[0J, 

wo durch K[0) und K[0J Mittelwerte des Krümmungsmaßes auf 
Qi und Qi^ angedeutet sind. Durch Division dieser beiden Formeln 
und durch den Grenzübergang «—>- oo folgt bei Beachtung von 
(*) und (**) 

L i m X ( 0 J = K[0). 
n —>- oo 

Da man das Flächenstück 0 von g beliebig klein wählen kann, 
und da K auf g^ und auf g stetig vorausgesetzt ist, so ist hierin 
die Richtigkeit der zuvor aufgestellten Behauptung über die Kon­
vergenz der Krümmungsmaße enthalten. 

Nähern wir nun den Körper S, der aus einem konvexen Kör­
per S durch die Konstruktion von SCHWAEZ hervorgeht, durch eine 
Folge von Körpern S^, Sg, S3 . . . an, die aus S durch aufeinander­
folgende Symmetrisierungen entstehen (S. 86), so gilt für die zu­
gehörigen Kleinstwerte der Krümmungsmaße nach V (S. 124). 

A' — A ' — A' — A ' = ' • 
und nach dem eben bewiesenen Firgebnis 

— ^ Lim 
A^ II—^-oo ÄJ 

Aus beiden Beziehungen folgt aber 

A^ ~ 1^ 
und das ist der Inhalt des zweiten Punktes der auf S. 120 unten 
aufgestellten Behauptungen, die nun sämtlich als richtig erkannt sind. 
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VII. Vorbereitungen zum Beweise für Drehflächen. 

Es ist bisher Folgendes bewiesen: Eine stetig gekrümmte kon­
vexe Fläche mit dem Durchmesser B, die (Ä) der Krümmungs­
beschränkung K ^ 1: A^ genügt und (B) eine Kugel vom Halb­
messer R enthält, kann man durch Anwendung der Konstruktion 
von SCHWAEZ in eine stetig gekrümmte konvexe Drehfläche mit dem 
gleichen Durchmesser B überführen, die denselben beiden Voraus­
setzungen (Ä) und (B) genügt, und zwar so, daß die beiden Punkte P, Q 
der Drehfläche, die auf der Drehachse liegen, die Entfernung B 
haben. 

Wir können nun noch weiter die gefundene Drehfläche an der 
Symmetrieebene der Strecke PQ symmetrisieren, wobei sich nach 
III. (S. 121) der Durchmesser B nicht ändert und auch die beiden 
Voraussetzungen (Ä) (nach V. S. 125) und (B) (vergl. die Schluß­
weise am Ende von II. S. 121) erhalten bleiben. 

Um bei vorgegebenen A und R die obere Grenze für den Burch­
messer B zu ermitteln, brauchen wir also unser Augenmerk nur auf 
konvexe Brehflächen zu richten, die zu ihrer „Äquatorebene''' symmetrisch 
liegen und deren „Pole" P und Q die Entfernung B besitzen. 

Da eine solche Fläche g eine Kugel vom Halbmesser R enthält 
und zum Mittelpunkt M der Strecke PQ symmetrisch ist, so enthält 
sie auch die Kugel, die man durch Spiegelung der ersten an M erhält. 
Deshalb liegt auch die Kugel um M mit dem Halbmesser R in g, 

-da sie in der konvexen Hülle beider zu M symmetrischer Kugeln 
enthalten ist. Wir haben somit 

PQ = B^2R 

und für den Halbmesser Rg des Äquatorkreises von g gilt ebenso 

Rg^R. 
Anderseits können die Größen 1: A^ und R nicht völlig unab­

hängig voneinander vorgeschrieben werden, sondern es ist stets 

A-^R 
zu nehmen. Wählen wir nämlich die Drehachse zur z-Achse, die 
lotrecht nach oben gerichtet sein möge, und bezeichnen wir die 
Richtungskosinus der äußeren Flächennormalen in einem Punkte 
von g mit X, 7, Z, feriier mit dF das Flächen element von g und 
mit dF das Flächenelement des sphärischen Bildes von g, so ist 

^^.dF^^Z.clF 

Das zweite Integral stellt offenbar den Flächeninhalt der Projektion 
BLASCHKE, Kreis und Kugel. 9 
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des Flächenstücks von g, über das integriert wird, auf die Äquator­
ebene dar. Erstrecken wir also das erste Integral über die „obere" 
Halbkugel § , so finden wir den Inhalt nRg^ des Äquatorkreises 

j~dF= 71 Rg^ 

Aus 

findet sich aber 
A ; 

f~ • dF ^ A^fz •dF=%A-' 

und wir haben also 
nA^ >z 71R, 

0 

oder wegen A "^ 0, Rg y^ 0 in der Tat 

A^Rg^R. 

VIII. Spindelförmige Drehflächen konstanten Krümmungsmaßes. 

Für A > Rg gibt es eine spindelförmige Drehfläche vom kon­
stanten Krümmungsmaß A = 1: A% die durch Umdrehung der Meri­
diankurve 

CT 

(1) x = RgCOsa, 2/= 0, z ^^yA^-Rg^ain^a- da 

um die z-Achse entsteht (Figur 24). Dabei ist ff der Bogenlänge 
des Meridians proportional. Diese Drehfläche go ist konvex und 
stetig gekrümmt, außer an den Schnittpunkten Pg, Qg mit der Dreh­
achse, wo sie Spitzen hat. In allen anderen Punkten hat ihr 
Krümmungsmaß den Wert 1:A^.^ Für A = Rg wird gg zur Kugel 
mit dem Halbmesser Rg. 

Wir behaupten nun: 

Eine konvexe und stetig gekrümmte zu ihrer Äquatorebene .«ym-
metrische Brehfläche g , auf der das Krümmungsmaß der Ungleichheit 

^ Man findet diese Drehflächen konstanten Krümmungsmaßes in allen 
Lehrbüchern der Difierentialgeometrie behandelt. Man vgl. z. B. G. SOHEFFEES, 
Theorie der Flächen, 2. Aufl., Leipzig 1913 auf S. 139, 140. 
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genügt, ist stets enthalten in der Brehfläche %g vom konstanten Krüm­
mungsmaß 1:A^, die mit g den Äquatorkreis gemein hat. 

Fig. 24. 

Zum Beweise nehmen wir die Drehachse als z-Achse und die 
Äquatorebene zur ar^z-Ebene. Wir betrachten die Kurvenbogen der 
Meridiankurven ^g und S von %g und g in der Viertelebene 

x S O , y = 0, z ^ O 

und geben sie in Parameterdarstellung 

= ^o(-^)> 3/ = o , - = ^o(^); 
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wobei der Parameter r den Winkel zwischen der positiven z-Ächse 
und der Kurventangente bedeuten soll (vgl. Fig. 25). 

Zu beweisen ist dann, daß der Bogen E innerhalb ©o liegt-
Zunächst soll gezeigt werden, daß stets 

Xo[r) ^ x[r) 
Dazu beachten wir, daß die Grundrisse der Zonen der Dreh­

flächen gg und g, die durch Um­
drehung der Teilbogen von ©g und 
® entstehen, die den Parameter­
werten von 0 bis r entsprechen, 
folgende Flächeninhalte haben 

Z 

ist. 

%\R. 

X[T)'] = J - " 

dF. 

dF, 

Fig. 25. 

1 

7l{Rg „ , „ , , - , ^ 

wenn wir dieselbe Bezeichnung an­
wenden wie in VII. und die Inte­
grale über die zugehörige Zone des 
sphärischen Bildes erstrecken. Aus 
der Voraussetzung 

1 = ^ 2 > . 
— K 

7t{Rg'-Xg[Tf}^7t{Rg' x[rf 
ergibt sich aber 

oder in der Tat 
^o(^) ^ ^('^)-

Hieraus kann man aber für die entsprechenden Ki'ümmungs-
halbmesser Qg und Q von ®o i™*̂  ® schließen, daß stets 

Qa (^) ^ Q (^) 

ist. Die Hauptkrümmungshalbmesser der Drehflächen sind nämlich 
einerseits gleich den Krümmungshalbmessern Q ihrer Meridiankurven, 
anderseits den Abschnitten v auf deren Normalen bis zur Drehachse 
hin (vgh Fig. 25). ̂  Wir haben somit 

A^ = ^ = ?O(T)-^O(^)» 

— = O[T)-V{T). 

Dabei ist 

•^0 (•^) = 
«0 W J / (T) = 

X{T) 

' Man sehe etwa wieder das Lehrbuch von SCHEFFEES S . 138. 



§ 25, IX. Ergebnisse. 133 

Aus der Voraussetzung 

- ^ ^ - Y ^^^^ ? O ( T ) - « ' O ( T ) ^ P ( T ) - I / ( T ) 

und der bewiesenen Beziehung 

XQ [t) ^ X (T) oder Vg (r) ^ v [r) 

folgt somit durch Division die gewünschte Ungleichheit 

PO(T) S ?(I^)-

Hieraus ergibt sich aber (genau so wie der Satz von § 24, II. 
auf S. 115) aus der Formel (2) von S. 116 die Richtigkeit der Behaup­
tung, daß ® innerhalb ®o und daher g in gj liegt. 

IX. Ergebnisse. 

Zwischen der Entfernung Bg der Pole P, Q einer spindel­
förmigen Drehfläche go vom konstanten Krümmungsmaß 1: A^ und 
dem Halbmesser Rg [Rg < A) ihres Äquatorkreises besteht nach den 
Formeln (1) von S. 130 die Beziehung 

51/2 

(2) A = 2 1 -^A^ - RJsin^a- der. 0 

0 

Liegt nun die stetig gekrümmte konvexe Drehfläche g, die mit 
g„ den Äquator gemein hat, in go, so ist ihr Durchmesser 2) sicher 
kleiner als der von gj 

H < Bg, 

da g wegen der stetigen Krümmung die Spitzen P und Q von go 
nicht enthalten kann. Wohl aber kann man diesen Spitzen beliebig 
nahe kommen und daher ist Bg die obere Grenze der B. 

Wir hatten innerhalb g eine Kugel mit dem Halbmesser R, 
die zu g konzentrisch war [B ^ Rg). Bemerkt man, daß unser 
Integral in (2) eine monoton abnehmende Funktion von Rg ist, wie 
man durch Differentiation nach Rg sofort sieht, so folgt aus 

ir/2 

B < 2 NA^ - Rg^sin^a da 
0 

wegen Rg^R um so mehr 
Ttß 

(3) B <2 NA^ - R^ sin^ a • d a. 
0 

Nach unseren Ergebnissen gilt diese Formel aber allgemein, auch 
für Nicht-Drehflächen. Wir finden also: 
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Ist g eine stetig gekrümmte konvexe Fläche, auf der das Krum-
mungsmaß K der Bedingung 

— ^ 2 

genügt und die eine Kugel vom Halbmesser R[<i A) enthält, «fl gilt 
für ihren Burchmesser B die Ungleichheit 

B <2 NA'^ - R^ sin^ a • da.^ 
0 

Man kamt dieser oberen Grenze für B beliebig nahe kommen, indem 
man an einer spindelförmigen Brehfläche vom konstanten Krümmungs­
maß 1: A? mit R als Halbmesser des Äquator kr eises die beiden Spitzen 
abrundet. 

Wir haben früher gezeigt (S. 130), daß R notwendig ^ A ge­
nommen werden muß. Man kann dieses Ergebnis leicht dahin er­
gänzen, daß nur dann R = A ist, wenn g Kugelgestalt hat. Ent­
hält g die Kugel vom Halbmesser A, so muß der Flächeninhal t 
jedes Normalrisses von g notwendig '^ TCA^ sein. Da das Krüm­
mungsmaß von g überall ^ 1 :A^ ist, muß derselbe Flächeninhalt 
nach der Überlegung von S. 129, 130 auch ^ 71A^ sein. E s bleibt also 
nur die Möglichkeit = 7t A"- offen und g kann außerhalb der Kugel 
vom Halbmesser A keinen Punkt enthalten, da es sonst Normalrisse 
von g > 5r ̂ ^ gäbe, g fällt also mit dieser Kugel zusammen. 

Enthält eine konvexe Fläche g, deren Krümmungsmaß durchweg 
^ 1: Ä^ ist, eine Kugel vom Halbmesser A, so fällt g notwendig mit 
dieser Kugel zusammen. 

X. Ein Satz von 0. B o n n e t . 

Wie wir schon bemerkt haben, is t die Funkt ion 
3r/2 

fr^ VA^'-R^ain^a-da 
0 

in R monoton abnehmend im Intervall 0 ^ P ^ ^ . Wir vergrößern 
also den Ausdruck, wenn wir Ä = 0 setzen. Auf diese Art folgt 
aus der Ungleichheit (3) die einfachere 

(4) B<7tA. 

Ist das Krümmungsmaß in allen Punkten einer konvexen Fläche 
^ 1 • A^, so ist die Entfernung zweier Punkte der Fläche immer <^ n A. 

' Tafeln für diese vollständigen elliptischen Integrale findet man in den 
Funktionentafeln von E. JAHNZB und F. EMDE, Leipzig u. Berlin 1909, S. 68. 
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Diese Ungleichheit, die hier als Sonderfall aus einer allgemei­
neren Ungleichheit erschlossen wurde, ist schon im Jahre 1855 von 
0. BoNNBT angegeben worden.^ Man wird sie noch dahin ergänzen, 
daß die Entfernung zweier Punkte dieser oberen Grenze n; A beliebig 
nahe kommen kann, wie man an genügend dünnen [Rg genügend 
klein) Drehflächen von der konstanten Krümmung 1: A^ sehen kann, 
deren Spitzen man sich abgerundet denken möge.^ Denn mit ab­
nehmendem Rg y 0 nähert sich die Entfernung Bg der Spitzen 

Bg = 2fyA^-Rg^sin^ada 
0 

dem Wert 71A. 
Wir wollen hier in Kürze die geistvolle Art auseinandersetzen, 

durch die BONNET ZU seinem Ergebnis gekommen ist, obwohl dabei 
Hilfsmittel der Variationsrechnung benutzt werden, die wir sonst 
nicht als bekannt voraussetzen wollen. 

Es sei ® eine geodätische Linie auf einer konvexen Fläche g, 
P ein Punkt von ® und 5 die Bogenlänge auf @ von P aus gezählt. 
Dann besagt die Bedingung von JACOBI, daß ® zwischen zwei Punkten 
P und Q nur dann möglicherweise eine kürzeste Verbindung auf g 
ergeben kann, wenn Q nicht jenseits des zu P „konjugierten" Punk­
tes P* liegt, in dem ® zum erstenmal die Einhüllende der geo­
dätischen Linien durch P berührt. Diesen konjugierten Punkt, d. h. 
den zugehörigen Wert von s, findet man, wenn man eine Lösung p [s) 
der Differentialgleichung 

^ - - K [ s ) . p 

herstellt, die für .? = 0 verschwindet. Die nächste NuUstelle von p 
entspricht dann dem konjugierten Punkt P*. Dabei bedeutet K[s) 
das Krümmungsmaß von g in dem Punkte von ®, der dem Para­
meterwert s zugehört. Aus K ^ 1: A^ kann man nach einem be­
rühmten Satz von J. 0. F. STTJEM schließen, daß die Nullstellen der 
JACOBI sehen Differentialgleichung näher aneinanderliegen als die der 
Gleichung 

d'^p p 
~dl^ ~~ I ^ ' 

daß also die geodätische Entfernung s von P und P* ^ 71A ist.^ 

1 Paris, Comptes Rendus 40 (1855) S. 1311—1813. Man vgl. auch 
G. DAEBOUX, Theorie generale des surfaces. Bd. III, S. 103. 

ä Diese Bemerkung dürfte zuerst von F. HATJSDOEEI' gemacht worden sein. 
ä Man kommt unmittelbar auf diesen Satz von STTJEM, wenn man die 

Differentialgleichungen mechanisch als Schwingungsgleichungen deutet; dann 
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Weiß man nun, daß es stets eine allerkürzeste Verbindung zwischen 
zwei Punkten auf g gibt und daß diese eine geodätische Linie ist, so 
schließt man,' daß die geodätische Distanz irgend zweier Punkte von 
g stets ^7iA und daher ihre räumliche Entfernung < 7t A ist. 

Die hervorgehobene Lücke in der Schlußweise von BONNET, 

nämlich der fehlende Existenzbeweis wurde erst ausgefüllt durch 
die Existenzsätze, die D. HILBEET in die Variationsrechnung ein­
geführt hat. 

§ 26. Andere Krümmungsbeschränkungen. 

I. Problemstellung und Zurückführung auf Drehflächen, 

Der im vorigen Abschnitt gestellten und gelösten Aufgabe 
läßt sich eine ganz ähnliche, ihr in gewissem Sinne dual ent­
sprechende^ gegenüberstellen und mit den entsprechenden, noch 
etwas vereinfachten Hilfsmitteln behandeln, nämlich die folgende: 
Von einer stetig gekrümmten konvexen Fläche g sei bekannt: (A) das 
GAussische Krümmungsmaß in allen Punkten von g erfülle eine Be­
dingung 

und (B), es sei g in einer Kugel vom Halbmesser S enthalten. Ge­
sucht wird die untere Grenze für den Abstand paralleler Tangential­
ebenen von g. 

Wir wollen das Minimum rfer Entfernung paralleler Tangential­
ebenen einer konvexen Fläche g als ihre „Bicke" bezeichnen und 
haben dann die Aufgabe vor uns, die untere Grenze für die Dicke 
bei allen Flächen g zu ermitteln, die den Voraussetzungen (A) und (B) 
genügen. 

Geben wir im Folgenden den Gedankengang für die Lösung des 
Problems! An Stelle der Konstruktion von 'SCHWAEZ tritt als 
rettender Engel hier ein ganz entsprechendes Verfahren, das g in 
eine konvexe Drehfläche verwandelt, die wieder die Voraussetzungen 
[k) und (B) erfüllt. Dieses Verfahren kann man am einfachsten 
mittels der Stützfunktion von g (vgl. S. 55) beschreiben. Wir denken 
uns den Koordinatenanfang M im Innern von g gelegen und bilden 
g durch parallele (äußere) Normalen ab auf die Einheitskugel um M. 
Dieses sphärische Bild von g überdecken wir mit der positiven Stütz­
besagt der Satz nur die triviale Tatsache, daß sich die Schwingungen bei zu­
nehmender Kraft verschnellern. 

" Man vergl. den auf S. 119 genannten Vortrag des Verfassers. 
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funktion H, die die Entfernung der Tangentialebenen der Fläche g 
von M darstellt und setzen H an als Funktion der geographischen 
Länge cp und der Breite '^p auf der Kugel. Dabei stellen- wir die 
Achse a des Polarkoordinatensystems so, daß sie senkrecht steht auf 
dem Paar (oder, wenn es deren mehrere gibt, auf einem Paar) von 
Tangentialebenen von g, deren Abstand gleich der Dicke von g ist. 
Wir bilden dann die Funktion 

IP[^)='^^jH[cp,'^)d,p. 

Diese ist ebenfalls Stützfunktion einer konvexen Fläche g, und' 
zwar einer Drehfläche mit a als Drehachse. 

Unter Verwendung eines von P. FUNK^ in der Theorie der Kugel­
funktionen eingeführten Ausdrucks wollen wir die Konstruktion, die 
von g zu 5 führt, das duale Gegenstück der Konstruktion von SCHWAEZ, 

als die Versteifung von g bezeichnen. Wenn wir zeigen, daß die 
so gefundene versteifte Fläche g wirklich den Bedingungen (Ä) und (B) 
genügt, so brauchen wir unser Augenmerk nur mehr auf Drehflächen 
zu richten, was (analytisch ausgedrückt) bedeutet, daß es sich in 
unserer Minimumaufgabe nicht mehr um unbekannte Funktionen 
zweier Veränderlicher, sondern nur mehr um solche von einer Ver­
änderlichen handelt. 

II. Eigenschaften der Versteifung. 

Für die versteifte Fläche g haben wir nun entsprechend den 
vier Punkten von § 25, II. S. 120 Folgendes zu erweisen: 

/ . 5 ist wieder konvex und stetig gekrümmt. 
2. Bas Krümmungsmaß auf % erfüllt wieder die Bedingung 

K^ 1:B\ 
3. g liegt wieder in einer Kugel vom Halbmesser S. 
4. Bie Bicke von % ist gleich der von g . 
Zu Ptmkt 1 haben wir zu zeigen, daß die Krümmungshalb­

messer des Meridians von g positiv sind. Man findet nach der 
Formel (1) von S. 115 

H + —-^ = -— {II 4- -T—nr} dcp. 

Der Ausdruck in der Klammer bedeutet aber den Krümmungshalb­
messer der Kurve, die bei festgehaltenem cp durch die Stützgeraden­
funktion H[cp, Ip) dargestellt wird und diese ist als Umriß von g 

1 Mathem. Annalen 77 (1916), S. 137. 
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für eine Projektion parallel zur Äquatorebene konvex. Wir haben 
also: 

PP + ^ > 0 

und daher in der Tat auch 

dyj^ ' 

w. z. b. w. 
Den zweiten Punkt sparen wir uns als schwierigsten wieder bis 

zuletzt auf. 3. Erledigt sich sofort durch die folgenden Betrach­
tungen: Erstens, wenn von zwei konvexen Flächen g und ® die eine 
in der anderen liegt (g < ®), so gilt dasselbe für die durch Ver­
steifung an derselben Achse hervorgehenden Flächen g < @. Zwei­
tens, durch Versteifung einer Kugel ® erhält man eine gleichgroße 
Kugel d . 

Zu 4. beweisen wir zunächst: Geht eine Fläche g durch Ver­
steifung aus einer Fläche g hervor, so besteht zwischen den zugehörigen 
Bicken stets die Beziehung A ^ A. Ist nämlich 

Ä=H[^g)-^H['llJg + 7t), 
SO haben wir 

+ -1. 

/ = .±-J{E[cp, xp) + H[cp, ,p -f 7c)}dcp 

und da alle Klammerausdrücke S A sind, so folgt das gewünschte 
Ergebnis A ^ A. Anderseits haben wir in unserem Falle die 
Drehachse a senkrecht gewählt zu den beiden Tangentialebenen von 
g mit dem Minimalabstand A. Diese sind offenbar auch Tangen­
tialebenen von 5 und daher ist auch A ^ A. Es bleibt also nur 
mehr die Möglichkeit Ä = A übrig.^ 

ni . Differentialgeometrie der Stützfunktion. 
Um nun auch noch den allein ausständigen Punkt Zwei unseres 

Programms zu erledigen, kann man in Analogie zu den Untersuchungen 
des vorigen Abschnitts (§ 25) so verfahren, daß man die Versteifung 

• Nebenbei bemerkt, erschließt man hieraus leicht die Eichtigkeit eines 
Satzes, den man als duales Gegenstück zum Satz von BIEBEEBACH (S. 123) anzu­
sehen hat: Unter allen konvexen Flächen von der Dioke A haben die von kon­
stantem Abstand paralleler Tangentialebenen das kleinste Integral der mittleren 
Krümmung. Es sind das MINKOWSKIS „Flächen konstanter Breite", auf die wir 
im Anhang (S. 150) noch zurückkommen. Sie sind dadurch gekennzeichnet, 
daß bei ihnen Durchmesser und Dicke zusammenfallen: D = J. 
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herleitet durch unbegrenzte Wiederholung der Symmetrisierung, die 
wir in § 22, VIL, S. 103 eingeführt haben. 

Wir wollen, um möglichst übersichtliche Formeln zu erhalten, 
die Stützfunktion H[cp, ip) von den Polarkoordinaten cp, ip auf recht­
winklige Koordinaten a, ß, y bringen, die mit cp, ip so zusammen­
hängen : 

a = cos cp cos Ip, ß = sin rp COS Ip, y^simp. 

Da zwischen cc, ß, y die Gleichung besteht 

(1) « 2 + / 5 2 - 1 - / ^ = 1 , 
können wir von der neuen Stützfunktion H [cc, ß, y) die Homogenitäts-
eigenschaft voraussetzen 
(2) H[l.a, Iß, ly) = lE[u,ß,y) 

für alle 1 > 0. Daraus ergibt sich in bekannter Weise durch Diffe­
rentiation nach l zwischen den partiellen Ableitungen von H die 
Identität 
(3) aH^-\-ßH, + yH^ = H 

und daraus durch partielle Ableitung nach u, ß und y für die 
zweiten Ableitungen von H 

, aH^^ + ßH„i, + yH^^^Q, 

(4) aE^^ + ßH^^-VyH^, = Q, 

\ aH^^ + ßH^,+yH^^^Q. 

Dabei ist z. B. für 
8H rj . 8-'E jj -^— = H und ^—jr-ö- = i i » g a ° 8 a 8 p "P 

geschrieben. 
Die Gleichung der Tangentialebene mit der äußeren Normalen­

richtung ß, ß, y an die von der Stützfunktion H dargestellte kon­
vexe Fläche g in der „Normalform" von L. 0. HESSE lautet 
(5) ax + ßy + yz=^E 
und für den Berührungspunkt x, y, z gilt überdies die Formel, die 
daraus durch Differentiation folgt 

[x - HJdcc + [y- Hß)dß + (z - H^)dy = 0 

für alle da, dß, dy, die der Bedingung genügen 

ccdcc-{- ß dß-]-y dy = 0, 

die sich aus (1) durch Differentiation ergibt. Wir haben somit 

x-H^=:fMa, y-H^==!xß, z-H^^p-y 

und aus (3) und (5) folgt /x = 0. 
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Für die Berührungspunktkoordinaten finden sich somit die ein­
fachen Ausdrücke 

(6) PP, 
a' 

H, H. ß' —y 

Es sei nun R ein Hauptkrümmungshalbmesser von g, also die 
Koordinaten des entsprechenden Krümmungsmittelpunktes 

H -Rcc, H'- Ri S=H-Ry. 

Schreiten wir längs der zugehörigen Krümmungslinie von g vor­
wärts, so muß nach der Definition der Krümmungslinien die Rich­
tung (f I, d7], d^ in die Normalenrichtung a, ß, y fallen. Das gibt 
die Formeln 

E^^da-\-H^ßdß + H^^dy-Rda = la, 

H^Jcx ^ H^^dß ^ H^^dy - Rdß = Xß, 

PPya d<' + Plyß dß + B^^dy - R dy ^ ly. 

ccdcc-\- ß dß-\-y dy 0. 

Daraus folgt durch Eliminieren von dcc, dß, dy und l für R die 
quadratische Gleichung 

(7) 

' - R , 

ßa 

II 
ya 
a 

PP H 
aß Hßß- R, 

PP R 
Yß ß 

^ . . 

^ßY 

PPyy - Pi, 

y 

cc 

ß 
Y 
0 

= 0. 

Entwickelt man diese Determinante nach Potenzen von R, so erhält 
man nach einem Vorzeichenwechsel einen Ausdruck von der Form 

R^ - [R^-\-R^)R + R^ R^ = 0 . 

Darin sehen die beiden Koeffizienten so aus: 

H„ H, H_.. cc 

(8) - ^ 1 ^ 2 = • 

H, 
ßa 

H, H ßY 

H 
ya 

CC 

H Yß II 
ß 

ß 7' 0 I 
und nach einer kleinen Umformung mittels der Formeln (4) 

(9) A + A = Ä;. + i^,, + /^,,. 
Die Formel (8) für den reziproken Wert Pj R.^ des GAUSS ischen 

Krümmungsmaßes K von g wollen wir auch noch ein wenig anders 
schreiben. Bezeichnen wir die algebraischen Komplemente der Ele­
mente in der Matrix 
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so könn 

II 
aa 

PPR 
ßa 

H 
ya 

en wir 

Das Krümmungsmaß beim Versteifen. 

PPaB PP 
aß ay 

IL f. H, 
ßß ßr 

P^yß PPyy 
den Formeln 

^ a . ^aß 

™it a>^, a>^^ 

(4) entnehmen 

^aa _ <I>ßß fyy 
«» pfä j , - . 

_ 'P'ßY _ 0 
^^y a 

1>aß _ ._ 

Qi 
ay 

Qi 
^ßY 
Qi 

YY 
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) 

ß f f a u p 

Setzt man diese Werte für die algebraischen Komplemente in den 
Ausdruck (8) ein, nachdem man ihn als quadratische Form in «, ß, y 
entwickelt hat, so finden wir R^ R^ = X. Es ist also z. B. 

(10) 

i?,i? = ^ ' ' ^ ^ ^ ^ / . 
a'-

yy a a 

ß' 
SaaHßß-

^A 

^ . ^ A 

Oder es ist allgemeiner 

(11) 

H 
aa 

^ß^ 

^ . . 
a 

H aß H 

H, H •ßY 

H Yß H. 
= [au + bß + cy^'-R.^R^ 

identisch für alle Werte von a, b und c. 

IV. Verhalten des Krümmungsmaßes bei der Versteifung. 

Überträgt man, was keine Schwierigkeiten bietet, den Begriff 
der konvexen Funktion auf drei Veränderliche, so sieht man, daß 
die positive Wurzel 

y?-1 - s' 

(nach oben) konvex ist im Gebiet r^ — ŝ  > 0. Genau dasselbe Er­
gebnis nur etwas anders ausgedrückt wurde auch schon in § 25, 
V., S. 125 oben hergeleitet. Aus den Formeln (10) folgt daher, 

bei festgehaltenen u, ß, y in H konvex ist: d. h. es ist 

U[[l - &)H'-''^ + &IF''} ^ (1 - T9-) U[IU<>^) 4- .9- f/(iT'i') 
für 

0 < r9- < 1. 
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In U hat man also ein Beispiel eines konvexen Bifferentiationsprozesses. 
Setzen wir insbesondere 

i?'»' = H[^a,ß,y), H^^^ = H[-oc, ß, y) 
^ = 1 , 

so erhalten wir die schon auf S. 103 betrachtete Symmetrisierung 
an der Ebene x = 0 und finden also, daß sich bei dieser das Mini­
mum von U = yp^ R^ nicht verkleinert und demnach die Bedingung 
-̂ 1 -̂ 2 — -^^ aufrecht erhalten bleibt. Symmetrisieren wir noch nach­
träglich an einer Ebene x cos ô  — 3/ sin w = 0 [OD irrationales Viel­
faches von JT) und dann wieder an x = 0 usf. abwechselnd, so 
kommen wir durch Grenzübergang zur Versteifung (vergl. § 21). Für 
die so gefundene versteifte Fläche gilt daher nach § 25, VI S. 126 
ebenfalls R^ R^ s 'B\ 

Daraus ergibt sich das gewünschte Ergebnis: 
Bas Minimum von R.^ R^ auf der versteiften Fläche 5 ""̂  größer 

(nicht kleiner) als das entsprechende Minimum auf der ursprünglichen 
Fläche g. Oder: Bas Maximum des Krümmungsmaßes auf g ist 
nicht größer als das auf g. 

Die Bedingung 

^ ^ W 
bleibt also bei der Versteifung erhalten. 

Bemerken wir schließlich auch noch, daß wir der Drehfläche g, 
ohne die Voraussetzungen (A) und (B) (S. 136) zu verletzen, eine zur 
Drehachse senkrechte Symmetrieebene und damit einen Mittelpunkt 
geben können, indem wir die Fläche g mit der zur Äquatorialebene 
symmetrischen linear kombinieren 

iA[+ip)-\-iH[-ip). 

V. Käseförmige Drehflächen konstanten Krümmungsmaßes. 
Dreht man die Kurve 

X = -^Rg^-B'ain^ip, y = 0, 

r = J yÄ„2 _ ^2 sin2 ^dip- [Rg^ - B^) f '^'^ 
]/ÄO' - ß'' sin*'' w ' 

u 0 ' ^ 

- y ^ V ^ g + y 
um die z-Ächse, so beschreibt sie eine Fläche vom konstanten 
Krümmungsmaß K = 1:B%' die, wenn man sie durch Hinzufügung 

' Man vgl. ^. B. wieder SCHEPFEES, Flächentheorie, _S. 139 ff. und die 
Formeltafeln von JAHNKE, EMDE, S. 46 if. 



§ 26, V. Käseförmige Drehfläohen konstanten Krümmungsmaßes. 143 

zweier Kreisscheiben vom Halbmesser ^Rg'^ — B^ zu einer geschlos­
senen konvexen Fläche erweitert, einen konvexen Körper begrenzt, 
der etwa die Form eines Harzer Käses hat (Figur 26). Der Para­
meter Ip bedeutet dabei wieder den Winkel der Flächennormalen 
mit der Äquatorebene. Wir wollen daher diese Drehflächen kon­
stanten Krümmungsmaßes „käseförmig" nennen zum Unterschied von 

Fig. 26. 

den zuvor betrachteten spindelförmigen. Der Abstand der beiden 
kreisförmigen Basen, das ist die Dicke des Käses, ergibt sich 

Ag = Ag[B, Rg) = 2 ^ ^ ^ : ^ ^ ^ ^ ^ ^ -2[Rg^ - ^ ^ ) / y = S f ^ • 
0 0 

Man kann leicht ohne Rechnung einsehen, daß die Funktion 
Ag [B, Rg) monoton abnehmend in Rg ist 

Ag[B, Rg) > Ag[Bg Bg) 
für 

0<Rg<Rg. 
Es ist nämlich für die zugehörigen Meridiankurven 

x[ip) = ifRg'-B^sin^ipK x[ip) = yRg^-B^sin'ip 

und da für die entsf)rechenden Krümmungshalbmesser der Meridian­

kurven die Gleichung gilt 
ji. ^ ji s ^ ^SvL . o[ip) = - ^ • ö[ip), 

1 2 cos tp ^ ^r/ coaip 
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so folgt 
Q[ip)>^[ip) 

und daraus für 
+ ,-r/2 + si/2 

Ag = I () [ip) COS Ip d Ip, Ag = j ^ [ip) cos Ip d Ip 
-Ttß _ - nß 

wie wir zeigen wollten (vergL S. 132). 
Man zeigt nun ganz ähnlich wie in § 25, VIII, S. 130 ff. die Richtig­

keit folgender Behauptung: Eine stetig gekrümmte konvexe Brehfläche 
mit einem Mittelpunkt, auf der das Krümmungsmaß ^1:B^ ist, enthält 
stets die käseförmige Brehfläche vom konstanten Krümmungsmaß 1:B^, 
die denselben Äquatorkreis hat. 

Daraus ergibt sich zwischen der Dicke A und dem Halbmesser 
des Äquatorkreises die Ungleichheit 

A>Ag[B,Rg) 

und wegen der Monotonie von Ag um so mehr 
A>Ag[B,S), 

wo S '^ Rg den Halbmesser einer umschriebenen Kugel bedeutet. 
Nach dem Früheren aber gilt diese Beziehung nicht bloß für 

Drehflächen, sondern allgemein: 
Zwischen der Bicke A und dem Halbmesser S einer umschriebenen 

Kugel besieht für eine stetig gekrümmte konvexe Fläche, deren Krüm­
mungsmaß ^ 1:B^ ist, die Ungleichheit 

=r;2 .-1/2 

A>2 fVS^-~B^sin\pdip -2[S'- B^) f ^"^ 
0 0 ' ^ 

Man kommt dabei der Gleichheit beliebig nahe, wenn die Fläche sich 
einer käseförmigen Brehfläche vom konstanten Krümmungsmaß 1:B^ 
nähert. 

Die Notwendigkeit von S ^ B ( = nur für die Kugel) beweist 
man genau analog wie die frühere entsprechende Ungleichheit R ^A 
(S. 130 und 134). 

VI. Verhalten der mittleren Krümmung beim Versteifen. 
Nach IV verhielt sich das Produkt R.^ R^ der Hauptkrümmungs­

halbmesser bei linearer Kombination der Stützfunktionen als Quadrat 
der positiven konvexen Funktion U selbst konvex ^ 
R^ R^ \[l - ß-) £«» + d- 7fCD j ^[l-ß-).R^R^ (Z?(0)) j^-d-R^R^ (Z/<«). 

^ In den folgenden Formeln sind B^ E-. und (Ä, -F ÄJ nicht als Zahl­
zeichen, sondern als Differentialoperationen zu deuten. 
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Anderseits folgt sofort aus (9) S. 140, daß sich die Summe der 
Krümmungshalbmesser linear kombiniert 

[R^^R^)\[-i -&)H^^-\-ß^IP^^} 

= (1 - S-)[R^ + R,)[H'^) -F *(i2, -f i2,)(fi'i'). 

Demnach gelten für die „mittlere Bj-ümmung" 

î i 4- Äa _ _2 1 \_ _ /V 

die Abschätzungen 
Nin ,9-) H^> ^ ß ü ' i ' ) < (1 -^)(-gl + -g»)(g'°') + ^(-Bi + ig.) (g'») 
iv ;(_! v j, xt -I- V J i j : = (1-^9-) iJ, Ä2 (^<«) -f ^ i?i i?2 (S-O) 

1 (fl _ ,9-\ pm 4- ,9. fTCin > . ( l -^) i i ; ,Jg.(g"")-f^Aig.(g») 

Da die Funktionen von i)- auf der rechten Seite monoton sind, so 
haben wir das Ergebnis: 

Ä {̂(1 - &) H"^ + & H'^>} 
liegt zioischen 

N[H'") und Ä? (£<»). 
Insbesondere gilt dies für die Symmetrisierung von S. 103. Durch 

Wiederholung und Grenzübergang ergibt sich für die Versteifung: 
Genügt die mittlere Krümmung auf einer stetig gekrümmten kon­

vexen Fläche g den Ungleichheiten 

P = B, ^ B, — Q' 
so gelten dieselben Ungleichheiten auch auf jeder Brehfläche g, die aus 
g durch Versteifung erhalten wird. 

Dies kann man dazu verwenden, um die Aufgaben zu behandeln, 
die man aus den Problemen von S. 119 und 136 erhält, wenn man 
statt für das Krümmungsmaß für die mittlere Krümmung Be­
schränkungen einführt. 

BLASCHKE, Kreis und Kugel. 
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Ausblick auf weitere Untersuchungen 
über konvexe Körper. 

Ausgehend von den isoperimetrischen Eigenschaften von Kreis 
und Kugel sind wir naturgemäß zu den viel allgemeineren Gebilden 
„konvexer Bereich" und „konvexer Körper" geführt worden. Man 
darf vielleicht mit einiger Berechtigung die Behauptung wagen: Der 
Untersuchung dieser Gebilde kommt für die heutige geometrische 
Forschung eine ähnlich wichtige Rolle zu, wie sie einst, zur Zeit 
der Erfindung der projektiven Geometrie, andere Verallgemeine­
rungen von Kreis und Kugel eingenommen haben, nämlich die Kegel­
schnitte und die Flächen zweiter Ordnung. Es ist natürlich, daß 
man von einer geometrischen Figur um so mehr aussagen kann, je 
mehr kennzeichnende Eigenschaften der Figur man als bekannt 
voraussetzt. Deshalb ist es besonders merkwürdig, daß sich aus der 
schwachen Forderung der Konvexität eine solche Fülle schöner und 
tiefliegender Folgerungen ziehen läßt. 

Es wäre heute vielleicht schon an der Zeit, eine zusammen­
fassende Darstellung der bisherigen Ergebnisse aus der Theorie 
der konvexen Körper zu geben. Das liegt aber durchaus nicht im 
Plane dieses kleinen Buches. Indessen wird es möglicherweise 
manchem nicht unwillkommen sein, wenn jetzt zu guter Letzt noch 
ein kurzer Bericht angefügt wird über weitere hierher gehörige 
Einzeluntersuchungen. Dabei sollen mehrfach Mitteilungen von 
G. HEEGLOTZ verwertet werden. 

Konvexe Kurven und Flächen haben, wenn wir geradlinige Teile 
ausschließen, die Eigenschaft, von einer Geraden höchstens in zwei 
Punkten getroffen zu werden, sind also, wie man sich ausdrücken 
kann (im allgemeinen) nicht analytische Gebilde von „zweiter Ord­
nung", denen die Kegelschnitte und „Quadriken" als analytische Ge­
bilde zweiter Ordnung gegenüberstehen. In neuerer Zeit haben beson-
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ders zwei dänische Geometer, nämlich GH. S. JUEL und J. HJELMSLEV 

systematisch solche nicht analytische Gebilde auch von höherer 
Ordnung untersucht. In diese neue Art von Geometrie, die einer­
seits zwischen der Änalysis Situs und der projektiven Geometrie 
und anderseits zwischen der Änalysis Situs und der Elementar­
geometrie ein Zwischenglied bildet, gehört auch als erster und grund­
legender Teil die Geometrie des Konvexen. Dabei wird allerdings 
von den beiden dänischen Geometern das Hauptgewicht auf projek­
tive Eigenschaften der nicht analytischen Gebilde gelegt, während 
hier die im Sinne von FELIX KLEIN S „Erlanger Programm" ^ elementar­
geometrischen im Vordergrunde stehen. 

I. Flächeninhalte der Normalrisse eines konvexen Körpers. 

Wir setzen die geschlossene konvexe Begrenzungsfläche eines 
konvexen Körpers im folgenden der Kürze halber als regulär und 
analytisch mit von Null verschiedenem Krümmungsmaß voraus und 
sprechen in diesem Sinne kurz von einer „Eifläche". 

Wir wollen einen Zusammenhang herstellen einerseits zwischen 
den Flächeninhalten, anderseits zwischen den Umfangen aller Nor­
malrisse (senkrechten Projektionen) einer solchen Eifläche. 

Wir denken uns unsere Eifläche (£ durch parallele äußere Nor­
malen eineindeutig abgebildet auf die Einheitskugel und bezeichnen 
entsprechende Oberflächenelemente mit do und dco. Dann ist das 
GAussische Krümmungsmaß K von ©' erklärt durch 

, d Ol 

do==^-. 

Es sei, nun Q die Richtung der parallelen Projektionsstrahlen und 
mit demselben Buchstaben sei auch der Punkt der Einheitskugel 
bezeichnet, dessen Halbmesser (Radiusvektor) die Richtung Q hat. 
Dann ist der Flächeninhalt des Normalrisses von (S in der Richtung Q 
durch den Ausdruck gegeben 

/
^ ^ , , , r \ cos o er I , 

\cos(^a\ do^=^\]^-^dco^. 
Dabei ist die zweite Integration über alle Punkte a der Einheits­
kugel zu erstrecken. 

Wir wollen nun F^ als „Stützfunktion" (S. 55) auffassen, mdem 
wir zu einem festen Punkt zwei zur Richtung Q senkrechte Ebenen 
zeichnen, die von diesem festen Punkt beide die Entfernung F^ haben. 

1 Erlangen 1872. Abgedruckt in den Mathem. Annalen 43, 1893. 
10* 
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Dann, behaupten wir, umhüUen alle diese Ebenen eine neue Eifläche. 
Mit anderen Worten: 

Konstruiert man senkrecht zu den Erzeugenden jedes ® umschrie­
benen Zylinders zwei parallele Ebenen, deren Entfernung von einem 
festen Punkt gleich dem Flächeninhalt des Zylinderquerschnitts ist, so 
umhüllen alle diese Ebenen toieder eine Eifläche, und zwar eine Ei­
fläche, die den festen Punkt als Mittelpunkt hat. 

Das ergibt sich mittels der Integraldarstellung (I) der Stütz­
funktion F daraus, daß einerseits A^ > 0 ist und anderseits | cos Q a \ 
bei festem a Stützfunktion eines konvexen Körpers ist, nämlich der 
Strecke von der Richtung a und der Länge Zwei. Durch positive 
Linearkombination erhält man aber aus Stützfunktionen konvexer 
Körper wieder solche (S. 94). 

Man kann das auch so einsehen. Führt man die rechtwinkligen 
Koordinaten der Punkte Q, a auf der Einheitskugel ein, so kann 
man die Formel (I) auch schreiben: 

w, n s . r\ <^e<^a +ßeßa +rercY , 

Hier ist die Stützfunktion positiv homogen im ersten Grade in bezug 
auf die Koordinaten u , ßg, y , wie das bei MINKOWSKI stets an­
genommen ist, und man erkennt sofort die Richtigkeit der für diese 
Normierung gültigen Konvexitätsbedingung ̂  

F[a, + «„ ß, + ß„ /, + /,) ^ P[a„ ß„ y^) + F[a„ ß„ y^). 

Aus dem gefundenen Ergebnis ergibt sich u. a. sofort die Rich­
tigkeit einer von CAEATIÖIODORT vermutungsweise aufgestellten Be­
hauptung: Sind jp'j, F^, F^ die Flächeninhalte der Normalrisse eines 
konvexen Körpers in drei senkrechten Richtungen, so gilt für den In­
halt F irgend eines Normalrisses 

II. Umfange der Normalrisse eines konvexen Körpers. 

Machen wir in der Formel (I) die Hauptkrümmungshalbmesser 
R^, R^ im Punkte a einzeln sichtbar 

2F^=^\coafa\ • [R, R^)^. d co^ 

und wenden wir dieselbe Formel anstatt auf unsere Eifläche (£ auf die 

' MINKOWSKI, Ges. Werke, II, S. 231 f. Dieselbe Normierung der Stütz­
funktion wurde auch in diesem Buche auf S. 139 benutzt. 
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konvexe Parallelfläche im Abstand £ (nach außen) an, so ergibt sich 

2{F^^B^, + 7tB^]=J\ cos^ '^ l •[Ri + ^)J,R,+ E)^-dm^, 

wenn wir mit B^ den Umfang des Normalrisses bezeichnen. Die 
Vergleichung der Glieder erster Ordnung in e gibt das bemerkens­
werte Ergebnis 

(II) 2B^=j\coafa\- [R, + R,)^ dco^ 

Da .S^ -I- ^̂ 2 > 0 ist, folgt hieraus ein ganz entsprechender Satz 
wie aus (I): 

Errichtet man senkrecht auf die Erzeugenden jedes einer Ei­
fläche 6 umschriebenen Zylinders Ebenen, deren Entfernung von einem 
festen Punkt gleich dem Umfang des Zylinderquerschnitts ist, so um­
hüllen diese Ebenen eine Eifläche mit Mittelpunkt. 

Man bemerkt nebenbei sofort, daß die Überlegung, die von (I) 
nach (II) führt, sich sofort auf die Normalrisse eines konvexen Kör­
pers im n-dimensionalen [n ^ 2) Räume anwenden läßt. Unter den 
Integralzeichen treten die symmetrischen Grundfunktionen ^ der n 
Hauptkrümmungshalbmesser auf. 

Schließlich wollen wir die Formel (II) auch noch so schreiben, 
daß wir die Stützfunktion H von ® einführen. Dann wird (vergl. 
Formel (L) von S. 107) 

0 L.^JH^da, 

wo das Integral über die Bogenelemente da['^ 0) des Großkreises S^ 
der Einheitskugel zu erstrecken ist, dessen Ebene auf der Richtung Q 
senkrecht steht. Für iSj -f R.^ gilt die schon einmal benutzte For­
mel WEINGAETENS (vgl S. 110) 

B^ + R^ = 2H-^A^H. 
Wir finden also 

n 2jH^da=f\ cosfa\ '[2H^ A^H)^-dco^, 

eine auf anderem Wege* von G. HEEGLOTZ gefundene Formel, die 
später verwendet werden soll. 

^ Vergl. z. B. das Lehrbuch der Algebra von H. WEBEE, 1. Bd., Braun-
sehweig 1898, S. 156. 

' Nach GEBEN ist (vergl. DAEBOÜX III, S. 200) 

/("^ S -'̂  S)'̂ '̂  =/('"̂ ^ ̂  -'̂  ̂^ "̂ '̂'''' 
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Die Funktion L auf der Einheitskugel, die aus der Funkt ion I T 
auf dieser Kugel, durch Integifation längs der Großkreise S^ gewonnen 
wird, nennt man nach P. F U N K ^ das ,yKreisintegral" von H^. Unter 
Verwendung dieser Ausdrucksweise läßt sich das frühere Ergebnis 
so ausdrücken: 

Bas Kreisintegral der Stützfunktion einer Eiflüche ist wieder StütZr 
funktion einer Eifläche. 

III. M i n k o w s k i s Körper konstanter Breite.* 

Wir wollen nach MINKOWSKI eine Eifläche „von konstanter Breite" 
nennen, wenn je zwei parallele Tangentenebenen eine feste Ent ­
fernung B haben (vergl. die Anmerkung; auf S. 138). ' Nennen wir -|- a 
und — a zwei diametral gegenüberliegende Punkte der Einheitskugel, 
so gilt für die Stützfunktion einer Eifläche konstanter Breite die 
kennzeichnende Beziehung 

H^ +H_ = Z » . 
+ CT " —CT 

Wenden wir daher die Formel (*) für den Umfang (der Querschnitte) 
der umschriebenen Zylinder an, so^ sehen wir sofort, daß aus der 
Konstanz der Breite die Konstanz des Umfangs folgt 

B^ =fHJa =jHJa + J[B - H^^da = TtB. 
Mg 0 0 

MINKOWSKI hat aber bemerkt, daß auch die Umkehrung richtig ist, 
daß man sich somit so ausdrücken kann: 

Biß konvexen Körper konstanter Breite sind identisch mit denen 
konstanten Umfangs. 

Dazu ist also zu beweisen, daß aus 

j H^da —7tB [= konst.) 

folgt 

PP.,a+PP-a-P}-

wenn §g die Halbkugel mit dem Mittelpunkt y und n die äußere Normale von 
ßg bedeutet. Setzt man darin cp = H und yj = ncug + ßße + TYej ^o •̂ î̂ d 

dtp 
W « = 0 , 

' e dn 
j = - l , Atip = -2TP 

und da^ gibt in die Formel von GEBEN emgesetzt gerade die obige Gleichung (**). 
^ Flächen mit lauter geschlossenen geodätischen Linien, Mathem. Annalen 

74 (1913), hes. S. 284; Bearbeitung einer Göttinger Dissertation von 1911 
* Über die Körper konstanter Breite, Ges. W. II, S..277—279. 
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Wir wollen die Funktion H^ auf der Kugel in einen „geraden" Be­
standteil F , für den 

^ + „ - ! ' _ „ = 0 
T a — a 

und in einen „ungeraden" Bestandteil G^, für den 
G^^.{.G_^ = 0 

ist, zerlegen 
H^P^+ G. 

Dazu hat man zu setzen 
i?„ = ! ( / / + „ - ! - / / _ ) 

und 
G-'a = i (-2^+ CT — ^ - a) • 

Unsere Aufgabe ergibt für den geraden Teil P die Bedingung 

''F„da = 7iB P 
und wir haben daraus 2Fa = B herzuleiten. Führt man noch 

F - ^ = 0 a 
- ^ CT 9 ^ * ^ C T 

ein, so ist für die gerade Funktion 0g aus dem Verschwinden des 
Kreisintegrals 

f(D,da = 0 

das Verschwinden der Funktion zu erschließen. 
MINKOWSKI beweist das dadurch, daß er Qig nach Kugelfunk­

tionen entwickelt und indem er bemerkt, daß das Kreisintegral einer 
Kugelfunktion gerader Ordnung sich von der Funktion selbst nur 
um einem konstanten Faktor unterscheidet.^ FUNK erreicht das­
selbe Ziel auch ohne Reihenentwicklung auf elementarem Wege.* 

Es sei erwähnt, daß es über das zweidimensionale Analogen 
der Eiflächen konstanter Breite, nämlich über die konvexen Kurven 
konstanter Breite, eine ausgedehnte Literatur gibt, die bis auf 
L. EuLBE zurückgeht und mit dem sogenannten „Nadelproblem" der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung zusammenhängt.^ 

IV. Körper konstanter Helligkeit. 
Es liegt der Gedanke nahe, die Fragestellung MINKOWSKIS etwas 

abzuändern und nach allen Eiflächen zu fragen, für die die Quer-

' Vgl. Formel (0) in der Anmerkung auf S. 155. 
' Mathem. Annalen 74, S. 286. 
" Zitate findet man in den Mathem. Annalen 76 (1915), S. 504. Das 

Nadelproblem heißt nach seinem Erfinder auch „Aufgabe von G. BOTFON". 
Vgl. A. A. MAEKOPF (LIEBMANN), Wahrscheinhchkeitsrechnung, Leipzig u. Berlin 
1912, S. 164, 167. 
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Schnittsflächeninhalte der umschriebenen Zylinder konstant sind. Der 
von einer solchen Fläche umschlossene Körper soll nach HEEGLOTZ 

ein Eikörper „konstanter Helligkeit" heißen. Wir denken uns näm­
lich, daß seine Oberfläche gleichmäßig Licht aussendet, und daß die 
Helligkeit, unter der man den Körper aus einer Richtung sieht, 
proportional dem Flächeninhalt des Normalrisses in dieser Rich­
tung ist.i 

Will man das GAussische Krümmungsmaß 

Ä' = 
Bi Bi 

einer solchen Eifläche als Funktion der Normalenrichtung ermitteln, 
wodurch nach MINKOWSKI die Eifläche im Wesentlichen eindeutig 
bestimmt ist^, so hat man nach Formel (I) von S. 147 die „Integral­
gleichung erster Art" 

konst. = I I cos^ö- I •[R.^R^)a- dco^ 

aufzulösen. 
Durch Zerlegung in geraden und ungeraden Bestandteil kommt 

man wie im vorigen Abschnitt I I I zum Ergebnis, daß die Bedingung 

(Äj R^) + a + [Ri R^-a = konst. 

notwendig und hinreichend ist für Eikörper konstanter Helligkeit, 
wenn man nur zeigen kann, daß aus Gleichung 

/ I cos (j ff I fb„dco„ = ^ 

für die gerade Funktion ^„ das identische Verschwinden folgt. 
Das kann man nach HEEGLOTZ SO beweisen, daß man wieder 

in gerade Kugelfunktionen entwickelt, die „Eigenfunktionen" unserer 
Integralgleichung 3 sind, oder auch dadurch, daß man mittels der 
Formel (**) von S. 149 auf die Auflösung der früheren Funktional­
gleichung mit dem Kreisintegral zurückgeht, worauf wir noch zurück­
kommen (S. 154).* 

Wir finden also: Fjine Eifläche ist dann und nur dann von konstanter 

^ Vgh die Dissertation von HEEGLOTZ, Über die scheinbaren Helligkeits­
verhältnisse . . ., München 1902. 

' Ges. Werke I I , S. 130, 270 ff. Man sehe auch die Angaben dieses 
Buches auf S. 164 oben. 

' Man vgl. die Formel {T) in der Anmerkung auf S. 155. 
* Man vgl. den Vortrag des Verfassers: Aufgaben der Differentialgeometrie 

im großen, Sitzungsberichte der Berliner mathematischen Gesellschaft 15 (1916), 
Sitzung vom 15. XII . 1915, S. 62—67. 
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Helligkeit, wenn zwischen den Häuptkrümmungshalbmessern in Punkten 
mit parallelen Tangentenebenen die Beziehung besteht 

iRiR^) + g + [R^R^)_, = konsi. 

Die beigegebene Fig. 27 gibt ein einfaches Beispiel für den Meridian­

schnitt eines Eidrehkörpers konstanter Helligkeit, dessen Begrenzung 

Fig. 27. 

allerdings nicht analytisch ist. Die Meridiankurve kann in recht­
winkligen Koordinaten x, y, z mittels eines Parameters cp so dar­
gestellt werden: 

: cos cp , y = 0 , 
V2 

-w^ sm' ' (jD d cp 

für 0 ^ cp 
2 ' 

a : = ^ C O S — — fp) , y = 0 

{^-^^^(7-^)} z = Ai-— — sm 
'2 

für —'— ^ cp ^ 0. 
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Dabei ist die z-Achse Drehachse. Die entstehende Drehfläche ist 
aus einem Stück einer Drehfläche konstanten Krümmungsmaßes und 
aus einem Stück einer Kugel zusammengestückt. Es ist zu beachten, 
daß das Krümmungsmaß an der Kante und an der Spitze der 
Eifläche gleich Null zu setzen ist. 

V. Integraldarstellung konvexer Körper mit Mittelpunkt. 

Nach den Formeln (I) und (II) von S. 147 und 149 liegt es 
nahe, die Stützfunktion H irgend einer Eifläche mit Mittelpunkt 
mittels des symmetrischen „Kernes*' | cos^a \ in der Form darzu­
stellen: 

(t) PPg = 1 ^ / I cos f j I Kdco,. 

Wir wollen dabei die Funktion ha auf der Einheitskugel immer als 
gerade Funktion (S. 151) voraussetzen und die Integration ist wieder 
über die ganze Oberfläche der Einheitskugel zu erstrecken. Dann ist, 
wie man mittels der Entwicklung von h^ nach Kugelfunktionen ein­
sehen kann, diese Funktionalgleichung nach h^ eindeutig auflösbar. 

Man kann diese Auflösung aber auch auf anderem Wege in 
geschlossener Form bewerkstelligen. Schreiben wir für 

•^e = 4 ^ / l "^^^^ I -K-da 
zur Abkürzung 

H=rh, 
setzen wir femer 

( A , - ] - 2 ) / / = v S -

und schließlich für das Kreisintegral 

2 ^ / ^ " ' ^ -

die Abkürzung 0» E, so können wir _die Formel (**) von S. 149 so 
abkürzen 

QiE = r\7 H 
oder 

Deutet man die inversen Operationen durch die Marke — 1 an, so 
folgt daraus^ 

1 Zieht man die Entwicklung nach Kugelfunktionen heran, so sieht man 
sofort, daß auch <P = v -T und daher B-'^ - <!>-» v ist. Für eine Kugel­
funktion X„ vom Grade n gilt nämlich die Differentialgleichung (Vgl. (5) S. 108) 
(V) V X „ = - (M-l)(w + 2)X„ 
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Man kann alaa die Umkehrung der Operation F aus der Um­
kehrung von 0 durch Differentiation herleiten. 

Die Umkehrung von 0 hat aber P. FUNK auf die Auflösung 
der von N. H . A B E L beim Problem der Tautochrone benufzten Inte­
gralgleichung zurückgeführt.-^ Nimmt man den Punkt Q als Nordpol 
eines Systems von Polarkoordinaten auf der Einheitskugel. und be­
deutet cp die geogra,phische Länge, ;i/2 — 0 die Breite, so setze man 

+ .1 

S^^)--LiPP^^'^)dV, 

dann findet man nach FUNK für die Kreisintegralgleichung 

die Lösung 
cos @ , 

0 

VI. Formeln für Mittelpunkteiflächen. 

Für die Koordinaten des Berührungspunktes der Tangenten­
ebene mit der äußeren Normalrichtung Q bei einem Eikörper, dessen 
Stützfunktion in der Integraldarstellung (f) gegeben ist, findet sich 
durch Differentiation [vgl. (6) S. 140] von (f) 

(1) 
Xg^—j'^a-K-dco,, y^=-±-Jßa.K.da>„, z^ = -^fy.-ha.dcoa, 

wenn cc^, ßa, /CT <üe Koordinaten des auf der Einheitskugel veränder-

und für eine gerade Kugelfunktion ergibt das Kreisintegral 

Schheßlich liefert die Operation F 
™ 4. 1 1 • 3 - 5 — - 2 ? » - 3 „ 

( D - ^ ^ 2 . = ( - l ) ' " ^ % . 4 . 6 . . . 2 m + ^ ^ 

• Vgl. die schon genannte Dissertation in Mathem. Ann. 74. Ferner 
ABEL, Kesolution d'une problöme de mecanique (1826), Oevres, Kristiania 1881, 
S. 97—1,01 oder CEELLBS Journal Bd. 1. Man findet die Auflösung der Integral­
gleichung ABELS wiedergegeben inE . GoüESAT, Cours d'Analyse math^matique, 
Paris 1910, Bd. 1, S. 343. 

• 2 i n " 
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liehen Integrationspunktes a sind und die drei Integrationen nur 
über die Halbkugel 

dg cca + /?e /SCT + 7s 7CT > 0 
erstreckt werden.^ 

Durch weitere Differentiationen ergeben sich für die Haupt­
krümmungshalbmesser unserer Eifläche im Punkt mit der äußeren 
Normalenrichtung Q die Formeln 

(2) [R, + R,)^ = ( 4 -1- 2) J / = i^jhada, 

(3) [R, R,)^ = ^ J J (s in Tr)* A „ h j a d r , 

wo S wieder den Großkreis der Einheitskugel bedeutet, der auf der 
Richtung Q senkrecht steht, und wo da und dr die (positiven) Bogen­
elemente dieses Kreises sind. 

Ferner ergibt sich schließlich eine durch ihre Symmetrie be­
merkenswerte Formel für den Rauminhalt J, der von unserer Ei­
fläche umschlossen wird. Es seien 

?(«e'/^e'/e)5 <r[cCa, ßa, ya)\ T ( « . , / ? , , / . ) 
drei Punkte der Einheitskugel «^ -]- /?* -|- y^ = 1. Wir wollen den 
absoluten Betrag ihrer Determinante 

oc ß y 

«CT ßa yo 

«, ßr 7r 
mit [g, ff, T] bezeichnen. Dann ist 

(4) / = -—^ I I I [o, ff, rl-h h h 'dco dco di 

wo alle drei Integrationen über die ganze Oberfläche der Einheits­
kugel zu .erstrecken sind. Hieraus ergeben sich ferner durch Über­
gang zu Parallelkörpern für Oberfläche 0 und Integral M der mitt­
leren Krümmung sofort 

(5) 0 = -^^JJjlQ, ff, r'j-h^ha-dco^dcoadco^, 

^^^ ^ "" T^jlf^^' ö-, T] • Ä̂  • Cf «^ dcOadcO^. 

• Man kann nach diesen Formeln für x , y , % unsere Eifläche als Auf­
triebsfläche eines Körpers mit Mittelpunkt deuten, der his zur Hälfte ein­
taucht. Vgl. S. 85. Die Formeln (1)—(3) und die Ergebnisse des vorigen Ab­
schnitts T hat auch Herr RADON gefunden. 
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Dafür, daß eine in der Form (f) dargestellte Funktion H Stütz­
funktion eines konvexen Körpers ist, ist,, wie wir schon in den Ab­
schnitten I und I I gezeigt haben, Ä ^ 0 hinreichend. Doch 
ist das offenbar nicht notwendig und es wäre wünschenswert die 
speziellen konvexen Körper, für die Ä ̂  0 ist, die, wie man sich 
ausdrücken kann, durch positive Linearkombination aus Strecken 
.entstehen, irgendwie einfach zu kennzeichnen. Durch eine affine 
Transformation, d. h. durch eine projektive Umformung des Raumes, 
die das unendlich Ferne unter sich läßt, geht ein solcher spezieller 
Körper wieder in einen solchen über. Von den Vielflachen sind die 
dazu zu rechnen, deren sämtliche Seitenflächen je einen Mittelpunkt 
besitzen. 

VII. Kennzeichnung des Ellipsoids unter den Eiflächen. 

Es läßt sich eine Reihe hübscher geometrischer Fragestellungen 
dadurch gewinnen, daß man irgend eine altbekannte Eigenschaft des 
Ellipsoids hernimmt und fragt: Ist diese Eigenschaft für das Ellipsoid 
unter allen Eiflächen kennzeichnend? 

Es sei z. B. ein besonders schönes derartiges Ergebnis erwähnt, 
auf das H. BEUNN in seiner Habilitationsschrift „Über Kurven ohne 
Wendepunkte" (München 1889, S. 59) gekommen ist: Eine Eifläche, 
die von jeder sie treffenden Ebene nach einer Eilinie mit Mittelpunkt 
geschnitten wird, ist ein Ellipsoid. 

Hier sei ein ähnliches Ergebnis hergeleitet, das sich in der 
Variationsrechnung verwerten läßt^: Eine Eifläche, die von jedem 
umschriebenen Zylinder längs einer ebenen Kurve berührt wird, ist 
notwendig ein Ellipsoid. 

Bedient man sich der Ausdrucksweise der darstellenden Geo­
metrie, so kann man unsere Aufgabe so fassen: Man soll alle Ei­
flächen ermitteln, bei denen die Eigenschattengrenze bei jeder 
Parallelbeleuchtung eben ist. 

Zunächst wollen wir allgemeiner alle Eiflächen auffinden, bei 
denen die Schattengrenzen dann eben sind, wenn die Lichtstrahlen 
einer festen Ebene („Grundebene") parallel laufen. Unterwirft man 
eine solche Eifläche ® einer geeigneten Affinität, so geht ihre Eigen­
schaft offenbar nicht verloren. Dabei ist wieder unter „Affinität" 
nach MoEBius eine solche projektive Umformung verstanden, bei der 
das unendlich Ferne unter sich bleibt. Legen wir an (S die zur 

1 Räumliche Variationsprohleme mit symmetrischer Transversalitätshedin-
gung, Leipziger Berichte, Math.-phys. Klasse 68 (1916), S. 50—55. 
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Grundebene parallelen Tangentenebenen, so können wir durch eine 
solche affine Umformung stets erreichen, daß die Verbindungslinie 
der Berührungspunkte p und q dieser Tängentenebenen auf die 
Grundebene senkrecht zu stehen kommt. 

Beleuchten wir nun unsere Eifläche (£ durch parallele und 
„wagerechte", d. h. zur Grundebene ® parallele Lichtstrahlen, so soll 
die Eigenschattengrenze © eine ebene Linie sein, also weil sie auf ® 
liegt, eine Eilinie durch die Pole p und q des Eies. 

Zwei beliebige wagerechte Ebenen schneiden © in wagerechten 
Eilinien SBj und SSg und die Tangenten an diese Linien in ihren 
Schnittpunkten mit der Schattengrenze © sind parallel. Projizieren 
wir nun die ganze Figur senkrecht auf die Grundebene. Der ge­
meinsame Grundriß '^n p und q sei o. Der Grundriß von (S ist 
eine Gerade ©' durch o, die Grundrisse von 3!Sj und SBj zwei Ei­
linien Söj' und Sßg' um o. 

Jede Gerade S ' durch o schneidet somit SBj' und SS '̂ in Punkten 
mit parallelen Tangenten, d. h. aber: 30/ und 33^' baben o als 
Mittelpunkt und sind ähnlich und zu o ähnlich gelegen. Daher sind 
aber auch SBj und SBg ähnlich und man sieht, wie man die all­
gemeine Eifläche der verlangten Art auffindet: 

Konstruktionsvorschrift: Man nehme in der Grundebene eine be­
liebige Eilinie SS an mit o als Mittelpunkt. Man nehme ferner in 
einer Ebene durch p und q eine Eiliniö © an, die zur-Verbindungs­
linie p und q symmetrisch ist und 2B schneidet. Dann halte man 
p und q fest und lasse © um die Verbindungslinie dieser Punkte 
so drehen und sich dabei affin zu sich selbst verändern, daß jeder 
Pankt von © eine zu SS ähnliche und ähnlich gelegene Eilinie be­
schreibt, Das Ganze ist eine Verallgemeinerung der Erzeugung der 
Drehflächen durch Umdrehung des Meridians. 

Heben, wir hervor: Es hat sich gezeigt, daß die Schattengrenze @ 
zur Verbindungslinie der beiden Punkte p und q symmetrisch ist. 

Verlangen wir nun von unserer Eifläche (£, daß jede Schatten­
grenze © von ® (immer bei Parallelbeleuchtung!) eben sein soll, so 
folgt aus dem Vorangehenden, daß jede solche Eilinie © zur Ver­
bindungslinie irgend zweier ihrer „gegenüberliegenden" Punkte p 
und q symmetrisch, d. h. im allgemeinen schiefwinklig symmetrisch, 
sein muß, wenn wir Punkte mit parallelen Tangenten gegenüber­
liegend, nennen. Daraus kann man aber schüeßen, daß © eine 
Ellipse ist, nämlich etwa folgendermaßen. 

Man zeichnet leicht zwei solche Symmetrieachsen 31 und 2(̂  
von ©, daß die (schiefe) Spiegelung an SC mal der an 91̂  eine gleich-
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sinnige Affinität 0,^ von der Periode 2" ergibt. Wir transformieren 
0^ durch eine neue Affinität ^ in eine Drehung 0^' = W-^ 0^W 
durch den Winkel 2 JT : 2 ". Die durch V aus © entstandene Eilinie ©* 
geht bei der Drehung 0^* in sich über. Hält man 21 fest und setzt 
anstelle von 2t„ jetzt 9I„ +1 , so wird, sobald w > 1 ist, 0n + i durch 
dieselbe Affinität W in eine Drehung a>„*+i = y ^ - i * „ +1 ^ ver­
wandelt wegen 0*.^ i = 0*. Daher wird ©*• durch Drehungen um be­
liebige Winkel von der Form 2 m 7t: 2^ {m,n = 1,2, 3,...} in sich über­
geführt, kann also nur ein Kjeis sein. Somit war @ wirklich eine EUipse.^ 

Bisher ist also gezeigt, daß alle Schattengrenzen von @ Ellipsen 
sind. Geben wir nun zu unserer früheren Konstruktionsvorschrift 
zurück. Beleuchten wir den dort konstruierten Körper mit lotrecht, 
d. h. senkrecht zur Grundebene auffallendem Licht, so wird die 
Schattengrenze eine in einer wagerechten Ebene liegende, zu SS 
ähnliche Kurve, die wir. durch geeignete Parallelverschiebung der 
Grundebene mit SS zusammenfallen lassen können. Da jetzt auch 
SB eine Ellipse sein soll, so können wir durch eine geeignete affine 
Transformation, die p und q in Ruhe läßt und die Grundebene in 
sich überführt, 2B in einen Kreis verwandeln. Dann wird aber, wenn 
man unsere Konstruktionsvorschrift heranzieht, ® zu einer Drehfläche 
um die Achse pq, also, da die Meridiankurven Ellipsen sind, zu 
einem Umdrehungsellipsoid. Somit war auch die dazu affine 
ursprüngliche Eifläche notwendig ein Ellipsoid, w. z. b. w. 

Auf das gefundene Ergebnis lassen sich einige andere zurück­
führen, z. B.: 

Liegen die Mitten eines Bündels paralleler Sehnen von einer Ei­
fläche immer in einer Ebene, so ist die Eifläche ein Ellipsoid (BEUNN). 

Parallele ebene Schnitte einer Eifläche liegen nur im Falle des 
Ellipsoids immer zueinander ähnlich.^ 

> In der Ausdrucksweise von S. LIE kommt das auf die hekannte Tatsache 
hinaus, daß jede Eilinie, die eine stetige Gruppe von Affinitäten gestattet, 
eine Ellipse ist. 

' In der Ebene gibt es folgende ähnUche Aufgabe: Man soll alle Eilinien 
aufsuchen, bei denen es wie bei .einer EUipse zu jedem Durchmesser einen 
„konjugierten" gibt, sodaß die Tangenten in den Endpunkten irgend eines der 
beiden zum andern parallel laufen. Diese Eilinien, von denen es außer den 
Elhpsen noch sehr viele andere, auch ebenfalls algebraische gibt, ergeben die 
Lösung eines von CABATHEODOET gestellten Problems der Variationsrechnung 
und sind von J. RABON untersucht worden: Über .eine, besondere Art ebener 
konvexer Kurven, Leipziger Berichte, Mathem. Phys. Klasse 68 (1916). RADON 
hat u. A. bemerkt, daß diese Eilinien dadurch gekennzeichnet sind, daß sie 
durch Korrelationen von der Periode Vier in sich selbst übergeführt werden. 
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Eine andere derar t ige , vielleicht n icht ganz einfache Aufgabe 
wäre die folgende: Es sind alle Eiflächen zu ermitteln, bei denen die 
Schnittpunkte je dreier paarweis aufeinander senkrechter Tangenten­
ebenen nur eine Fläche erfüllen. 

I m al lgemeinen wird die Menge der Schni t tpunkte innere P u n k t e 
haben. Be im Ell ipsoid [und, wie ich in den Leipz iger Ber ich ten 
nächs tens zeigen werde , nur bei diesem) is t die F l ä c h e eine Kugel . 

VIII . Die Mindestzahl der Scheitel einer geschlossenen konvexen 
Kurve . 

Als einfachstes Beispiel eines differentialgeometrischen Satzes 
über Eil inien sei der folgende erwähnt , der un te r etwas al lgemeineren 
Voraussetzungen zuers t von Ä. K N E S E E in der Festschri f t zum 
70. Gebur t s tag von H . W E B E R (Leipzig 1912) bewiesen wurde : 

Auf einer Eilinie liegen mindestens vier Scheitel. Dabe i soll in 
Veral lgemeinerung einer bei den Kegelschni t ten geläufigen Äusdrucks-
weise ein P u n k t der Eil inie „Scheitel" genannt werden, wenn in ihm 
der Krümmimgsha lbmesser ein E x t r e m u m wird. 

Vielleicht der einfachste Beweis dieses hübschen Satzes läßt 
sich auf Grund einer mechanischen D e u t u n g von F o r m e l n der ebenen 
Differentialgeometrie erbringen. Denken wir auf unsere r EiKnie K 
einen „pos i t iven" Umlaufsinn ausgezeichnet. D e n Winke l der 
positiven Kurventangente an K mi t einer festen ar-Richtung nennen 
wir T. Der Krümmungsha lbmesse r Q = ds/dr wird als stetige 
F u n k t i o n von r vorausgesetzt . F ü r die rechtwinkligen Koordinaten 
X, y eines Kurvenpunktes P ergeben sich- dann die W e r t e : 

X — Xg = I COS r • ds — \ Q cos r • dz, 

T T 

y — yg= I sin T • ds — \ Q sin r • dr. 

Aus der Geschlossenheit von K folgt also (vgl. S. 116 oben) 

(*) / ^ cosT • c?r = 0 , l gsinr • dr = 0. 

Zur positiven Tangente im Kurvenpunkte P legen wir durch 
den Koordinatenanfang 0 den gleichsinnig parallelen Einheits­
vektor DP'. Sein Endpunkt P' mit den Koordmaten a: '=cosT, 
y' = sinr beschreibt den Einheitskreis K' um 0, wenn P die Eilinie K 
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durchläuft. K' belegen wir nun derart mit positiver Masse, daß die 
Dichte in jedem Punkte P' von K' gleich dem Krümmungshalb­
messer Q im zugehörigen Punkt P von K wird. Dann sagen die 
Formeln (*) aus: Ber Schwerpunkt dieser Massenbelegung der Kreis­
linie K' fällt in ihren Mittelpunkt 0. 

Aus der Stetigkeit der Funktion Q[T) folgt die Existenz eines 
größten und eines kleinsten Wertes von Q auf K, also die Existenz 
von zwei Scheiteln. Da ferner zwischen zwei Größtwerten immer 
ein Kleinstwert liegen muß, so können die Extreme nur in gerader 
Zahl auftreten. Wenn man daher zeigt, daß es keine Eilinie mit 
nur zwei Scheiteln gibt, so ist Vier als Mindestzahl gesichert. 

Nehmen wir nun an, es gebe eine Eilinie K mit nur zwei Schei­
teln A und B, die dem kleinsten und größten Werte von o ent­
sprechen, und zeigen wir, daß diese Annahme zu einem Widerspruch 
führt. Die Punkte auf dem Einheitskreise K', die den Scheiteln A 
und B zugehören, seien A' und ß' Die Dichte Q wächst dann auf 
beiden Kreisbogen zwischen diesen Punkten monoton von A' bis B' 
hin. Die Richtung der Sehne von A' nach B' möge etwa als posi­
tive y-Richtung gewählt werden. Dann ist nach (*) 

-\- TZ JZ 

I Qsinr dr = I {Q[-\- r) — {)[— T)jsinTc?r = 0 . 

- .1 0 

Aus dem monotonen Verlauf der stetigen Funktion ^(T) zwischen A' 
und B' folgt aber, daß die stetige Funktion unter dem zweiten 
Integral in den inneren Punkten des Integrationsintervalls positiv 
ist, daß also das Integral nicht verschwinden kann. Mechanisch 
ausgedrückt: Zerlegt man K' in zwei Halbkreise, so ist der, welcher 
B' enthält, schwerer, der Schwerpunkt kann also nicht in den Kreis­
mittelpunkt 0 fallen.^ 

Es sei schließlich noch ein allgemeinerer Satz über Eilinien 
erwähnt, der den „Vierscheitelsatz" als Sonderfall enthält: 

Wird eine Eilinie von einem Kreise in 2 n Punkten geschnitten, so 
hat sie auch mindestens 2 n Scheitel. 

Die Eüinien mit nur vier Scheiteln sind von C. JUEL untersucht 
worden: „Om simple cykliske Kurver", Danske Vidensk. Selsk. Skrifter 
(7) 8, 6 (1911). 

' Circolo di Palermo 36 (1913), S. 220—222. Andere Beweise von H. MOHR-
MAN.v, ebenda 37 (1914), S. 267—268 und dem kürzlich im Kriege gefallenen 
W. VOGT in Grelles Journal 114 (1914), S. 239—248. 

BLiSCHKE, Kreis und Kugel. 11 
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IX. Weitere Literatur zur Differentialgeometrie der Eiflächen. 

Vom Verlauf der Krümmungslinien auf einer Eifläche ist kaum 
etwas Allgemeingültiges bekannt. Über die geodätischen Linien auf 
einer Eifläche hat H. POINCÄES; den merkwürdigen Satz angegeben, 
daß es immer mindestens drei geschlossene gibt, Am. Math. Soc. 
Trans. 6 (1905), S. 237—274. Mau sehe auch Enzyklopädie III D 8 
{H. LIEBMANN), Nr. 11, S. 535. 

Hierher gehört auch die interessante Frage nach allen Eiflächen, 
die mit der Kugel die Eigenschaft teilen, daß ihre sämtlichen geo­
dätischen Binien geschlossen sind, daß also ein materieller Punkt, der 
sich auf einer solchen Fläche kräftefrei fortbewegt, immer wieder 
zur Ausgangslage zurückkehrt. G. DAEBOUX ist es gelungen, alle 
derartigen -DreMächen anzugeben, Theorie generale des Surfaces, 
Bd. III, S. 4—9. Die Schwierigkeiten der allgemeinen Fragestellung 
sind bisher nicht völlig überwunden. Erfolge in dieser Richtung 
wurden in zwei Göttinger Dissertationen erzielt, nämlich von 0. ZOLL 

in Mathem. Ann. 57 (1908) und besonders von P. FUNK ebenda 75 
(1914); vgl. das Zitat auf S. 150 dieses Buches. 

Fügen wir hier noch einige Angaben an über die berühmte 
Frage der Unverbiegbarkeit einer Eifläche, die wir schon zweimal 
gestreift haben (S. 83 und S. 114). 

Schon EUKLID hat behauptet, daß durch Gestalt und Anord­
nung der Seitenflächen eines (geschlossenen) Vielflachs auch dessen 
Gestalt schon mitbestimmt sei. Ä. L. CAUCHY hat , einen wunder­
vollen Beweis für die Richtigkeit dieser Behauptung für den Fall 
konvexer Vielflache gegeben [Journal de l'Ecole Polytechnique, Gabler 
16, Tome 9 (1813), S. 87—98 oder Werke (2) 1, S. 26—38] und 
R. BRICAED (J. de Math. 1897) hat an Beispielen gezeigt, daß ohne 
Einschränkungen EUKLIDS Vermutung nicht stimmt, da es sich 
selbst durchdringende Achtflache gibt, die „beweglich" sind bei 
Aufrechterhaltung von Gestalt und Zusammenhang der Seitenflächen. 

Es liegt der Gedanke nahe, das Ergebnis GAUCHYS auf Ei­
flächen auszudehnen und zu beweisen, daß eine Eifläche „unverbieg-
bar" ist, d. h. ohne Änderung der Bogenlängen der auf der Fläche 
gezogenen Kurven („ohne Dehnung'') und ohne Knickung nicht ihre 
Gestalt verändern kann. Diese Behauptung wurde schon von 
J. L. LAGEANGE und F. MINDING aufgestellt, aber erst durch H. LIEB­

MANN und in weiterer Fassung kürzlich von H. WEYL bewiesen. 
Man hat nämlich zwei wesentlich verschiedene Aufgaben zu 

unterscheiden, die Unverbiegbarkeit „im unendlich Kleinen" und die 
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„im Endlichen'-. Bei der ersten Aufgabe, bei der man, wie das 
schon geschehen ist, sich nicht an der Bezeichnung stoßen und 
daran nicht Vermutungen über mangelnde Strenge knüpfen soll, 
handelt es sich um folgendes: Es wird gezeigt, daß kein stetiger 
(nichttrivialer) Verbiegungsvorgang möglich ist, der aus einer Eifläche 
eine stetige Schar (nicht kongruenter) „isometrischer", d. h. mit Er­
haltung der Bogenlängen aufeinander bezogener Eiflächen hervor­
gehen läßt, wobei gewisse Voraussetzungen über Stetigkeit und 
Differenzierbarkeit gemacht werden. Das zweite Ergebnis ist all­
gemeiner und enthält das erste. Es wird da nämlich gezeigt, daß 
zwei isometrisch abgebildete Eiflächen (immer geschlossene konvexe 
Flächen!) notwendig kongruent oder symmetrisch sein müssen. Die 
erste Aufgabe ist einfacher, da sie nur auf lineare Differential­
gleichungen führt. 

Die in diesem Sinne „unendlich kleine" Unverbiegbarkeit ist 
um 1900 zuerst von LIBBMANN bewiesen worden [sieh bes. Math. 
Ann. 53 (1900), S. 81—112 und 54 (1901), S. 505—517] nach miß­
glückten Beweisversuchen von J. H. JBLLBTT aus dem Jahre 1855.^ 
Ein anderer Beweis wurde auf Grund von Untersuchungen von 
WEINGAETEN und HILBEET von mir in den Göttinger Nachrichten 
1912 gegeben. 

Dabei hat sich auch herausgesteEt, daß die Unverbiegbarkeit 
im unendlich kleinen auch die gleichwertige mechanische Beutung 
zuläßt, daß in einer Eifläche ohne Einwirkung äußerer Kräfte keine 
(Zug- oder Druck-) Spannungen herrschen können [man vgl. meine 
Antrittsrede „Kreis und Kugel" im Jahresber. d. Math. Ver. 24 (1915), 
bes. S. 203]. Für den Fall der Kugel ist dieser Satz der Statik, 
worauf mich Herr F. KLEIN aufmerksam gemacht hat, schon von 
J. G. MAXWELL bewiesen worden; On the Equilibrium of a Spherical 
Envelope (1867), Scientific Papers II, S. 86—95, bes. S. 89. 

Das zweite Hauptergebnis LIEBMANNS unter seinen zahlreichen 
Ergebnissen und Versuchen auf diesem Felde ist die endliche Un­
verbiegbarkeit der Kugel (Math. Ann. 53), die später neuerdings 
von HILBEET gezeigt wurde [Am. Math. Soc. Trans. 2 (1901) und 
Grundlagen der Geometrie, Leipzig u. Berlin 1909, S. 251—255]. 

Diese Unverbiegbarkeit der Kugel ist als Sonderfall enthalten 
in dem Hauptergebnis MINKOWSKIS über die Geometrie der kon­
vexen Körper, das hier schon mehrfach erwähnt wurde (S. 112 und 
S. 152). MINKOWSKI hat nämlich gezeigt: 

1 Man vgl. die Zitate in der Enzyklopädie III D 6 a, A. Voss, S. 400. 
11* 
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Man kann das [positive) GAussische Krümmungsmaß K einer 
Eifläche als Funktion der Normalenrichtung, entsprechend den Bedingungen 

f^dm = 0, J-^dm^O, l'^da) = 0 
[dco Flächenelement des sphärischen Bildes) und im übrigen beliebig 
vorschreiben, es gibt dann zu dieser „Krümmungsfunktion" stets eine 
und im toesentlichen nur eine Eifläche [Gesammelte Abhandlungen II, 
S. 128 f. und S. 270 f; zum erstenmal veröffentlicht in den Berichten 
der Pariser Akademie 132 (1901), S. 21—24]. 

Die „endliche" Unverbiegbarkeit bei beliebigen Eiflächen wurde 
erst 1915 von H. WETL erledigt. WEYL hat nämlich allgemeiner 
gezeigt, daß es zu einem beliebig vorgeschriebenen Linienelement 
positiven Krümmungsmaßes stets eine und im wesentlichen nur eine 
Eifläche gibt [Vierteljahrschrift der naturforschenden Gesellschaft 
in Zürich 61 (1916), S. 40—72]: „Jede in abstracto gegebene geschlos­
sene konvexe Fläche läßt eine einzige Realisierung im dreidimensionalen 
(EUKLID ischen) Räume zu." Es wäre zu wünschen, daß dieses be­
sonders schöne Ergebnis leichter zugänglich gemacht würde. 

Merken wir schließlich noch folgenden einleuchtenden, aber 
durchaus nicht trivialen Satz an: 

Eine geschlossene stetig gekrümmte Fläche, die überall positives 
Krümmung.smaß besitzt, ist notwendig konvex. 

(Man bemerke, daß die entsprechende Behauptung für ebene 
Kurven nicht stimmt!) Zu der Einsicht führt ein Satz der Änalysis 
Situs, den man in der Aus drucks weise der RIEMANN sehen Funktionen­
theorie so fassen kann: Jede unbegrenzte und relativ unverzweigte 
Überlagerungsfläche der Kugelfläche ist mit dieser („einfa/ch zu­
sammenhängenden") Fläche identisch.^ Daraus folgt für unsere 
positiv gekrümmte geschlossene Fläche die Eineindeutigkelt des 
sphärischen Bildes und daraus leicht die Konvexität. Diesen Beweis­
gang hat schon J. HADAMAED angedeutet: Bulletin de la Sociale 
Mathömatique de France 31 (1903), S. 300—301. 

' Vgl. H. WETL, Die Idee der RiEMANNSchen Fläche, Leipzig u. Berhn 1913, 
S. 47 u. ff. 
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F O R S C H U N G U N D S T U D I U M . Eine Samm­
lung mathematifcfier Monographien für Studierende von 
Dr. GERHARD KOWALEWSKI, Prof. an der Deutfdien 
Univerfität zu Prag. Heft 1: Das Integral und feine geo= 
metrifdien Anwendungen. Mit Figuren, gr, 8. geh. M. 3. 
Diese Sammlung will dazu beitragen, die große Kluft zwischen Forschung 
und Studium zu überbrücken. Der Universitätsunterricht bringt die Studie­
renden in der Regel nicht so weit, daß sie die Fortschritte der mathema-
tischen'Wissenschaft mit einigem Verständnis verfolgen können. 

Unsere Monographien wollen den Studierenden das Verständnis des Neuen 
in jeder nur möglichen Weise erleichtern. 

Das erste .H^ft bringt die moderne Behandlung der einfachen und der 
Doppelintegrale, und es wird darin *. B. die Transformation der Doppel­
integrale in völlig strenger und doch ziemlich einfacher Weise erledigt. 

E I N F Ü H R U N G I N D I E A N A L Y T I S C H E 
G E O M E T R I E von Dr. GERHARD KOWALEWSKI, 
Prof. der Mathematik an der Deutfdien Tedinifdien Hodi« 
fdiule 2SU Prag. Mit 112 Figuren im Text. Lex. 8. 
geb. in Ganzleinen M. 11.— geh. M. 10.— 
,,Das Buch enthält in der Tat alle für die Einführung in das Studium der 
analytischen Geometrie wesentlichen Gedanken, Es bringt, was besonders 
wertvoll für den Anfangsunterricht ist, auch die Behandlung der einfachsten 
und grundlegenden Probleme mit allgemeinen Methoden,' so daß deren Sinn 
und Ziel recht deutlich wird. Überladung mit Einzelheiten ist durchaus ver­
mieden. Das Buch kann für e rs te E i n f ü h r u n g in das S t u d i u m 
b e s t e n s empfoh len werden ." Deutsche Literaturzeitung. 

E I N F Ü H R U N G I N D I E D E T E R M I N A N -
T E N T H E O R I E einfdiließlidi der unendlidieA und der 
Fredholmfdien Determinanten von Dr. GERHARD KO-
WALEWSKI, Prof. an der Deutfdien Univerfität zu Prag, 
gr. 8. geb. in Ganzleinen M. 16.— geh. M. 15.— 
„Die Determinantentheorie ist hier mit wohltuender Begrenzung des Stoffes, 
aber dennoch vollständig und vom neuesten Standpunkt behandelt. Das 
Werk kann zugleich zur Einführung in das Studiuir. der linearen Integral­
gleichungen angelegentlich anempfohlen werden." Allgemeines Literaturblatt. 
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