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Yorrede.

Das vorliegende Buch ist der erste Versuch einer zu-
sammenfassenden Darstellung des jiingsten Zweiges der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, der Theorie der geometrischen Wahr-
scheinlichkeiten.

Die erste Anregung, geometrische Beziehungen in den
Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu ziehen, wurde
allerdings schon um die Mitte des vorigen Jahrhunderts
durch einige Aufgaben gegeben, welche Buffon in seinem
Bssai d’Arithmétique Morale aufgestellt und gel6st hat; eine
dieser Aufgaben, das spiter so benannte Nadelproblem,
zusammen mit einer #hnlichen schwierigeren hat auch
Laplace in sein monumentales Werk aufgenommen. Doch
blieb es lange bei diesen vereinzelten Problemen-und erst in
den letzten Decennien wurde der Gegenstand von neuem auf-
genommen. Vornehmlich waren es mehrere namhafte eng-
lische und einige franzbsische Mathematiker, welche sich des-
selben mit einer gewissen Vorliebe Bem'alchtigten und zahl-
reiche Arbeiten dariiber in verschiedenen Fachschriften nieder-
legten. Genannt seien Colonel A. R. Clarke, H. Mc' Coll,
E. B. Seitz, J. J. Sylvester, 8. Watson, Rev. J. Wolsten-
holme, W. S, B. Woolhouse, deren Arbeiten in den

Educational Times erschienen sind, dann E, Barbier
3} ?
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C. Jordan, E.Lemoine, L. Lalanne, die in Liouvilles Jour-
nal, in den Comptes rendus w. a. O. einschligige Arbeiten ver-
offentlicht haben. Allen voran aber muss M. W. Crofton,
Professor an der Kriegsakademie in Woolwich, genannt
werden, der abgesehen von mehreren kleineren Aufsiitzen in
einer grundlegenden Abhandlung (in den Philosophical Trans-
actions 1868) diejenigen Probleme der geometrischen Wahr-
scheinlichkeit behandelte, welche auf willkiirlich gezogene
Gerade und willkiirlich gelegte Ebenen sich beziehen. Crof-
tons Methoden zeichnen sich durch Eleganz und einen
hohen Grad von Allgemeinheit aus; ihm gebithrt auch das
Verdienst, diese Methoden als ein neues Hilfsmittel in die
Analysis, speciell die Integralrechnung eingefithrt zu haben,
wodurch der neue Gegenstand gewiss ein allgemeineres
Interesse gewonnen. hat.

Was die geometrischen Mittelwerte anlangt, welche den
zweiten minder umfangreichen Teil des Buches bilden, so ist
ihre Aufnahme durch die engen Beziehungen, welche sie zu
den geometrischen Wahrscheinlichkeiten haben, vollauf be-
griindet. Grundlagen und Methoden sind beiden gemein-
schaftlich; iiberdies lassen sich Probleme des einen Gebiets
hdufig mit Vorteil auf das andere iibertragen.

Im ersten Teile wurden die elementaren Raumgebilde:
Punkt, Gerade und Ebene zur Grundlage der Einteilung
gewihlt. Innerhalb dieser Haupt- und ihrer Nebenabschnitte
sind die Probleme sowohl nach dem Grade der Schwierig-
keit als nach den Methoden ihrer Losung geordnet worden,
Im zweiten Teile wurde von einer Husserlichen Einteilung

der Materie Umgang genommen; doch sind auch hier die
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Mittelwerte von Linien denjenigen von Flichen vorangestellt
und im iibrigen die Methoden als Motiv der Anordnung an-
genommen.

Bevor ich schliesse, halte ich mich fiir verpflichtet, den
Herren Dr. C. Ohrtmann und Dr. Felix Miiller in Berlin
fiir die Freundlichkeit, mit welcher sie mir einige litterarische
Behelfe zur Verfiigung stellten, und der geehrten Verlags-

handlung fiir die schone Ausstattung zu danken.
Prag, im Mai 1884.

Der Verfasser.
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Erster Teil.

Greometrische Wahrscheinlichkeiten.

Einleitung.

1. Die gewothnlichen Aufgaben iiber apriorische Wahr-
scheinlichkeit beziehen sich auf diskrete Gesamtheiten
glinstiger und moglicher Fille; der Quotient aus den Anzahlen
dieser Fille giebt die verlangte Wahrscheinlichkeit.

Es ist hier immer zulissig, die Gesamtheit der Fille
etwa durch einen Haufen von Kugeln zu versinnlichen, die
durch irgend welche Merkmale von einander unterschieden
sind, am einfachsten durch aufgeschriebene Ordnungszahlen;
jede einzelne Kugel ist dann durch ihre Ordnungszahl be-
stimmt und von den.iibrigen unterschieden, und indem man
die Ordnungszahlen als Vertreter der Kugeln hinsetzt, hat
man die Gesamtheit der Félle durch eine diskrete Gesamt-
heit von Zahlen oder Zahlenverbindungen dargestellt, je
nachdem das Erejgnis, um dessen Wahrscheinlichkeit gefragt
wird, auf das Ziehen einer oder mehrerer Kugeln zuriick-
gefiihrt werden kann.

Dieser Gattung von Aufgaben stehen andere gegeniiber,
welche auf kontinuierliche oder konkrete Gesamtheiten
moglicher und giinstiger Fille sich beziehen. Es sind dies
solche Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung, bei welchen
die moglichen und giinstigen Fille analytisch durch Werte
oder Wertverbindungen stetig veriinderlicher Grossen sich
darstellen lassen, in ihrer Gesamtheit also stetige Mannig-
faltigkeiten ein- oder mehrfacher Ausdehnung bilden und
daher in unbeschréinkter Anzahl vorhanden sind.

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 1
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Wenn, um mit dem einfachsten Fal']e .ZHPE;%{?D;:;
gefragt wird, mit welcher Wahrschei.nhchkelt emmen W:l s
in einer gegebenen Geraden Willkﬁrhcl'l angenom i ;.
gewisse Bedingungen erfiillt, so repriisentieren 2 Punkte
der Geraden die Gesamtheit der moglichen, und. Je(?re m:heig
welche den gestellten Bedingungen geniigen, die eszm .
der giinstigen Fille. Wird nun ein Punkt der Gremd i, Ghe
durch charakterisiert, dass man seine Entjfernung Z von
einem Endpunkte, auf irgend welche Einheit bezogen, an-
giebt, so werden alle Punkte der Geraden durch aue
Werte der Variabeln # zwischen 0 und @ (weno a die
mit derselben Einheit gemessene Linge der Geraden ist),
d. h. durch eine einfach ausgedehnte stetige Mannigfaltigkeit
dargestellt, und diejenigen Punkte, welche den aufgestell
ten Bedingungen entsprechen, durch eine zweite ebensolche
Mannigfaltigkeit, deren Begrenzung aus diesen Bedingungen
hervorgeht.

Lautet die Frage nach der Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass ein in einer ebenen begrenzten Fliche beliebig an-
genommener Punkt gewisse Bedingungen erfiillt, so denke
man sich die Figur auf ein in ihrer Ebene angeordnetes
rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen und bezeichne die
Koordinaten eines ihrer Punkte mit z, y; dann werden alle
Punkte der Figur durch jene zweifach ausgedehnte stetige
Mannigfaltigkeit der Variabeln z, y dargestellt, deren Be-
grenzung aus dem Umfange der Figur hervorgeht, die dem in
Rede stehenden Ereignis giinstigen Fiille durch eine ebenso ge-
artete Mannigfaltigkeit, deren Begrenzung aus den Beding-
ungen, welche der Punkt zu erfiillen haf, abgeleitet werden muss,

Soll tiberhaupt die -Wahrscheinlichkeit dafiir angegeben
werden, dass ein geometrisches Gebilde, welches von
7 unabhingigen Variabeln bedingt ist; gewissen Forder-
ungen Geniige leistet, so entspricht der Gesamtheit ga]]
mbglichen Fille eine #-fach ausgedehnte stet; v
nigfaltigkeit der % Variabeln von gegebener Belff Man-
den giinstigen Fillen eine gleichgeartete Mannigf?ali?;]?;%:

deren Begrenzung aus den ‘ ‘
-gestellten Forde
zuleiten ist,. Tneen erst ab.
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2. Man hat derlei Wahrscheinlichkeiten, welche geo-
metrische Beziehungen betreffen, geometrische Wahr-
scheinlichkeiten® genannt. Vom analytischen Standpunkte
aber sind alle jene Wahrscheinlichkeiten hierher zu z&hlen,
welche von stetig veréinderlichen Grissen abhingen, daher
insbesondere auch solche, die fiir Beziehungen unter stetig
verinderlichen Zahlen selbst gelten.

3. Der analytischen Ldsung derartiger Aufgaben liegt
ein allgemeiner Satz zu Grunde, der hier fiir den Fall zweier
unabhéingiger Variabeln entwickelt werden soll.

Bezeichnet K das gegebene Gebiet der moglichen Wert-
verbindungen, K' das aus den Bedingungen der Aufgabe
abgeleitete Gebiet der dem Ereignis giinstigen Wertcombi-
nationen der Variabeln z, y, so ist die verlangte Wahr-
scheinlichkeit ein Bruch, dessen Ziéhler die Menge der Wert-
verbindungen im Gebiete K' und dessen Nenner die Menge
der Wertcombinationen im Gebiete K angiebt.

Wie die Aufgabe aber beschaffen sein mag. im vor-
liegenden Falle kann sie immer in ein geometrisches Gewand
gekleidet werden; betrachtet man nimlich z, y als recht-
winklige Koordinaten eines Punktes in einer Ebene, so ent-
sprechen den Gebieten K, K' (je ein oder mehrere) begrenzte
Teile dieser Ebene, den giinstigen Féllen Punkte in der
Fliche K', den mbglichen Fillen Punkte in K; die fragliche
Wahrscheinlichkeit erscheint jetzt als Quotient aus der An-
zahl der Punkte, welche in den Teil X' der Ebene fallen,
und der Anzahl jener Punkte, welche in K sich befinden.

Erteilt man den Variabeln z, y diskrete Reihen von
Werten, bezeichnet zwei aufeinander folgende Werte der
ersten Reihe mit #,, %, 41, der zweiten Reihe mit yz, ys41,
setzt ihre positiven Differenzen

Tog1— Ba— ALay Y541~ Yp= AYp,
so wird der Grenzwert, welchem die iiber das Gebiet K aus-
gedehnte Summe

# Local Probability, Geometrical Probability sind die
von englischen Mathematikern gebrauchten Bezeichnungen (s. Crofton,
Philos. Transactions, Vol. 158, pag 181).

1#
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fiir besténdig abnehmende Werte von A ey
durch das iiber das nimliche Gebiet ausg
Integral

dargestellt. JSazdy

Geometrisch entspricht diesem Vorga
des Gebietes K in Rechtecke, und zwar
den Axen; Ax,Adys; bedeutet der Flachen

Rechtecke, 224% Ayg die Summe aller.
e

Ayg sich nihert,
edehnte doppelte

nge eine Zerlegung
durch Parallele zu
inhalt eines der

Werden aber die Werte von z, y samtlich so gewihlt,
dass sie Vielfache eines mit einer gewissen ganzen Zahl M

gebildeten Bruches l%a die Differerizen benachbarter Werte
1

daher durchwegs gleich i

der Ebene in Quadrate vom Inhalte jl% zerlegt, und ist Z
ihre Anzahl, so ist

das Abnehmen der Differenzen Az, Ay wird jetzt durch be-
stindiges Wachsen der Zahl M herbeigefiihrt; mithin ist

1) S fazay — tim 152

fiir ein bestindig wachsendes M. Nun aber fillt Z offen-
bar zusammen mit der Anzahl der Punkte, welche bel der
beschriebenen Zerlegung des Gebietes K durch die gegen-
seitigen Schnitte der Teilungslinien darin erzeugt werden,
wihrend das linksstehende Integral den Flicheninhalt von X
ausdriickt. Gleichung 1) besagt also:

V/
Der Grenzwert des Bruches <= dessen Zihley die Anzahl

sind, dann erscheint das Gebiet K

M
der in das Gebiet X fallenden Punkte angiebt, kommt fiir eine

ohne Ende wachsende Zahl M dem Flicheninhajte des Gebietes K
gleich.
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Dehnt man die gleiche Betrachtung auf das Gebiet K’
der giinstigen Fille aus und bezeichnet die Anzahl der dahin
fallenden Punkte mit Z’, so ist auch hier

!
2) [ azay = tim ]—%,
die Integration iiber K' ausgedehnt.
Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist demnach gleich

!

e __ Inhalt des Gebietes K’_
" Inhalt des Gebietes K

, lim
3) p=Ulm 7=

lim;Z—

M2

Der Vorteil der geometrischen Anschauung ist auch bei
einer und bei drei unabhingigen Variabeln vorhanden, und
man wird hier zu analogen Sitzen gefiihrt, welche in den fol-
genden einen zusammengefasst werden konnen:

Das Verhiltnis der Punktmengen, welche n zwei Linien,
swei Flichen, zwei Riumen enthalten sind, wird durch das
Verhiiltnis der Liingen dieser Linien, beziehungsweise der Inhalte
der F'lichen und Riume ausgedriickt.

Bei mehr als drei Variabeln hort zwar die geometrische
Deutung auf, die Betrachtung bleibt aber im Wesen diéselbe
und liefert das folgende Resultat.

Hiéngt eine Wahrscheinlichkeit von den # unabhingigen
Variabeln #,, 2y, ... 2, ab, ist K das gegebene Gebiet der
moglichen, K' das aus den Bedingungen der Aufgabe ab-
geleitete Gebiet der giinstigen Wertverbindungen; so denke
man den Variabeln solche Werte erteilt, welche arithmetische

Reihen mit der gemeinschaftlichen Dift’erenzi bilden. Sind

M
Z, Z' die Anzabhlen der Wertverbindungen, welche solcher-

massen in K, K' sich ergeben, so ist fir ein bestindig
wachsendes M

4) lim% =[[...[dz da, ... dz,,
die Integration iiber das Gebiet K ausgedehnt,*®

* Vergl. R. Lipschitz’ Lehrbuch der Analysis, Bd.II, pag. 644
und 562, und die Abhandlungen Lejeune Dirichlet’s in Crelle's
Journal, Bd. 19, pag. 392 und Bd. 24, pag. 356 flg.
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5) lz'mj%=_/:f...fdx1dx2...dxn

die Integration iiber das Gebiet K' ausgedehnt, die verlangte

Wahrscheinlichkeit daher

!

Z
7 limW f/' . ../‘dxl Aty e s dz, (Gebiet K’)

p=lim =y [ [ . [deda, .. dz. (Gebiet K)
Mn

In Analogie mit den Fillen von 1,2,3 Variabeln kann
man das iber die Mannigfaltigkeit K ausgedehnte n fache

Integral
ff...fdwldx2...dx,.

den Inhalt des Gebietes K nennen; p schreibt sich dam

in der Form: .
Inhalt des Gebietes K’

6) P = Tnhalt des Gebietes K

Demmach kann der Inhalt eines Gebietes von n Variabeln
als ein Mass fitr die Anzahl der Wertverbindungen angesehen
werden, welche dieses Gebiet ausmachen.

Die Ermittelung einer Wahrscheinlichkeit, welche von
einer oder mehreren stetig verdnderlichen Grossen abhingig
ist, fihrt also auf die Berechnung des Inhaltes von zwei
stetigen Mannigfaltigkeiten gleicher Anzahl von Augdehn-
ungen, d.i. auf die Auswertung zweier mehrfacher bestimmter
Integrale.

4. Ausser der eben entwickelten allgemeinen Methode
giebt es noch viele andere, welche die Auswertung von
Integralen ginzlich ersparen oder doch Wwesentlich verein-
fachen. Andererseits filhrt die Anwendung dieser Methoden
zu Siitzen tiber bes'timr_nte Integrale, die in anderer VWeise
in solcher Allgemeinheit nicht leicht zu begriinden wiiren
Dadurch tritt dieser Zweig der Wahrscheinlich )
mit der Integralrechnung in eine bemerkenswert
Beziehung.

Die besonderen Methoden sind so mannj
kaum angeht sie anders als aus der Anwendun
Probleme kennen zu lernen. REine der wi

keitsrechnung
€ und wichtige

gfach, dags eg
g auf besondere
chtigsten besteht
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in der Anwendung geometrischer Mittelwerte, welche mit
den geometrischen Wahrscheinlichkeiten dadurch zusammen-
héingen, dass ihnen wie diesen stetige (esamtheiten geo-
metrischer Gebilde (oder stetige GeSamtheiten von Werten)
zu Grunde liegen. Auch hier besteht eine Wechselbeziehung,
indem umgekehrt die Bestimmung von Mittelwerten hiufig
auf die Ermittelung von Wahrscheinlichkeiten mit Vorteil
zuriickgefithrt werden kann.

5. Esist wiederholt vorgekommen, dass Probleme iiber geo-
metrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte abweichende
Losungen gefunden haben. Der Grund hierfir lag immer
in der verschiedenen Auffassung des Begriffes ,willkiirlich¥,
dessen Bedeutung thatsichlich nicht immer so klar zu Tage
liegt, um Meinungsverschiedenheiten auszuschliessen.

In einer gegebenen Geraden einen Punkt , willkiirlich
annehmen, das lésst wohl nur die eine Deutung zu: die Ent-
fernung des Punktes von einem festen Punkte der Geraden
kann jeden Wert, den die Grenzen der Geraden zulassen,
und jeden mit demselben Grade der Moglichkeit an-
nehmen.

Aber schon die Forderung, in einer gegebenen krummen
Linie einen Punkt ,willkiirlich® anzunehthen, kann verschieden
gedeutet und erfiillt werden; entweder kann darunter ein
Punkt verstanden werden, dessen von einem festen Punkte
der Kurve lings dieser gemessene Entfernung jeden vermige
der Ausdehnung der Kurve zulissigen Wert haben kann,
oder ein Punkt, dessen Abscisse — wenn die Kurve durch
ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten dargestellt
ist — jeden Wert; der zulissig ist, und jeden mit demselben
Grade der Moglichkeit annehmen kann.

Wihrend im ersten Falle der Kurvenbogen die Variable
ist, welche je eine stetige Mannigfaltigkeit der giinstigen
und méglichen Fille bildet, ist es im andern Falle die Ab-
scisse, und man muss zu verschiedenen Resultaten gefiihrt
werden, je nachdem man fiir das eine oder andere sich ent-
scheidet.

Aus dieser Betrachtung geht hervor, dass die Deutung
des Wortes ,,willkiirlich® mit der Wahl der unabhingigen
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. tlaute
Variabeln zusammentillt, Wo der Sinn aus dem Vivnflrnerhin
des Problems nicht eindeutig hervorgeht, kann Natur der
dartiber diskutiert werden, welche Auffassung der

Sache am meisten entspricht.

Erstes Kapitel

Willkiirlich angenommene Punkte.

6. Theorem I. Die Anzahl der Punkte in eimer Linie,
einer Fliiche, einem Raume wvon gegebener Ausdehnung wird
durch die Liinge der Linie, bezichungsweise. den Inhalt der Fliiche,
.des Raumes gemessen. ' ‘

Die Begriindung liegt in den S#tzen von Nr. 3 der Ein-
leitung, konnte aber unabhingig davon auch so gefithrt
werden. Denkt man sich in dér Linie, der Fliche, dem
Raume Punkte beliebig angenommen, so wiirde mit wach-
sender Anzahl ihre Anordnung der gleichférmigen Verteilung
iiber die Linie u.s.f. immer mehr zustreben und sie bei un-
endlicher Anzahl der Punkte erreichen. Man hat sich dem-
nach die Gesamtheit von Punkten, welcher ein willkiirlich
angenommener Punkt angehdrt, so vorzustellen, dass gleiche,
beliebig kleine Teile der Linie u.s.f. gleich viel Punkte ent-
halten, oder dass die Mengen der Punkte in ungleichen Teilen
sich wie die Grossen dieser Teile verhalten.

Die Vorstellung der gleichférmigen Dichte der Punkte
fallt. mit d.er Vorstellu'ng "einel: regfalm'aissigen Anordnung
derselben nicht notwendig iiberein, wird aber —
vereleacht und erlelchte.rt. Die Betrachtung, auf welche die
Begriindung der allgemeinen Sitze in Nr. 8 gich stlitzt, geht
thatséichlich von einer Imiissi : 2

. regeimissigen Anordnung der Punkte
(allgemein der Wertverbindungen der Variabeln) aus: di
Punkte in einer Geradein sind dquidistant und haben; del;
gegenseitigen Abstand ——;

; die Punkte in einer ebenen Fliche
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bilden die Ecken eines Netzes gleich grosser Quadrate vom

Inhalte 711[—2—; die Punkte im Raume erscheinen als Kcken

gleich grosser Wiirfel des Inhaltes % Und diese regel-
missige Anordnung bleibt withrend des Grenziiberganges,
d. i. bei unendlich wachsendem I/, aufrecht.

Von einem beliebigen Punkte einer krummen Linie wird
héufig in anderem Sinne gesprochen, als es dem Theorem I
entsprechen wiirde. Diesem zufolge wire ein Punkt der Kurve
durch den von einem festen Punkte geziihlten Bogenabstand s
zu charakterisieren; erteilt man dem s Werte, welche Viel-

fache des Bruches % sind, so wird dadurch auf der Kurve

eine gleichférmige Punktreihe bezeichnet, welche gleichférmig
bleibt, wenn M tiber alle Grenzen zunimmt.

Ist aber die Kurve, auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system bezogen, durch die Gleichung

y=F(=)
dargestellt, und fasst man als ,beliebig" einen Punkt auf,
der einem beliebigen Werte von z entspricht, so wird durch
eine Wertreithe von z, deren einzelne Werte die aufeinander

folgenden Vielfachen des Bruches sind, auf der Kurve

1
M
eine ungleichformige Punktreihe angegeben, die auch dann
ungleichformig bleibt, wenn M ins Unendliche wichst.
Wieder andere Punktreihen wiirden der Darstellung der

Kurve durch die Gleichungen

z=9), y=1vu
oder durch die Polargleichung

r =)
entsprechen, wenn jedesmal der einem beliebigen Werte
von u, beziehungsweise 0 entsprechende Punkt der Kurve
als willkiirlich angenommen aufgefasst wird.

Dass man zu verschiedenen Resultaten gelangen muss,
wenn man ein und dasselbe Problem mit Zugrundelegung
dieser verschiedenen Gesamtheiten von Punkten Iost, ist
selbstverstindlich.
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einem Raunme
so denke man
einen zweiten,
Die Anzahl der
dritte, ... Potenz
der Linie u.s.f

Sind in einer Linie, einer Fliche oder
zwei, drei, ... Punkte willkiirlich anzunehmen,
gich zuerst einen, unabhiingig von diesem
dann einen dritten Punkt ... angenomm?n-
Punktcomplexe wird dann durch die zweite,
jemer Zahl gemessen, welche die Grosse :
angiebt. Dabei ist wohl zu beachten, dass em.? hera-u s
gegriffene Gruppe in der Gesamtheit so oft gezéhlt wird,
als die Punkte, wenn man sie wie verschiedene Klemente
ansieht, Permutationen ergeben wiirden, also 2!, 3}7 ...m.a,l;
denn jeder Punkt der Gruppe kannm als erst-, zweit-, dritt-
gewihlter ... betrachtet werden.

Bezieht sich ein Problem auf zwei in einer gegebenen
Geraden willkiirlich angenommene Punkte, so bilden die
‘Wertverbindungen der Abstinde dieser Punkte von einem
Endpunkte der Geraden eine Mannigfaltigkeit zweiter Ord-
nung; eine solche entspricht aber auch den Punkten einer
ebenen Fliche, so dass die urspriingliche Aufgabe auf eine
solche zuriickgefithrt werden kann, welche einen Punkt in
einer ebenen Figur betrifft.

Gleicher Weise kann ein Problem iiber drei in einer
Geraden willkiirlich anzunehmende Punkte zuriickgefiihrt
werden auf ein anderes, das auf einen Punkt im Raume
sich bezieht.

Der Fall einer zwischen gegebenen Grenzen willkiirlich
zu whhlenden Zahl ist identisch mit der willkiirlichen An-
nahme eines Punktes in einer Geraden, deren Linge dem
Intervall der Grenzen entspricht, an welche die Zahl ge-
bunden ist.

1. Punkte in Linien.

1. Problem I. In der Geraden AB — g 4ipg ein Punkt
willkiirlich  angenommen; welches ist die Wahrscheinlichleit
dass seine Entfernung von A zwischen den Grenzep, :

; ) X und x 4 d
enthalten ist, oder wie man kurz sagt, dass sie gleich x z':t-g i

Lésung. Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist @
a
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8. Problem II. Wie gross st die Wahrscheimlichkeit,
dass der in AB = a willkiirlich angenommene Punkt niher
an A legt als an B?

Losung. Die geforderte Wahrscheinlichkeit ist %7 weil

es ebensoviel giinstige Fille giebt, als ungiinstige.

-9. Problem IIL. Mit welcher Walwscheinlichkeit werden
swer belieblg wn AB = a angenommene Punkte innerhalb der
Enifernung b von A liegen?

Losung. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt inner-
halb der Entfernung b von 4 sich befindet, ist %; dass zwei

unabhiéngig von einander angenommene Punkte diese Be-
2

dingung erfiillen, dafiir ist die Wahrscheinlichkeit p =%-

10. Problem IV. Die Wahrscheinlichkeit 2u finden, dass
von swer willkiirlich in AB = a angenommenen Punkten der
erste von A weiter enifernt ist als der zweite.

Losung. Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Punkt
in die Entfernung o von A4 fillt, ist d—;; die Wahrscheinlich-
keit, dass der zweite niher an A, also innerhalb der Ent-
fernung # von A liegen wird, ist %; daher die zusammen-

gesetzte und vollstindige Wahrscheinlichkeit

a

‘zdx 1
p= a2 =§5

0

eine einfache Betrachtung bestitigt dies Resultat.

11. Problem V. In der Geraden AB = a werden zwei
Punkte willkiirlich angenommen; wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit, dass ilwe gegenseitige Entfernung einen' gegebenen Be-
trag b idiberschreitet?

Erste Losung. Die Wahrscheinlichkeit, dass der erste
Punkt in der Entfernung z, der zweite in der Entfernung y

von A liegen wird, ist xa?y; wird



1) y>a

vorausgesetzt, so tritt ein glinstiger Fall ein, wenn
2), Yy—x > ba
3) y < a

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also das- ﬁbex: dle. durch
die Ungleichheiten 1)...3) begrenste Mannigfaltigheit aus-
gedehnte Integral des. obigen Ausdruckes, welches jedoch zu
verdoppeln ist, um auch die Fille

y<z
einzubeziehen, also
a—b a
2 a— b\?
=3 [ flrnn (57
0 z--b

Zweite Losung. Man kann die Entfernungen z, y der
beiden Punkte von A als Koordinaten eines Punktes P
ansehen, welcher in dem Quadrate 0ABC (Fig. 1) von
der Seite @ willkiirlich angenommen
wurde; der arithmetische Unterschied
dieser Koordinaten giebt die jewei-
P lige Entfernung der erstgenannten
w 2zwei Punkte an. Konstruiert man

OD=0E=b, DF und EG parallel

OB, so tritt ein giinstiger Fall ein,

so oft der Punkt P in eines der Drei-
g D A ‘ecke DAF, CEG fillt. Demnach

ist die verlangte Wahrscheinlichkeit
DAF + CEG @ — B\ 2
T 04BC =( )
12. Problem VI. Eine Gerade, deren Linge a ist, wird

durch zwet beliebig gewdhlte Punkte in -dye; Tejle geteilt; die
Wahrscheinlichkeit zu finden, dass kein Tej] grosser ist a,ls b

Fig. 1.
c & B

a

Lésung. Nimmt man in dem rechtwinklig-gleichschenlk-
ligen Dreiecke ABC (Fig. 2), wo AB — AC=a ist, den
Punkt P willkiirlich an, fiilhrt durch ihn die Linien PQ7 RS

2

parallel, beziehungsweise rechtwinklig zu 4B, so kbnnen
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PQ, PR, PS als die erwihnten Abschnitte der Geraden a
gelten. Im weiteren sind zwei Fille zu unterscheiden.

1 .
1.b> 54 (Fig. 2). Man konstruiere AD = BE—AF

= C0G = b, DH rechtwinklig zu 4B, Fig. 2.
FK rechtwinklig zu AC und verbinde CN

E mit G. Ein giinstiger Fall ergiebt

sich, so oft der Punkt P in das FAJ(
Sechseck EDHKFG fallt. Die ver- B
langte Wahrscheinlichkeit ist also in G}\ e
diesem Falle Q P

ABC—3.4AEG b 4 B
D o= =135 )- oy

2.0 < %a (Fig. 3). Dieselben Konstruktionen wie vor-

hin fithren zu einem Dreieck LN, o Tig. 3.
welches die giinstigen Lagen von P "
enthilt. Folglich ist fiir diesen Fall

LMN /3b-a\’ G _
2 2-Yge~ (") r Z{\LK
13. Problem VII. FEin diinner M
Stab wvon der Linge a wird in drei 4 7 B

Stiicke zerbrochen.  Welches st die
Wahrscheinlichkeit, dass aws den Stiicken ein Dreieck gebildet
werden kann?

Erste Losung. Die Lingen z, y, # der drei Stiicke
unterliegen den Bedingungen

1) z+y+o=a;
ytezaz,

2) t+a>y,
x4y =2

aus welchen durch Elimination die neuen Bedingungen
folgen

3) P

8
I

o R
<
IA

|
IA

=,
2
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Die vorliegende Aufgabe f£41l4 also mit der vorigen iber-

ein, wenn b = a gesetzt wird; mit dieser Substitution liefert.
?

aber sowohl Gleichung 1) als 2) in Nr. 12
1

r=1y
Zweite Losung. Werden #, ¥, 2 als rechtwinklige

Koordinaten eines Punktes im Raume ang?sehen, 80 re-
prisentiert Gleichung 1) das

ebene Dreieck ABC (Fig. 4),
dessen Ecken in der Entfernung
a von O liegen, wihrend den
Relationen 3) fiir das untere
Zeichen Ebenen entsprechen,
welche den Koordinatenebenen

Fig. 4.

parallel und um 2 yon den-

4
selben entfernt sind. Die letzt-

genannten drei Ebenen schnei-
den aus dem Dreieck ABC das
Dreieck D EF aus, welches augenscheinlich an Fliche viermal
kleiner ist als ABC.

Die Koordinaten aller Punkte des Dreiecks ABC geben
alle moglichen und die Koordinaten der Punkte des Drei-
ecks DEF alle giinstigen Fille; die Wahrscheinlichkeit, nach
' DEF _ 1,

ABC = 4

14. Problem VIIL. DMit welcher Wahrscheinlichkeit kann.
aus drei beliebigen, jedoch unter einer gemeinsamen Gremze an-
genommenen Lingen ein Dreieck gebildet werden?

der gefragt wurde, ist daher p —

Erste Losung. Hs sei a die gemeinsame Grenze der
drei Lingen. Man denke sich dieselbe zuniichst in 4 gleiche
Teile geteilt, bezeichne die Grosse eines Teiles mit /¢ und

* Vergl. fiir diese von E. Lemoine aufgestellte Aufgabe die Ab-
bandlung L. Lalanne’s im Journal Liouville, 1879, pag. 107 4
ferner E. Lemoine’s Losung selbst im Bull. de la Soc, Mathém ge,
France, t. I, pag. 39. — Vergl. auch das Problem in Nr, 120. '



setze voraus, die angenommenen drei Lingen z,y,z seien
Vielfache von ./a; dann hat man die Bedingungen

r=E.da<a,
1) y=n.4da<a,
2=¢. da<a,

oder wegen a =mn. da
2) §§n.7 né“a gé"

Die Aufgabe kann dann in folgender Form ausgedriickt
werden:

Drei ganze Zahlen &, n, &, simtlich kleiner als n, werden
willkiirlich herausgegriffen; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sie Masszahlen der Seiten eines Dreiecks vorstellen kinnen?

) Werden Wiederholungen zugelassen, so ist die Anzahl
der mbglichen Zahlengruppen n(n + 12), (n+2) y die verlangte
‘Wahrscheinlichkeit, wenn mit «, die Anzahl der giinstigen
Gruppen bezeichnet wird,

6,

) P A D0 2)

Um u, zu ermitteln, dehne man die Grenze bis n 41
aus; die neu hinzutretenden giinstigen Verbindungen, Au,
an der Zahl, werden siimtlich die neue Zahl % + 1 enthalten.
Stellt man diese an die Spitze, so kann die noch ibrige
Ambe mit n +1 beginnen und mit allen Zahlen von # 41
bis 1 schliessen, oder mit 7 beginnen und mit allen Zahlen

n
E be-

von n bis 2 schliessen; ... endlich bei geradem n mit

ginnen und schliéssen, bei ungeradem » mit z _2}_ 1 beginnen

n+1 oder n —
2 2

ein gerades n:
4) duy=n+1)+m—1)+...+1 =i—(n2+ in + 4),
fiir ein ungerades #:

5) = (0 + 1)+ (1 — 1) 4.k 2= (0 4+ 3).

1 schliessen. Demnach ist fiir

und mit



Es bilden also die Werte von u, mit geradem Zeiger
eine arithmetische Reihe dritter Ordnung mit
wg=—1, A'uy=3, A%uy =T, A"uy=4*
go dass fiir ein gerades %
4n® 4+ 18n%+ 20n
6) Up = is ;
ebénso ergeben die Werte von u, mit ungeraden Zeigern
eine arithmetische Progression dritter Ordnung mit
u =1, AI%1= 6, A'2u1= 9’ A'3M1=4:,**
daher ist fiir ein ungerades »
4n3 4+ 18n2 4+ 20%n + 6
)] Uy = 18 .
Durch Einsetzung dieser Ausdriicke in die Gleichung 3)
ergiebt sich fiir ein gerades u:
8) p___4n3+18n2+20_n= 212-{-5,
: 8nn+1D)m+2) 4(n+1)
fiir ein ungerades #n:
9 pa 4n°+18n°+ 20n+ 6 _ (2n+1)(n+ 3)
" 8n(n+1)(n + 2) A4n(n + 2)
Die Ausdriicke-6) und 7) lassen sich unter die gemein-
schaftliche Form
. 4n34+18%% 4 20n + 3 — 3(—1)
Uy = 18
bringen, dann schreibt sich fiir ein beliebiges n
4n3+18n*+ 20n + 3 — 3(—1)*
= 8n(n+1)(n+ 2)
) Sind Wiederholungen nicht zulissig, so ist %2.)
die Anzahl der mdglichen Zahlengruppen; wird die Anzah] der
glinstigen Gruppen mit -, bezeichnet, so ist

6v,
1) B =D —3)

*A’uo=duo+du1—1+2"3 duﬁ_‘du2+dus‘—4+6“10
A'uy =Aduy, +Aduy;=u.s.f

kg d/ul=dul+du2—-2+4=6 dus_dus+du4—6+9-15
A" wy =Auwy; + dug = u.s.f,
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-Erweitert man behufs Bestimmung von v, die Grenze
bis %+ 1, so werden die neu hinzukommenden giinstigen
Gruppen simtlich die Zahl » 4 1 enthalten, welche an die
Spitze gestellt mit folgenden Amben verbunden werden kann:

nundn —1, n —2,...2,
n—1 , n—-2,12—38,...3,
n—2 , n—3,n—4,..4,
bei geradem % ist also:

1) dva= (1= 2) + (1 — 4) ...+ 2 = (s 20),
bei ungeradem n:

12) 4dv,= (n ~— 2)—{—(1@—-4)—]—...—}—1=%(n2—2n+1).

Die Werte von », mit geraden Indices bilden demnach
eine arithmetische Progression dritter Ordnung mit
vo=0, A'vy=0, 4dy=1, A'%y,=4%*
woraus

3 __ 2
13) v, — 4nd —18n% + 20n.

48 ’
ebenso stehen die v, mit ungeraden Zeigern in einer arith-
metischen Progression dritter Ordnung mit
v, =0, Ad'v,=0, A% =3, Ay =4
o 4n3—18n%+ 20 6
4n®—18n n—
14) Yy = 3 .
Mit diesen Ausdriicken giebt Gleichung 10) fiir ein
gerades n:

15)

4n®—18n°+20n  2n—5
Par= Snin—L)(n—2) 4m—1)
fiir ein ungerades n:
16)  po— 4n°—18n°+20n—6 _ (2n—1)(n —3)
" 8n(n—1)(n — 2) dn(n — 2)

# Al =Adv,+ A0, =0+0=0, Adv,=dv,+dv,=0+1=1,
A, =Adv, + dvy, = u. s. f.
s d'7)1=d'1;1 +4dv,=040=0, 4’1}3:——4103—}—[11)4:1-,—2:3,
A vy = dv, + dvg = u. s. £.
Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 2
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Durch Zusammenziehung ergiebt sich. fiir ein belie-

bi S N:
e 4n®— 18+ 20m — 3 + 3(=1)"
Un=TT 48
4n®—18n2 + 200 — 3+ 3(—1)*
b= 8n(n —1)(n—2)

Der T"Jberga,ng zum urspriinglichen Problem erfolgt nun
dadurch, dass man die Teile Za unendlich klein, ihre An-
zahl n also unendlich gross werden lisst. Aus allen vier
Formeln 8), 9), 15), 16) ergiebt sich dadurch derselbe Wert

fir die verlangte Wahrscheinlichkeit, nimlich p =%-

Anmerkung. Im Falle «) sowohl als §) bilden unter.
Voraussetzung eines geraden # die drei aufeinander folgenden
Werte

Py Preb1y Pnd2
eine arithmetische Progression, im ersten Falle mit der

. 3 . . . .
Differenz ; im zweiten mit der Differenz

] 4(n+1)(n+ 3)

i+ 1D)(m—1)

Zweite Losung. Die Strecke 4B (Fig. 5) stelle die ge-
gebene gemeinsame Grenze vor; AX, AY, AZ seien die drei
beliebigen Lingen, entstanden durch willkiirliche Annahme

S 5. der Punkte X, ¥, Z in AB. Da es
v o I von vornherein klar ist, dass die
- ——+—B fragliche Wahrscheinlichkeit von

der Grbsse AB nicht abhingen
wird, so ist es erlaubt, die grosste der drei Lingen, 47, als
Grenze anzusehen. Setzt man dann 4 X — z, AY =y,
AZ= a, so hat man die einzige Bedingung

z+y>a

Aber zu jedem Wertepaare 2,7y, das djese Bedingung
erfiillt, gehort ein anderes a —x. a —y, — gy ek, i
von Z statt von A aus gemessen — welches sie nicht er-
fiillt, indem dann

Ar——
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(@—)+@—y<a

ist; d. h. zu jedem giinstigen Falle gehort ein ungiinstiger
oder die verlangte Wahrscheinlichkeis ist

1

2

15. Problem IX. Die Wahrscheinlichkeit 2w finden, dass
aus drei inmerhalb gegebener Grenzen a und b willkiirlich
gewdihlten Lingen ein Dreieck gebildet werden kann.

Lésung. Bezeichnet x die kleinste, y die mittlere, 2 die
grosste der drei Lingen, so haben die genannten Gréssen
folgende Bedingungen zu erfiillen:

1) z > ay
2) 2 < b;
3) © <y
4) y <2
5) <z +y.

Fasst man z, y, # als rechtwinklige Koordinaten eines
Punktes im Raume auf, so begrenzen die fiinf Ebenen,
welche durch die Relationen 1) bis 5), wenn darin das untere
Zeichen genommen wird, dargestellt sind, ein Pentaeder oder
Tetraeder, und alle Punkte innerhalb dieses Korpers besitzen
Koordinaten, welche obigen Bedingungen gentigen. Der sechs-
fache Inhalt des Polyeders — mit Riicksicht auf die sechs
moglichen Vertauschungen der Buchstaben z, y; # — giebt
also die Anzahl der giinstigen Fille, wihrend (b — a)® die
Anzahl der moglichen Ille ist.

Die Gleichungen 1) bis 4) zun#chst filhren zu einem
Tetraeder ABCD, welches in Fig. 6 (8. 20) durch seine Pro-
jektionen A'B'C'D', A"B"C"D", A"B" C"D" auf den drei
Koordinatenebenen dargestellt ist.  Beziiglich: der fiinften
Ebene 5), deren Spuren in den Ebenen YZ, ZX die Winkel
Y0Z, ZOX halbieren, konnen zwei Fille eintreten.

1.. Ist 8> 2a, wie in dem der Figur zu Grunde ge-

legten Falle, dann schneidet die Ebene 5) von dem Tetraeder
9%
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ABOCD ein kleineres Tetraeder EFCG ab und erzeugt SO €l

Pentaeder.
9. Ist b < 2a, so geht die Ebene 5) an dem Tetraeder

ABCD vorbei, ohne es zu schneiden, und alle Punkte inner-
halb desselben geniigen den Bedingungen 1) bis 5).

Fig. 6.
VA
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Die zur Berecimung des Rauminhalts erforderlichen
Dimensionen sind der Darstellung leicht zu entnehmen.
Das Tetraeder ABCD hat zur Basis das Dreieck

1 Ao
ABC = T (6 — @)? und zur Hohe CD <= p _ a, sein Tnhalt

ist also % (6 — a)®
Das Tetraeder EFCG hat 5

EFC j .1_ (Z — Qa; und :[-.;ur Gruhdﬂ&ﬂhe das Dreieck
= zur Ho eC’G:b_Qa, soitn Tohali

. 1 ,
ist daher i & — 2a).
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Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist also
fiir b > 2a:

-4 - ()

1)
fir b < 2a:

letzteres Resultat wird durch einfache Uberlegung bestitigt.®

Anmerkung. Das vorige Problem VIIT ergiebt sich
als besonderer Fall des vorliegenden, wenn man die untere
Grenze a verschwinden liisst. In der That giebt Formel 1)

fir @ = O wieder p — —;-

16. Problem X. FEine gegebene Gerade wird willkiirlich
wm drev Teile geteilt; es ist die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass aus den Abschnitten ein spitewinkliges Dreieck gebildet
werden kann.

Losung. In andere Worte gekleidet lautet das Problem:
In einer gegebenen Geraden sind zwei Punkte beliebig an-
genommen; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass das
Quadrat eines jeden der drei Abschnitte kleiner ist als die
Summe der Quadrate der beiden anderen?

Bezeichnet P die verlangte, @ die Wahrscheinlichkeit,
dass das Quadrat des mittleren Abschnittes grdsser als
die Summe der Quadrate der beiden andern ist, so ist

1) P=1-3¢.

Sind ferner X, ¥ die beiden in der Geraden AB=ga
beliebig gewihlten Punkte, z, y ihre Abstinde von 4, so
kbonnen beztiglich der gegenseitigen Lage von X und Y zwei
Fille eintreten: X ist weiter von A entfernt als Y, dann
sind y, 2 — y, @ — x die Lingen der drei Abschnitte; oder X
liegt niher an A4 als Y, dann sind die Abschnitte z, y — «,
& —y. Wenn nun ¢ die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass

# Vergl. L. Lalanne’s Abhandlung ,De l'emploi de la Géométrie
pour résoudre certaines questions de moyennes et de probabilités“ in
Liouville's Journal 1879, pag. 1071lg.
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itig si 5 den
jm ersten der genannten, gegenseitig sich ausschliesseD

Fille die Bedingung .
2) (@ —y)?>y*+ (@—2) . ‘
erfiillt ist, so gilt diese Wahrscheinlichkeit aJu.ch fiir die
analoge Bedingung im zweiten Falle, oder es ist @ = 2,
daher
3) P=1—6q.

Aus der oben angeschriebenen Bedingung folgt aber
2

a
Y<O= gy
2

. 73 .
y darf also zwischen den Grenzen O und o — = oder inner-
z

4

2

halb eines Intervalls von der Ausdehnung o — ;—x enthalten

sein, und da alle Werte von y zwischen O und @ gleich
moglich sind, so ist
12
2z
die Wahrscheinlichkeit, dass die Bedingung 1) erfiillt ist.
Multipliziert man dies mit da_x’ der Wahrscheinlichkeit, dass X

die Entfernung « von 4 besitzt, so erhilt man die Wahr-
scheinlichkeit, mit welcher die Beziehung 1) bei dem be-
sonderen Werte z erfiillt ist.

Um ¢ zu erhalten, hiitte man also den Ausdruck

a \ dz
(1’% e

auf dem ganzen Wertgebiete von #, d. i. von O bis @ zu
integrieren. Nun ist aber zu beachten, dass der Ausdruck

1— %; der eine Wahrscheinlichkeit vorstellt, fir Werte
a

von z zwischen O und 3 negativ wird; dieger negative Wert
ist jedoch gleich Null zu achten, weil, weny 222 o
x !
Summe der beiden ersten Abschnitte (v, z — Y) klein2e s
roa

der dritte (@ — ), daher iiberhaupt kein Dyejp k moolich :
Auf Grund dieser Bemerkung ist ¢k moglich ist,



a\dx 1
4) 9=f(1*%)7=§—:7“

und nach Gleie}-nung 3) das gesuchte
5) P=31.2 2

17. Anmerkung. Der bei der Losung obigen Problems
beobachtete Fall, dass die Funktion, welche eine von einer
oder mehreren Variabeln abhiingige Wahrscheinlichkeit aus-
driickt, das Wertgebiet der positiven echten Briiche verlisst,
wiederholt sich bei der analytischen Behandlung analoger
Aufgaben hiufig. Das Negativwerden der Funktion deutet
dann darauf hin, dass das fragliche Freignis bei dem be-
treffenden Werte der Variabeln nicht eintreffen kann,
wihrend ein die positive Einheit iibersteigender Wert an-
zeigt, dass das Ereignis notwendig eintreffen muss.

Fiir soleche Fille hat Hugh M’Coll im XV. Bande der
yEducational Times“, pag. 20flg., ein Verfahren angegeben,
dessen Grundziige hier kurz entwickelt werden sollen, um
es spiter bei einigen Aufgaben in Anwendung bringen zu
konnen.

b
1. Mit dem Symbol f(p (%) . px soll der Grenzwert be-

o|n

b
zeichnet werden, welchem die SummeZq;(x) . dz bei un-

endlich abnehmendem Az, daher unendlich zunehmender
Gliederzahl sich nihert, vorausgesetzt, dass fiir negative
Werte von ¢(z) die Null, fiir positive, die Einheit iiber-
ragende Werte von ¢(z) die Einheit gesetzt wird.

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die
folgenden Formeln.

Ist zwischen den Grenzen o und b bestindig ¢ (z) <0,
so ist

b
fqy(x).px=f0.dx=0.

Bleibt ¢ (z) auf dem bezeichneten Wertgebiet ein echter
Bruch, so ist
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b b
(@) .pe—[9@) -,
das Zeichen px kann also durch dx ersetzt werden.
Ist @ (#) zwischen den Integrationsgrenzen bestindig
positiv und grosser als 1, so ist

b b
Jo@) .pr=J1.do=0b—a.

Treten mehrere der angefilhrten Fille zusammen auf,
so ist das Integrationsintervall entsprechend zu zerlegen.

2. Dies vorausgeschickt bezeichne ¢ () fiir jeden Wert
von z zwischen @ und b die Wahrseheinlichkeit eines von 2

5 cﬁv a die Wahrscheinlich-

abhiingenden Ereignisses; nachdem

keit eines bestimmten, zwischen o und b gelegenen Wertes

von x ist, so bedeutet g (z). b_d:ac_a die Wahrscheinlichkeit,

dass mit diesem besonderen Werte von z das erwartete
Ereignis eintreffen werde, und

b_l_“f;@).px

a

die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses bei einem will-
kiirlich innerhalb der bezeichneten Grenzen gewihlten Werte
von .

3. Andert die Funktion @(z) auf dem Wertgebiete von
z ihre Foi’m, und gilt ¢, (z) fiir Werte von z zwischen o
und a,, @, () fir Werte von z zwischen a, und N ()
endlich fiir Werte von z zwischen a,_; und a,, damn ist
die Wahrscheinlichkeit des erwarteten Ereignisses fiir einen
zwischen @, und @, beliebig angenommenen Wert von 2 gleich

a9

1
— {/¢1(x>-px+

a) 2

?:(2) 'px+"'"';'/¢n—1(x).}7x}-

4. Hingt die zu bestimmende Wahrschein]

; ichkeit von
mehreren, innerhalb gegebener Grenzen unabhip

hﬁ-n gig ver-
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inderlichen Grdssen ab, so gehe man so vor, als ob zu-
nichst alle Variabeln, bis auf eine, gegebene Werte hiitten,
und suche die Wahrscheinlichkeit fiir einen willkiirlich an-
genommenen Wert dieser einen Variabeln auf, Mit dieser
Wahrscheinlichkeit gehe man in Bezug auf eine zweite
Variable ebenso vor und so fort, bis alle Variabeln eli-
miniert sind und die Wahrscheinlichkeit in gegebenen Zahlen
ausgedriickt ist.

In Anwendung dieser Regeln auf das Problem X hitte
sich die Rechnung fiir ¢ so gestellt:

q=%/g<1—?ax—>.p % f dx—l—f
1 1

=§ §l.2.

18. Problem XI. Fine Gerade wvon gegebener Linge a
wird willkiirlich in vier Teile geteilt. Die Walwrscheinlichkeit
2w finden, dass die Summe der Quadrate irgend dreier Teile
Eleiner ist als das Quadrat des vierten Teiles.

Losung. Die vier Teile mogen mit =, y,2, a — 2 —y — &
bezeichnet werden. Jeder derselben kann zwischen O und a
liegen, daher die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Wert-
kombination

1) 6—. L. — =

de dy dz _ 6
o a a a®

do dyde,

entsprechend der Anzahl Vertauschungen der Buchstaben
%, y, 2. Die giinstigen Kombinationen haben der Beding-
ung

2) Pty i< (a—w—y—2°

und noch drei dhnlich gestalteten Bedingungen zu entsprechen,
deren jede mit derselben Wahrscheinlichkeit erfillt wird.
Bs geniigt daher, die Wahrscheinlichkeit fiir eine dieser
Bedingungen, z. B. fiir die angeschriebene, zu ermitteln und
zu vervierfachen.
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Aus 2) folgen die weiteren Beziehungen:

(a—z—yP—2a—9 _,
1 )
((1,—30)2*—5‘92 !

2(a_x> y‘)

x<—;—a

3) y<

Die erste ergiebt sich durch Auflésung von 2) nach ¢,
die zweite aus der Forderung, dass die Grenze 2 von z ein
positiver Betrag, ebenso die dritte aus der Forderung, dass
die Grenze 4 von y positiv sein muss. Die vollstindige
Wahrscheinlichkeit wird also erhalten, indem man das Inte-
gral des Ausdrucks 1), iiber das durch die Relationen 3)
begrenzte Wertgebiet ausgedehnt, mit 4 multipliziert, d. h.

es ist:
1
=Z2§_’/ f/dxdydz
R

—a

”

2 @—z—yrP—a—y

—a3fdx 2a— o —g) dy.
0

0

Zerlegt man die unecht gebrochene Funktion in die
Bestandteile

2 y—at+az
so wird weiter:

Bl i 252,

1

2°
12 — )2
=3+ e i(d —x)? 4 22} - (a2(ax_)— ;ngzd z,

0

und durch partielle Integration, indem
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a— x)% 4+ a?
{(a—x)2+x2}dx=du, Z.(“2(a/_)—_x>2=?)
gesetzt wird, ergiebt sich endlich leicht
4) p=06+4=m—127.2.

19. Problem XII. Von un gleichlangen Strecken wird je
ein Stiick willkiirlich abgeschnitten; die Wahrscheinlichkeit zu
finden, dass die v* Potenz der Masszahl des grissten Stiickes
grosser st als die Summe der rier Potenszen der Masszahlen
der 1iibrigen Stiicke.

Losung. Die gemeinsame Liinge der gegebenen Strecken
als Hinheit genommen seien z;, ,,...#, die Lingen der
abgeschnittenen Stiicke. Die Wahrscheinlichkeit irgend einer
Wertverbindung derselben ist dz, da, ... dz,.

Angenommen, das erste Stiick sei das grosste, so soll
1) 2wy < 2,

und da jedes Stiick mit derselben Wahrscheinlichkeit das
grosste sein kann, so braucht die aus obiger Annahme
resultierende Wahrscheinlichkeit nur nfach genommen .zu.
werden; die vollstindige Wahrscheinlichkeit des {raglichen
Ereignisses ist demnach

2) p=njdx1ff...fdx2dx3...d:cn,
0

das vielfache Integral auf das durch 1) charakterisierte
Wertgebiet der Variabeln ausgedehnt. Mit den Substi-
tutionen

wyr =y, Tr=Ey, =) En
wird

g e L)
p=7-n1-®—1./[x1n_—ldxlb//“/(§2§3-gn) d§2d§3...d§n,

das vielfache Integral nunmehr ausgedehnt tiber alle positiven
Wertverbindungen der neuen Variablen &, ... §,, die mit der

Beziehung
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B+ B+ T E <1 ,
er Wert dieses Integrals ist™

%F(l)}”'l

jx1" —ldx, = %7

3)
vertriglich sind. D

und da ferner

go ist schliesslich ’ 1\ |n—1
5 oL {F <_>}
- :
7 r (n 1 + 1)
Fir » =1 erhilt man aus der allgemeinen Formel 4):
_ @ 1
2 =Ty T =1

und ist insbesondere 3 die Anzahl der Strecken, so wird

Nach Einfiihrung der Grenzen lautet das Integral
1 1-§ 1-6-§ 1-&H-&-..b6n-1

/f f /-5253--- n)rl“dggd@...dgn,

Von dem allgemeineren drelfachen Integral

l-z 1—z—y

ff fac’ lym-ig-tdx dyds

ausgehend, ergiebt sich durch successive Ausfilhrung der Integrationen
unter Anwendung der leicht zu erweisenden Formel

: () I(m)
I'(l+ m)

0 1 1_.2
. A :
I'= ijl—ldx,/ym”(l —z—yrdy
0

I'(n) I'(m)I'(n +1)
TTw+1) T'm+n+1),
I'm)  I'(m)I'(n+1) IO m - n + 1)
I'(n+1) I'(m + n 4 1) m_m
I'()I'(m)I'(n)
TTi+mFa+i)

e — )" 1dg = ol +m-1

zunéchst

fvz Y1 — g)mtrdy

2)
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1
2= 5

vt

offenbar ist dies die Wahrscheinlichkeit, dass aus drei unter
einer gemeinsamen Grenze angenommenen Liingen kein Drei-
eck gebildet werden kann.*

Fir » = 2 ergiebt sich aus Gleichung 5)

1 n —1 1 n—1
1 ir(3)] B (Z“) ]
2 9n—1 n+1\  _m 1N
riz) (%)
und fiir drei Strecken insbesondere

L,
P, — 4 1
re 4
es ist dies zugleich die Wahrscheinlichkeit, dass aus drei
unter einer gemeinschaftlichen Grenze beliebig angenommenen
Strecken ein stumpfwinkliges Dreieck gebildet werden
kann, weshalb die Wahrscheinlichkeit eines spitzwinkligen
Dreiecks unter denselben Bedingungen gleichkommt#*

o

1
3,0 =1-p®=1— 2=

und es ist klar, dass dieser Vorgang auf beliebig viele Variable aus-
gedehnt werden kann, wodurch man erhalten wiirde:

1 1-z 1—z~y l-z—y-—.

J:/'f---fml—*ym*lz””i...v“*dxdydz...dv I'OrmIm.. . Is)

I'l+m4+n+...+s+1)
Das Integral J, Gleichung 1), um dessen Ermii;telung es sich

handelt, ergiebt sich als besonderer Fall des vorliegenden, und zwar wenn

1
l=m=n=...==

gesetzt wird; mithin ist thatsichlich
1\ -1
r ()
T m—1
r(*5+1)
# Vergl., Problem VIII, Nr. 14.
#* Vergl. hiermit Problem X, Nr. 16.
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Die beiden letzten Resultate konnen leicht auf geome-
trischem Wege verifiziert werden. Der Gesamtheit der Ver-
bindungen positiver Werte der Variabeln x;, @y, 2, welche

durch

o <l, 2,<1, 2,<1
charakterisiert wird, entspricht geometrisch ein Wiirfel 06
(Fig. 7) von der Seitenlinge 1; die Gesamtheiten positiver
Wertverbindungen derselben Variabeln, welche den Beding-

ungen
2 2 2 2
@ 2 %"+ 4%, %’ > w1’ > @+ xyt

Tig. 1. genfigen, werden geome-
X, trisch durch drei Kegel dar-
. gestellt, welche in O ihren
¢ E gemeinschaftlichen Scheitel

haben und deren Grund-
flichen die Kreisquadranten
D G AEF, BFD, ODE sind.
0 | x Daraus folgt fiir die Wahr-
* scheinlichkeit, dass eine der
obigen Bedingungen erfiills
— ist, oder dass aus den Strek-
ken z;; %,, @; ein stumpf-
‘ winkliges Dreiecksich bilden
ldsst, der Ausdruck

2
4=

»-Aogi,__l
Y

wie oben.

20. Problem XIIL. In dem Umfange eipes gegdbenn
Vierecks werden wvier Punkle belicbig angenommen.  Mit
welcher Wahrscheinlichkeit schneiden  sich ihye Verbi .
linien inmerhalb des Vierecks? erbindung

Lésung. ABCD (Fig. 8) sei das gegeh .
AB —u BO—b OD—c DA —q gegebene Viereck,
1. Man denke sich zuerst zwei der Punkte, p Q, inb
nachbarten Seiten angenommen und setze B Pi_ a; 1;9 (:211 e-
=z, —

Wird nun ein dritter Punkt R beliebig in BQ gewihlt
, S0
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kann der vierte Punkt S, wenn PQ und RS innerhalb des
Vierecks sich schuneiden sollen, in dem Linienzug PADC,
dessen Liinge ¢+ d+a— = ist, willkiirlich angenommen
werden. Die Anzahl solcher Linien
RS wird durch (¢ +d+a—2)y
gemessen. — Wird der dritte Punkt R
in PB angenommen, so tritt ein
glinstiger Fall ein, wenn S auf
den Linienzug 4 D(C§ fillt, dessen
Linge ¢ +d+b— y ist.  Die
Anzahl solcher Geraden RS ist 4
e+d+b—1ya

Da endlich die Anzahl der Linien P¢, welche auf B A4,
BC die Abschnitte z, y bilden, durch dzdy ausgedriickt
wird, so ist die aus dieser Annahme hervorgehende Anzahl
giinstiger Fille

Fig. 8.

1) ff{(C’Fd—l-ft—x)y—{-(c+d+b——y):v}dxdy

=%ab{ab—}—(a—|—b)(6+d)}-

Ahnliche Ausdriicke fiir die iibrigen drei Paare zusammen-
stogssender Seiten ergeben sich durch cyklische Vertauschung
der Buchstaben, némlich:

2) Shebot (b +0) @+ ),
3) Leateatc+dy@rnl,
4) %da{da—[—(d—i—a)(b—i—c)}.

2. Nun mbgen die zwei ersten Punkte, P, @', auf gegen-
tiberliegende Seiten, AB, D, fallen; es sei dann CQ' = 2.
Jeo mnachdem nun der dritte Punkt R auf BP, BC,CQ' zu
liegen kommt, werden die giinsticzen Lagen von S durch

d+c—2 at+ct+d—z—2 a+t+d—u=

beziehungsweise gezihlt. Die aus dieser zweiten Annahme
hervorgehende Anzahl giinstiger Fille ist demnach:
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.f.f{<d+c—z>x+(a+c+d—w—z>b+(a+d+w>z}dwdz
5 0o 0
! =l2ac_{ac+2bd+(a+c)(b+d)}.

Werden P, Q' in dem anderen Paar gegeniiberstehender

Seiten angenommen, so entstehen:

6) Shd {bd+ 200+ B+ d) (e + )

giinstige Falle. } .

Damit sind die giinstigen Fille ersch'dpft; nur miissen

die Ausdriicke 1) bis 6) mit 4 multipliziert werden, da P

mit ¢ wnd B mit S vertauscht werden kann.

Da nun die mbglichen Fille durch (a+ b+ ¢4 d)f

gezihlt werden, so ist die verlangte Wahrscheinlichkeit:
2(ab+ ac+ ad 4+ be + bd + ¢d)* — 4abed

(@+b+c+a)y '

Fiir ein Parallelogramm, wo a = ¢, b= d ist, wird

_ (a4 4ab + bh)E — 2a%b?

8(a + b)*
und fir einen Rhombus:
17
p= 64

21. Problem XIV. In jeder Seite eines reguliren Drei-

ecks wird ein Punkt beliebig angenommen. Die Wahrschemn-
lichkeit 2w finden, dass die drei Punkte ein  spitzwinkliges

Dreieck bestimmen.

Ldsung. Wir fragen zuniichst nach der Wahrscheinlich-
keit, dass an einem der drei Punkte, z B. bei Pin B (Fig.9)
ein stumpfer Winkel entsteht; heisst diege g, so ist die

verlangte Wahrscheinlichkeit:

1) »=1—3¢g
Offenbar geniigt es, den Punkt P ,ypuz .
Hilfte CM der Seite BC zu beschriinken, na;];jz ;uf (i{w
der Zihlung der giinstigen Fille verbinde man P wec Ae
fiihre PH rechtwinklig zu P4, PK senkrechy o B (171111; Y
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Nun sei ¢ ein beliebiger Punkt in 4C; verbindet man
ihn mit P und zieht PR rechtwinklig zu P, so ist ohne Miihe
zu erkennen, dass bei P ein stumpfer Winkel entsteht, wenn
der dritte Punkt S in die Strecke
BR fillt. DBeziiglich der Lage
von § sind aber drei Fille zu
unterscheiden: ist @ in CH, so
ist jede Lage von S in ADB giin-
stig; fallt @ in die Strecke HK,
so wird die Anzahl der giinstigen
Lagen von S, wie schon erwihnt,
durch BR gemessen; fallt endlich
@ in den Abschnitt K4, so giebt
es keine gilinstige Lage von S.

Wird CP=2, CQ =y, BC= (04 = AB = 1 gesetzt, so
ergiebt sich fiir die Anzahl der dem Entstehen eines stumpfen
Winkels bei P giinstigen Kombinationen der drei Punkte,

wenn P alle Lagen in CM annimmt, der Ausdruck

it 1
2 CK

fOH dz + [ [BR. dz dy;

0 CH
die gleiche Menge giinstiger Fille erhilt man fiir die Lagen von
P in MB, und da die Anzahl der moglichen Félle 1.1.1=1
betriigt, so ist 1

2 CK
2) q=2[[CH+ [BR.dy)dz.
0 CH

Fig. 9.

Fiir den Augenblick sei Winkel BPR = «, Winkel
BRP = §, so folgt aus dem Dreieck BPR
sin o
3) BR=(1 —-x)smﬁ-
Aus dem Dreieck KPQ, wo QK=CK —CQ ==2z—yY
und Winkel QKP = 30° ist, folgt
2z —y
2 PQ
durch Vergleichung der Winkel in den Dreiecken BPR und
CP() ergiebt sich weiter
B+a=LCQP+ LCPY,

4) sin o =

oder
Ozuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 3
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ﬁ+(¥=300+(x+L0PQ7
woraus § — 3004 L CPQ

und _
sin f — %cos CPQ + VTgsm oPQ;
darin, ist LY
sin CPQ = e _ vys = e

N iy _ )
Pe - 2.2¢ BTG Topg

zu setzen, wodurch
. +vy
5) P =5 pq

Substituiert man die Werte aus 4) und 5) in die
Gleichung 3), so ergiebt sich

wird.

6) BR=(1——x)(2x——y}'
4y

Fillt B nach 4, so kommt ¢ nach H; daher ist CH
derjenige Wert von y, welcher sich ergiebt, wenn man den
Ausdruck fir BE der Einheit gleich setzt, d. h.

6
() 0H=y1=2ac+3+2_x
endlich ist
8) CK =y, =2u.

Setzt man die Werte aus 6), 7), 8) in Gleichung 2)
ein, so wird:

(
303(1
/ 1+/ x—l—y 1+m)dy'dx

| =

2
—2f ly+30(1—2)1. 2% - }dﬁ
1
2
2 —z
_%/{39;(1—@3 ——x—x}dx
(1]
3 9 3
—ztel g



— 385 —

der erste Teil des letzten Integrals ist durch partielle Inte-
gration leicht ausgerechnet.

Demnach ist schliesslich die verlangte Wahrscheinlich-
keit nach Gleichung 1)

. 9 9, 21 9 21

10) p=1—§~—§l-m=1—§l-<me>-

22. Problem XV. Auf dem Umjfange einer Ellipse werden
drei Punkte beliebig angenommen. Es ist die Bedingung auf-
zusuchen, unter welcher aus den Kriimmungshalbmessern dieser
Punkte mit Gewissheit ein Dreieck gebildet werden kanm.

Losung. Werden die Kriimmungshalbmesser der drei
Punkte mit g,, 0,, 0; bezeichnet, so muss

01+ 02> 05
nebst zwei #hnlichen Bedingungen erfiillt sein. Sind a, b
2 2
die Halbaxen der Ellipse, so ist % der grosste, % der

kleinste Wert von g; die Bedingungen der Aufgabe sind
daher gewiss erfiillt, wenn

oder

oder, wenn die numerische Excentrizitit
2 1
c<(1-2-%)h
23. Problem XVI. An eine Ellipse, dargestellt durch
lie Gleichungen )
H s x=acos), y=nDhsinf,
werden m zswei Punkten, welche zu willkiirlichen Werten von
0 gehiren, Tangenten gefiibet. Es ist die Wahrscheinlichkeit
2u finden, dass der Schwittpunkt dieser Tamgenten auf eine
Ringfliiche fallt, welche von swei gegebenen, mit der ersten
Ellipse dlmlichen, dhmlich liegenden konzentrischen Ellipsen
begrenst wird.
Losung. Die Gleichungen der drei Ellipsen konnen in

der Form geschrieben werden: .
3
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g7 g . w_ ., BT sep,

1) 7—*‘%:1, 7“7+%=8602a, —a2—+ b2 &¢ ﬂ
Sind 6,, 6, die Argumente der beiden auf der. ersﬁeﬁ
Ellipse beliebig angenommenen Punkte, so haben die Tan-

genten in diesen Punkten die Gleichungen:

b b
y=——Ecotgﬂl.x+ma

b b
y=—ECOtg62.x+m2—

und ihr Schnittpunkt die Koordinaten:

1
05 (6,4 6,) sin -5 (6, + )
=gy = b — ]
c0s 0, —0,) 008 & 0, —6,)
er liegt daher auf der Ellipse
" i 1
?+%=m%@—m

Ein giinstiger Fall ergiebt sich, so oft diese Ellipse
zwischen die beiden letzten in 1) zu liegen kommt, d.h. wenn
I
& <§(01 —0,) <8,

oder

0, — 28 <0, <0, — 2a.
Aus dieser Bedingung folgt die verlangte Wahrschein-
lichkeit

2z 6,—2«a
de, do.
=f¥252=2m—@
y 27z 6, 77

S Jab,ab,
0 0

Zébler und Nenner geben hier nur die halbe Amnzahl der
glinstigen und moglichen Fille an, weil beide unter der
Voraussetzung 0, > 0, gebildet sind.

Fir « =0 und B = 5 Wird, wie es sein muss, p=1

24. Die jetzt folgenden Probleme dieses Abschnittes be-
handeln Wahrscheinlichkeiten, welche nicht als geometrische
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im engeren Sinne zu bezeichnen sind, aber insofern hierher
gehbren, als sie von stetig veriinderlichen Grbssen, insbe-
sondere von Zahlen, abhéingen. Wie bereits in Nr. 6 erwéhnt
worden ist, entspricht einer willkiirlich angenommenen Zahl
geometrisch ein beliebiger Punkt in einer gegebenen Geraden,
und von diesem Gesichtspunkte aus sollen die Aufgaben hier
eingereiht werden.

25. Problem XVIIL. FEsist die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass die Gleichung z° +pz + q = 0 reelle Wurseln besitzt, wenn
thre Koeffizienten p, q jeden beliebigen Wert zwischen den ge-
gebenen Grenzen + P, bezichungsweise + Q annehmen kinnen.

Losung. Betrachtet man die Werte von p, ¢ als Koordi-
naten z,y eines Punktes einer Ebene, so entsprechen den Wert-
verbindungen der Koeffizienten Punkte eines Rechtecks, dessen
Ecken die Koordinaten 4- P, + @ haben; die Fliche dieses Recht-
ecks, 4 P, ist ein Mass fiir die Anzahl der moglichen Fille.

Die Reellitit der Wurzeln ist aber an die Beziehung
Qéj}]f" oder ygl;ﬁ

=4
gebunden, welche, wenn man das untere Zeichen ins Auge
fasst, eine Parabel reprisentiert, die das erwiihnte Rechteck
der mboglichen Fille in ein Gebiet der giinstigen und ein
Gebiet der ungiinstigen Fille scheidet.

a) Ist @ > %P% so hat die Parabel die in Fig. 10 an-

gedeutete Lage und das (schraffierte)
Gebiet der giinstigen Félle den Inhalt

11, 1 s
2PQ+2. 5 PP =2PQ+ ¢ P,

die Wahrscheinlichkeit, um die ge-
fragt worden, ist fiir diesen Fall

P*4129
24Q

B) Fiir den Fall < % P? nimmt

1) Il =

die Parabel die in Fig. 11 (S. 38) angedeutete Lage an, das
Gebiet der gtinstigen Fille hat den Inhalt
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2 _ 8 /7
4PQ—2-§Q.2VQ=4PQ—§QVQ,

die zugehorige Wahrscheinlichkeit ist

2) I =1 = %@
Fir den Grenzfall @ — %P“ liefern die Formeln 1), 2)
denselben Wert, II = —g—
Der besondere Fall P — @ ==1 ist nach Formel 1) zu be-
. handeln, welche 1T = %% ergiebt*

26. Problem XVIII. FEine
quadratische Gleichung von der
Form ax?*4+bx+c=0 wird z2u-

-1Q fallig, jedoch wmit reellen Koeffi-
zienten, hingeschrieben. Welches ist

die Wahrscheinlichkeit, dass thre Wurzeln reell sind?

Losung. Zur Losung dieser Aufgabe kionnte ein dhnlicher
Weg eingeschlagen werden wie bei der vorigen, und man
wiirde dadurch zu stereometrischen Beziehungen gefiihrt
werden. Nachstehend ist eine analytische Lisung auf Grund
des von Hugh M’Coll angegebenen Verfahrens (s. Nr. 17)
mitgeteilt.

M

Das TImaginirwerden der Wurzeln der vorgelegten
Gleichung ist an zwei und nur zwei Bedingungen gekniipft:
1. dass @ und ¢ gleich bezeichnet sind — die Wahrschein-

R |
lichkeit hierfiir ist o5 2. dass b numerisch kleiner ist

als 2 Vac — die zugehdrige Wahrscheinlichkeit heisse g
Dann ist

* Den hier eingeschlagenen Weg zur Losung der vorstehenden
Aufgabe hat L. Lalanne in-der bereits a, a. O, (Nr. 16) citierten Ab-
handlung im Journal Liouville 1879 angegeben, die hier getroffene
Unterscheidung der Fille &), #8) jedoch nicht durchgefiihrt und %‘ormel 1)
irrttimlich als fir alle Werte von P, @ giltig hingestellt,
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1) Q=%.g

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die angeschriebene Gleich-
ung imaginéire Wurzeln besitzt. Es bleibt also nur iibrig, ¢
unter Voraussetzung positiver Werte von a, b, ¢ zu ermitteln.
Zunichst mogen alle drei Zahlen eine gemeinsame end-
liche Grenze n haben. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein will-
kiirlich angenommener Wert von b bei besonderen Werten
von g und ¢ die zweite Bedingung erfiillt, ist unter dieser
Voraussetzung ausgedriickt durch
2Vac da de

n n o n’

2)
denn %ﬁ ist die Wahrscheinlichkeit, dass b einen Wert

zwischen 0 und 2 Vac besitzt, und dTa, % sind die Wahr-
scheinlichkeiten der besonderen Werte von @, ¢. Die voll-
stindige Wahrscheinlichkeit, dass die zweite Bedingung bei
beliebigen Werten aller drei Zahlen a, b, ¢ befriedigt ist,
kommt gleich

1 ("pa {"2Vac
?) o f 22 [ RLE
0 0

fiir da, de werden die Symbole pa, pc gesetzt, weil erst
untersucht werden muss, inwieweit die unter dem Integral
stehende Funktion ein echter Bruch ist.

Es ist
2
]/ac <1,
solange
n2
c < Z—

Diese Bedingung ist bei solchen W;erten von a, fir die

a g%n, sicher erfiillt, weil dann % die Grenze % von ¢
2

. 1 : n
iibersteigt; ist dagegen a > i bleibt also ia unter %, so

- 2
t 2 VM nur bis zu dem Werte ¢ = Zt% ein echter Bruch,
n /

dariiber hinaus ein unechter Bruch.
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Demnach ist, wenn zuerst die Integration in Bezug auf

die Variable ¢ ausgefithrt wird, fiir é%n:

n

1 _ _

_f2_b“cpc=}_f21/acdc=é‘/_a_;

" n n ) 3 n
0

9

dagegen fiir o > %n:
@

1 [("2Vac _1{ 2Vace , J "
%(/ o pc-—’—z f——n de+ [ 1.de =1——m;
0 0

n2

4a

daraus folgt schliesslich:

i
(i "
' 1 44 /a ( n }
q=ﬁ|f‘3]/zf’“+f 1 135)00
0 1
1 Zn
™ "
1{ (445 /a “( o }
_—_%ifgl/%da—{—./ 1 12a>da
5 i
4

31 1
Setzt man diesen Wert in Gleichung 1) ein, so erhilt
man als Wahrscheinlichkeit imaginéirer Wurzeln

31 1

4)

5) =73 13’2
und daraus die Wahrscheinlichkeit reeller Wurzeln
41 1
6) P= Lol + iz l.2,

beide unabhéingig von =, daher auch fiir -ejnen unendlich
grossen Wert dieser Grenze giltig.®

27. Problem XIX. Wie gross st g, Wahrscheinlich-
keit, dass die kubische Gleichung 2+ pz 4 q=0, derem

* Eine andere Losung dieses von J, J.

Syl
Problems von ihm selbst s. Educ. Tim, Bq. x g Temier mufpmtellin

IX, pag. 25,
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Koeffizienten beliebige Werte zwischen den vespektiven Grenzen
+ P, +Q haben kinnen, nur reelle Wurzeln liefert?

Losung. Sieht man wieder p, ¢ als Koordinaten z, y
eines Punktes der Ebene an, so wird das Gebiet der mog-
lichen Fille in geometrischer Darstellung durch ein Recht-
eck begrenzt, dessen Ecken die Koordinaten + P, 4+ @ haben,
dessen Inhalt also 4 PQ ist.

Sollen die Wurzeln der Gleichung sémtlich reell sein,

2 8
so miissen die Koeffizienten der Bedingung <q> + <£> <0

2 3
1. ﬁ)
(3)+(5)=0
gentigen; fiir das untere Zeichen reprisentiert diese Bedingung
eine semikubische Parabel, durch
welche das oben erwiihnte Recht-
eck der mdglichen Fille in zwei 0
Gebiete, das der giinstigen und
jenes der ungtinstigen geschieden

wird, P\\\\\Q\\
a) Ist Q2>2—47P3, so hat \\\\\\\

die Parabel die in Fig. 12 an-
gedeutete Lage und das (in der -l@
Zeichnung schraffierte) Gebiet
der giinstigen Fille den Inhalt

oder

Fig. 12.

D

P
"2 Yo 8V &
0
die diesem Falle entsprechende Wahrscheinlichkeit ist
3
2y8 E?
45 @
) Fitr @ < o P* nimmt die Parahel die in Big. 13 (3.42)

1) =

angedeutete Lage an, das Gebiet der giinstigen Fille hat
den Inhalt
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und die Wahrscheinlichkeit reeller Wurzeln ist
Fig. 13, - 1
1 9(2¢%°
¢ 2 =5~ p
' \ “ Fiir den Grenzfall @2 = %P3
—P \\ = U _P
\\\\\ liefern beide Formeln 1), 2) den-
e selben Wert, nimlich 11 = %

Auf den besonderen Fall P= @ =1 ist Formel 1) an-
zuwenden und ergiebt

213 *
45
28. Problem XX. Wie gross ist die Wahrscheinlichhei,
dass alle Wurzeln der Tubischen (leichung ax®+bx 4+ ¢=0
reell sind, wenn die Koeffizienten a,b, c belicbige reelle Werte
haben kinnen.
Losung. Aus der allgemeinen Bedingung fiir die Reell-

tit der Wurzeln .
e \? b
— —) <0
(2@) t (3a) =

folgen die zwei besonderen Bédingungen, 1) dass @ }mdb
ungleich bezeichnet sein miissen, 2) dass dem numerischen
Werte nach

1

.41,3?
<
°= 27a)

sein muss. Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Bedingung

ProblZ Virgl' die Anmerkung zu Nr. 25. Auch bei' dem vorliegenden
wng . Lt Lalanne den Unterschied der Fille ), f) nicht beachte
von IT fﬁe 1) als allgomein giltig hingestellt. Die besonderen Werte

r P=@Q=1 (fiir quadratische und kubische Gleichungen)

sind i
snd von Lalanne sc}.}on 1876 in einem Memoire (s Comptes rendus,
1 Pag. 1847 flg.) mitgeteilt worden,
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=, L . . . ;
erfiillt ist, ist ; in Bezug auf die zweite Bedingung heisse

sie @; dann ist die verlangte Wahrscheinlichkeit

1
Die Wahrscheinlichkeit, dass bei besonderen Werten
von @ und b ein beliebiger Wert von ¢ — vorausgesetat,

dass @, b, ¢ unter einer gemeinsamen Crenze n liegen —
die obige Bedingung erfiillt, ist
1
1 /40 da db

(97a)

1 pa 4b3
= / / n 27a

Nun bleibt wieder zu untersuchen, inwieweit die Funktion
unter dem Integralzeichen ein echter Bruch bleibt.

daher

Es ist 1
1 /740 2
Z(27a> =L
wenn M
2
2) v<s (4 ) ;

diese letztere Bedingung ist fiir alle zuldssigen Werte von b
erfiillt, wenn 1

an 4
3<4>>n oder a>27

dagegen nur bis zu der durch 2) bezeichneten Grenze, wenn
1

an 4
3<4)<n oder a<27n

Folglich hat man fiir ag a7 "
1

4b3 1 4N ___i(Sn)?
n [ 27a "o, (27a) 45
0

und fiir o < 5+ 2

~

l
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1 L‘W‘Y 1 (1 a7 1
nfnmpb=;f7imdb+a L
0 & .

L s (%F)
9 [2a\?
~1- ()

daraus folgt weiter:
1

1 o
n = 217 -
o i G et [T-500)7
“’=g{ ol 1’“+/ - 55(3) pl;
4 0
2—771

hier kann in beiden Teilen pa durch da ersetzt werden, weil
die integrierte Funktion innerhalb des betreffenden Integra-
tionsintervalls ein positiver echter Bruch bleibt. Nach Aus-

rechnung der Integrale ist

8 o1
w=—4—51/g—2—7,

substituiert man diesen Wert in Gleichung 1), so. ergiebt

sich endlich B
4 1
P2 ]/ -—

Da dieser Ausdruck von der anfangs eingefiihrten Grenzen
der Koeffizienten nicht abhingt, so gilt er auch, wenn diese
Grenze unendlich weit hinausriickt.

29. Problem XXI. In der Gleichung ax® + 2hxy+Dy
=1 kimnen die Kocffizienten a, h, b belichige reelle Werte an-
nehmen.  Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der durch diese
Gleichung dargestellte Kegelschmitt eine Ellipse, imagindr oder
gme E{?/perbel, insbesondere eine solche, die beide Koordinaten-
awen un recllen Punkten schneidet, oder nur eine oder keine
dieser Axen ? ’

_ Lisung. Die Art des Kegelschnitts hiingt von den Vor-
ze}chen von @ und b und dem numerischen Werte der Deter-
mmante A4 = gp — p2 g,

ist; daher die beziigliche Wahrscheinlichkeit
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- @.d_”_l
// n n 9

2) Der Kegelschnitt ist imaginir, wenn @ und b negativ
und A positiv ist; die beziigliche Wahrscheinlichkeit ist also

dieselbe wie vorhin,
1

=73
3) Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel, die beide Ko-

ordinatenaxen in reellen Punkten schneidet, wenn « und b
positiv und 4 negativ ist. Folglich ist

1 /‘ / da db dh _ b
HB=g" ~ 36
b Vas
4) Der Ixegelschmtt ist eine Hyperbel und schneidet
keine der Koordinatenaxen, wenn a < 0, b <0, 4 <0 ist;
daher 5

b= 36"

5) Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel und schneidet
nur eine der beiden Axen, wenn @, b ungleich bezeichnet
sind; demnach ist 1

=75

6) Endlich ist die Wahrscheinlichkeit, dass der durch die
vorgelegte Gleichung dargestellte Kegelschnitt eine Hyperbel
iiberhaupt sei,

7
Pe=Ps+ Pt D= g"

30. Problem XXII. Zwei Personen A, B kommen iiber-
em, an eimem gewissen Tage an einem bestimmten Orte zu-
sammenzutreffen, verabreden aber die Zeit nicht wndher, als
dass sie zwischen 2 und 3 Uhr liegen soll; jeder wversprichi,
falls er [friher kommt, ouf den anderen zehm Minuten zu
warten. Welches ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Personen
sich treffen werden?

Losung., Um eine allgemeine Losung zu erhalten, be-
trachte man den Zeitraum, innerhalb dessen die Begegnung
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erfolgen soll, als Zeiteinheit. Vom Beginn dieses Leitranmes
gezihlt sei « die Zeit, nach welcher A,y die Zeit, nach
welcher B am bezeichneten Orte eintrifft, dann konnen g
und y alle Werte zwischen O und 1 annehmen. Sieht man
sie daher als Koordinaten eines Punktes der Fbene an, so
wird das Gebiet der moglichen Fille durch ein Quadrat be-
grenzt, dessen Seite und Tnhalt 1 ist.

Im weiteren sind zwei Fille zu unterscheiden.

1. A kommt frither und wartet durch das Zeitintervall a;
die Begegnung erfolgt, wenn

1) r2<y<z+a
2. B kommt frither und wartet durch die Zeit b; die
Begegnung erfolgt, wenn
2) y<az<y-+b
Hak Um jenes Gebiet zu begrenzen, dessen
@ 8 N Punkte einer der Bedingungen 1) und 2)
entsprechen, konstruiere man (Fig. 14)
OR=a, OT=0b, RS und TU parallel
R ON. Die Punkte innerhalb des Sechs-
ecks OTUNSR erfiillen 1) oder 2), die
Punkte ausserhalb des Sechsecks be-
M friedigen keine dieser Bedingungen. s
ist daher die Wahrscheinlichkeit einer Begegnung®

1
p=1—t(l—ap—g(—bP—at+b—y(@+1)

In Anwendung auf den besonderen Fall der Aufgabe

4

/]

ist ¢ =0 =% zu setzen und man erhilt als Wahrschein-

lichkeit der Begegnung

* H.Laurent giebt in seinem ,, Traité du calcul des probabilités®
(Paris 1873) pag. 67 eine analytische Losung dieser Aufgabe, die jedoch
verfehlt ist und auf ein Resultat von logarithmischer Form fiiht
Inde.m Laurent den ganzen Zeitraum mit 7', den des Wartens mit 7
beze1ch1.1et, stellt er fiir die Wahrscheinlichkeit, dass B mit dem friher
(zur Zeit ¢, vom Anfangspunkte der Zeit 7 gerechnet) angekommenen

4 zusammentrifft, den Ausdruck auf 2 . — ", wiihrend derselbe lauten

sonte:%t.T—t T dt < I

T =77
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11
b= 35
als Wahrscheinlichkeit des Verfehlens
2b
= o’

31. Problem XXIII. FKin roher Diamant vom Gewichte a
wird willkitvlich in zwei, drei Stiicke geteilt.  Vorausgesetet,
dass der Wert propor nonal dem Quadrate des Gewichtes zunimmt,
ist der mathematische Wert der zwei, bezichungsweise dres
Bruchstiicke z2u ermitteln.

Lésung. 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass das eine Stiick
das Gewicht z, das andere also das Gewicht @ — z haben

c .. d .
wird, ist [;x; und bezeichnet & den Wert der Gewichtseinheit,

so ist der mutmassliche Wert der beiden Stiicke

/‘[aﬁ—l—(a x)z]— —k“’

so dass der zu befiirchtende Wertverlust L des urspriing-

3
lichen Wertes ausmacht. Es entspricht dies einer wirklichen
Teilung in etwa % und %

2. Im zweiten Falle stellt sich die geometrische Losung

anschaulicher und einfacher als die analytische. Die Gleichung
1) z+y+z=a

auf ein rechtwinkliges Raumkoordinatensystem bezogen kommt
einem Dreieck zu, das auf den drei Koordinatenaxen die
Strecke a abschneidet. Bezeichnet man die Fliche dieses
Dreiecks mit F;, das an den Punkt z, y, # anstossende
Element desselben mit dF, so ist

° dF
Ef @y G
1

der Ausdruck fiir den mathematischen Wert der drei Bruch-
stiicke; das Integral ist iiber die ganze Dreiecksfliche aus-
zudehnen. Nennt man » den Abstand des Punktes z, y, #
vom Fusspunkte. des aus dem Ursprunge auf die Ebene des
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Dreiecks gefillten Lotes (=%a \/3}, so ist a*+ ¢+ 2

a?
=74 5 der obige Ausdruck heisst dann

N iF | @
k] r—\-g)Fi—-kfvﬁ—F—l-\-kg

Das Integral im ersten Gliede rechts driickt das Quadrat
des Trigheitshalbmessers des gleichseitigen Dreiecks 1) in
Bezug auf eine durch dessen Schwerpunkt gehende zu seiner

Ebene normal gerichtete Axe aus; da a V2 die Seite dieses

Dreiecks ist, so ist:
20F _ o

"F "%
der mutmassliche Wert der drei Bruchstiicke kommt also
gleich: 1

a2
7 kot
der mathematische Wertverlust macht demnach die Hilfte
des urspriinglichen Wertes aus. Es entspricht dies einer

. . P w 13 5 2
wirklichen Teilung in beildufig 30" 20 und %0

82. Die Wahrscheinlichkeitskurve. Bei den bis
herigen Aufgaben iiber ‘Wahrscheinlichkeiten, die von einer
stetig veriinderlichen Grosse abhingen, wurden alle Werte
dieser Grosse zwischen den gegebenen Grenzen als glei'ch
wahrscheinlich vorausgesetzt; demzufolge war die Wahrthem-
lichkeit, dass ein beliebig angenommener Wert der Variabeln
in ein bezeichnetes, unendlich kleines oder endliches Inte'r-
vall fallen werde, von der Lage dieses Intervalls gegen die
Grenzen der Variabeln unabhiingig und nur durch dessen
Grosse bedingt.

Bs giebt aber Fille, wo nicht alle Werte der Variabels

2 priori gleich wahrscheinlich sind. Die Wahrscheinlichkeit
d.a,ss e beliebig gewiihlter Wert einem bestimmten unend-
Lli(z}}llt ];llim.len Intervall z ...z 4 dz angehdrt, hingt dam
auch voI:a 11;8:;;‘ dEr Ausdehnung dz dieses Intervalls, sonders
age ab, welche durch den Anfangswert &

h isi : o
charakterisiert ist; sie lisst sich analytisch in der Form



IR

1) p=g(@)dz
darstellen.

Die Kurve, deren Gleichung

2) y = ko ()
ist — & bedeutet eine Konstante — giebt ein anschauliches
Bild von dem Verlaufe dieser Wahrscheinlichkeit und wird
aus diesem Grunde als Wahrscheinlichkeitskurve be-
zeichnet; sie lisst sich bei Losung einschligiger Aufgaben
hiufig mit Vorteil anwenden.

Denkt man sich eine grosse Anzahl von Werten von z
willkiirlich angenommen und im Sinne dieser geometrischen
Darstellung als Abscissen aufgetragen, so wird man zu einer
ungleichférmigen Punktreihe in der Abscissenaxe gefiihrt,
welche ungleichférmig bleibt, auch wenn die Anzahl der
Werte von « oder der Punkte ins Unendliche wichst.
Die Menge oder Dichte der Punkte in einem bezeichneten
Elemente dz, oder die Wahrscheinlichkeit, dass ein weiterer
beliebig angenommener Wert von # in dieses Klement fallen
werde, ist dem iiber diesem Elemente stehenden Flichen-
elemente der Kurve 2), oder, wenn dx als konstant ange-
sehen wird, der dem Anfangswerte des Elements entsprechen-
den Ordinate der Wahrscheinlichkeitskurve proportional.

In einigen Fillen fithrt die Abscisse, deren zugehbrige
Ordinate die ganze Fliche der Kurve 2) halbiert, den Namen
des wahrscheinlichen Wertes von z.

33. Beispiel I. Zwei Grissen A, B sind gemessen worden;
jede dieser Messungen ist mit einem Fehler behaftet, und alle
Werte dieses Fehlers, der an dic Grenzen - a gebunden
ist, werden als gleich wahrscheinlich vorausgesetat. Zu finden
ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler der Summe A 4B
zwischen gegebenen Grenzen liegt, wnd der wahrscheinliche Wert
dieses Fehlers.

Lésung. Bezeichnet x# den Fehler der Messung von A4,
y den Fehler von B, und betrachtet man z, y als Koordi-
naten eines Punktes der Ebene, so wird das Gebiet der mog-
lichen Wertverbindungen von z und y durch ein Quadrat
MNPQ (Fig. 15, 8. 50) von der Seitenlinge 2 versinnlicht.

4

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Fasst man die Wertverbindung #, y ins Auge, welche

zu dem Punkte R fithrt, so ist der ihr entsprechende Fehler
in der Summe 4 4- B

e=u+y=0EF;
aber alle Wertverbindungen #, 5, welche Punkten der unter
45° geneigten Transversale CD des Quadrates angehoren,

ergeben denselben Betrag ¢ — OE des Summenfehlers,
Macht man EE' = g,

Fig. 15.

. zieht C'D' durch E' paral-

\ lel CD, so entsprechen

g’ , allen Punkten des Trape-

N/ DD 4 zes CDD'C' Fehler zwi-

schen den Grenzen ¢ und
& 4 de, die Wahrschein-
B lichkeit eines Fehlers

X’ S F ' X
y i in diesem Intervall ist
¢ mithin dem Inhalte die-
P ¢ ses’ Trapezes und die-

ser wieder — bei kon-
stantem de¢ — der Projektion von CD auf XX' oder YY,
d. i der Linge CM proportional. Macht man also die
Ordinate EF = CM, so geben die Punkte F' die Wahrschein-
lichkeitskurve der Fehlersumme &; sie besteht aus zwei Ge-
raden XY, X'Y, welche gegen die Abscissenaxe gleich ge-
neigt sind.
Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen den Gren-
zen ¢ = OF und ¢ + de = OF' ist
_EE'F'F EF de 2a—¢ s
T XXY T 4a® T 4d® 7
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen 0 und & = OF
OEFY (4a—e)e

- ]

T XXY 8a?

die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen den Grenzen + ¢

P

da —¢)e
p_gp_(ta—9e
2P i
Aus der Gleichung
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402 2
folgt der numerische Betrag des wahrscheinlichen Fehlers
in 4 4 B gleich

a(2 —V2).

Anmerkung. Die oben gemachte Annahme, dass alle
Werte des Fehlers einer Messung gleich wahrscheinlich sind,
trifft in Wirklichkeit nicht oder in den seltensten Féllen
niherungsweise zu. Nach der von Gauss begriindeten
Fehlertheorie ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler
einer Messung zwischen den Grenzen # und 2z 4 dz liege,

Die entsprechende Wahrscheinlichkeitskurve
h  —nwa
Y = V—; e
ist eine transscendente Linie, bestehend aus zwei symmetri-

schen, der Abscissenaxe asymptotisch sich nihernden Asten
mit je einem Wendepunkte.

34, Beispiel II. In der Strecke AB =1 wird ein PunktY
und sodann in der Strecke AY ein sweiter Punkt X willkiirlich
angenommen, —Die Wahrscheinlichkeit zu  finden, dass die
Liinge AX innerhalb gegebener Grenzen liegt, und den wahr-
scheinlichen Wert von AX zu ermitteln.

Lésung. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Punkte Y, X
) ., dy dx dxd

bestimmte Absténde y,  von A besitzen, ist Ty N xy y;
daher die vollstindige Wahrscheinlichkeit, dass bei beliebigem
Werte von y der Punkt X in das Intervall ...z +dz

fallen wird, 1

p=dzx %y=—l.x.dx.

=z

Dieselbe ist von z abhingig und die entsprechende Wahr-
scheinlichkeitskurve eine logarithmische Linie, welche der

Ordinatenaxe asymptotisch sich n#hert.
4%
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Die Fliche 4AXC(Y) (Fig. 16), welche iber der Abscisse
AX = x steht, hat den Inhalt

[
xl-—
X

die ganze Fliche AB(Y) den Inhalt 1. Demnach ist die

i1, ‘Wahrscheinlichkeit, dass A X zwischen

Y) gegebenen Grenzen ;, 7, enthalten ist,
G
N Penl Zg1. 2. 5
HN Zy e\ %
)
Der wahrscheinliche Wert von
ergiebt sich aus der Gleichung
4 X ‘B & 1

!

"z 2

und betriigt etwas weniger als L von 4B

2. Punkte in Flichen.

35. Problem I. In einer ebenen Figur, deven Begrenzung
durch. eine centralsymmetrische Kurve K gebildet wird, werden
drei Punkte P, Q, R willkiivlich angenommen. Welches ist die
Wakrscheinlichkeit, dass das Dreieck PQR: den Mittelpunkt von
K eimschliesst?

Losung. P, @ (Fig. 17) seien die beiden zuerst ge-
wihlten Punkte. Fithrt man durch
sie die Durchmesser 4B, 0D, so
wird das Dreieck PQR dann und
nur dann den Mittelpunkt O ein-
schliessen, wenn der dritte Punkt R
in den Sektor BODK fillt, d. b
wenn er sowohl durch den Durch-
messer AB von € als auch durch
den Durchmesser C'.D von P getrennt
wird; da nun jedes dieser einfachen Freignisse die Wahr-

Fig. 17.

scheinlichkeit % hat, so ist die zusammengesetzte Wahr-
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scheinlichkeit fiir ihr Zusammentreffen oder fiir das fragliche
1

Ereignis % . % = Z-*

36. Problem IL. In der Fliche eines gleichseitigen Dreiecks
wird em Punkt beliebig angenommen, von demselben werden
Senkrechte zu den Seiten gefiihrt. Die Wahrscheinlichkeit zu
finden, dass aus diesen drei Perpendikeln e spitzwinkliges
Dreieck sich bilden lisst.

Losung. Die Summe der in der Aufgabe angefiihrten
drei Perpendikel kommt der Hohe des Dreiecks gleich: der
willkiirlichen Annahme des Punktes in dem Dreiecke ent-
spricht also die willkiirliche Teilung der Hohe in drei Teile,
und die Wahrscheinlichkeit, dass aus diesen Teilen ein spitz-
winkliges Dreieck moglich ist, wurde in Problem X, Nr. 16
gefunden gleich

p=31.2—-2

37. Problem III. [FHine kreisformige Scheibe wvon der
Fliche A wurde durch emen Schuss getroffen; dic Wahrschein-
lichkeit, dass dies innerhalb eines beliebig begrensten Teiles vom

Inhalte a geschehen ist, ist p = %- Welchen Wert wimmt diese

Wahrscheinlichkeit an, wenn wvon cinem andern gegen die
Scheibe abgefewerten Schusse bekannt ist, dass er die Scheibe
in grisserer, beziehungsweise geringerer Imtfernung vom Muttel-
punkie getroffen hat als der eben betrachtete?

Losung. 1. Man denke sich den Teil ¢ der Scheibe
durch konzentrische aus dem Mittelpunkte beschriebene Kreis-
bbogen in elementare Streifen zerlegt — die dussersten Halb-
messer dieser Bigen seien 7, 7,; der Inhalt des Elementes,
welchem die Radien z und z -+ dz zukommen, lisst sich
dann in der Form f(z)dxz ddrstellen, so dass

a =ﬁ(x)dm

ist. )
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schuss die Scheibe

ey -, [(@adx
innerhalb des erwihnten Elementes trifft, ist 2 wenn

Vergl. die umstéindliche Losung C. Jordan’s im 1. Bd. des Bull.
de la Soc. Mathém. de France, pag. 256 sq.
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r den Halbmesser der ganzen Scheibe bedeuter; die Wahr
scheinlichkeit, dass ein Schuss sie in einer Entfernung vom
7 (1*

2
—m}w—); daraus folgt

Centrum grosser als x erreicht, ist

die Wahrscheinlichkeit, dass der hessere Schuss (er sei der
erste oder zweite) die Scheibe innerhalb des Teiles a triff,

f(ac) do = (r* — a%)

mr? mr

=
rsz(x) du —fxzf(x) dx
1 7y ;
%nr‘i

das erste Integral des Zihlers giebt den Inhalt a, das zweite
das Trigheitsmoment m dieses Teils der Scheibe, wihrend
der Nenner dem Trigheitsmoment M der ganzen Scheiben-
fliche gleichkommt, beide Momente auf eine zur Scheiben-

fliche normale durch ihren Mittelpunkt gehende Axe bezogen.
Demnach ist:

1) —22

m
A~ M

Dies ist aber auch die Wahrscheinlichkeit fiir den ersten
in Frage stehenden Fall: denn dort soll der bessere Schuss
den Scheibenteil a treffen.

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schuss das oben

. , d .
bezeichnete Element von a trifft, ist f—(f:%ﬁ; die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Schuss sie in einer Entfernung vom
Centrum trifft, die kleiner ist als x, ist —; daher die

Wahrscheinlichkeit, dass der schlechtere Schuss (gleich-
giltig ob er der erste oder zweite) den Teil o trifft,

e)ds mas  JOT@ds

2) P, =

SE

X wrt  my?
ry ’§ wrt
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Dies ist zugleich die Wahrscheinlichkeit des zweiten
Falles der Aufgabe: denn dort handelt es sich darum, dass
der schlechtere Schuss den Teil a der Scheibe treffen soll.

Anmerkung. Es ist p, + p,— 2%=2 , Wwie es sein

muss, da die linksseitige Summe die Wahrscheinlichkeit be-
deutet, dass von zwei Schiissen einer — der bessere oder
schlechtere — den Teil a der Scheibe trifft.

Sind die Trigheitshalbmesser von A und a in Bezug
auf die besprochene Axe gleich gross, d. h.

M=A4.F, m=a.k,
so findet die interessante Beziehung statt

a
Py=DPy =~ =D

38. Problem IV. In der Fliche eines gegebenen Kreises
werden zwer Punkte P, Q willkiirlich angenommen.  Die
Wahrscheinlichkeit zw finden, dass der aus P als Mittelpunkt
mit dem Halbmesser PQ beschriebene Kreis inmerhalb des ge-
gebenen Kreises liegen wird.

Lésung. Wiahlt man den Halbmesser des gegebenen
Kreises als Einheit, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Punkt P in der Entfernung z vom Mittelpunkte, d.i. in
dem Kreisringe mit den Radien 2 und =z + dz liegt,
2nx . dx

7
Fliche eines aus P mit dem Halbmesser 1 — z beschriebenen
Kreises, so ist den Bedingungen der Aufgabe entsprochen;
die Wahrscheinlichkeit fiir dieses zweite einfache Ereignis

at(l—a:) —(1— 2

=2z .dx; fillt @ bei dieser Lage von P in die

Daraus ergiebt sich die vollstindige zusammengesetzte
Wahrscheinlichkeit des fraglichen Kreignisses
1

1
=f2x(1—w}2dx—f6-

0
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39. Problem V. Zuwei innerhalb eines gegebenen Kreises
beliebig angenommene Pumkte P, Q werden mit  dem
Mittelpunkte O zu einem Dreieck verbunden. — Es st die
Walrscheinlichkeit 2w finden, dass der diesem Dreieck um-

geschricbene Kreis inmerhalb des gegebenen IKreises enthal-
ten ist.

Losung. Der Punkt P komme in die Entfernung O P=y
(Fig. 18) vom Mittelpunkte zu liegen; die Wahrscheinlichkeit, -

dass dem so ist, betrigt e

= 2z dx, wenn, wie vorhin

der Halbmesser des gegebenen Kreises als Einheit gilt. Es
bleiben nun die giinstigen Lagen von @ fiir diese Lage von
P zu untersuchen.

Zu diesem Zwecke fithre man durch P die zu OP recht-

Fig. 18, winklige Sehne AB und beschreibe
tiber den Radien 04, OB als Durch-
messern Kreise; C, D seien ihre Mittel-
punkte, die Centrale CD schueide
ihre Umfinge in den Punkten E, F.
Man erkennt nun sogleich, dass
den Bedingungen der Aufgabe enf-
sprochen sein wird, wenn der Punkt-
Q in eine der Flichen PFOAP oder
PEOBP 7u liegen kommt. Die
Wahrscheinlichkeit, dass bei der angenommenen Lage von P
der Punkt  eine giinstige Lage annimmt, ist also ausge-
driickt durch

ar . PFOAP + ar. PEOBP.
T
Setzt man Winkel O AP — 0, so kommt die im Zib-
ler befindliche Summe als doppelte Fliche des Kreises G
vermindert um die doppelte Fliche von OEPF, gleich

1w — 0+ sinb cos .

Die vollstindige zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit
des in Rede stehenden Ereignisses ist demmnach



1
P = 2xdx.%7"—9+$me cos 0

. JT
0

4

3
=ﬂlﬂn_20+2sin6 cos 0) sin 0 cos 0 dﬂ:%-*
0

40. Problem VI. In einem belicbigen Halbmesser eines
gegebenen Kreises werden zwei Punkte willkiirlich angenommen
und e dritter in der Fliche des Kreises; die Wahrschein-
lichkeit zu finden, dass die drei Pumkte Ecken eines spite-
winkligen Dreiecks sind.

Lésung. Die erstgenannten zwei Punkte seien P,
(Fig. 19) in dem beliebig gezogenen Halbmesser O 4, welcher

als Lingeneinheit dienen soll;
setzt man OP =w, 0Q =y, so

B
ist dx dy die Wahrscheinlichkeit,
dass die Punkte P, @ die ange- R
nommene Lage besitzen. .
05

Um die zugehdrigen giin-

Tig. 19.

4

stigen Lagen des dritten Punktes e
R zu erhalten, fitlhre man durch |
P, @ Sehnen BC, DE recht- /’7

winklig zu OA und beschreibe C
iiber P¢ als Durchmesser einen

Kreis. So oft nun R zwischen die Sehnen, jedoch ausser-
halb dieses Kreises fillt, ist den Bedingungen der Aufgabe
entsprochen. Die Wahrscheinlichkeit also, dass bei der an-
gegebenen Lage von P, @ eine giinstige Lage von R ein-
treten werde, ist

# In dieser Form wurde das Problem von Professor Seitz auf-
gestellt und geldst in den Educ. Tim., Bd. XXXII, pag. 106. Das von
Watson in den Educ. Tim., Bd. XXVI, pag. 77 vorgelegte Problem
ist mit dem vorliegenden identisch, die dort mitgeteilte Losung

2 - .
(. Leudesdorf’s, welche das Resultat 126. ergeben hat, ist unrichtig,

weil sie micht einer gleichformigen- Verteilung der Punkte tiber die
Kreigfliche entspricht.
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1\[ | b L — g2
- arccosm—m(l——x)]——[mccosy——y( —y)]

— %n (y— ”)2}'
Die vollstindige zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit
des obigen Ereignisses ist demnach mit Riicksicht darauf
dass P und @ vertauscht werden konnen:

1 1
9 1
p:EIf{[arccosx—x(l—wz)ﬂ — [arccosy—y(14y2)§1]
0 =

1
—Zn(y—x)2}dwdy
1
2 (o aath N
= | |@reeos —x(1—a?)?+z arccosz—(1— %) +g(1—x)2
0

1
R — )8
12n(l ) ]dz

41. Problem VIL. Der Mittelpunkt der Basis eines
Dreiecks wird mit der Gegenecke verbunden; in jedem der bei-
den Teildreiecke wird e Punkt beliebig angenommen. Welches
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Ver-
bindungslinie der beiden Punkte die
Grundlinie des Dreiecks schneidet?

Losung. Es sei P der in dem
Dreiecke BCD (Fig. 20) angenommene
Punkt; bezeichnet man seine schief-
winkligen Koordinaten DP', P'P mit
\g «,y, setzt AB = 2a, CD =D, s0 st

die Wahrscheinlichkeit der bezeich- -
dz dy
s ab
zu P gehorigen giinstigen Lagen des zweiten Punktes ¢
zu ermitteln, verbinde man P mit 4: Nur wenn @ in das
Dreieck ADE fallt, wird die Gerade P die Basis und
zwar die Hilfte AD derselben schneiden. Demmnach kommt
die Wahrscheinlichkeit einer giinstigen Lage von @ gleicli
4dADE _DE a y
A44ADC DC b a+tz

Fig. 20.

[N

neten Lage von P durch den Bruch gegeben. Um die
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und die vollstindige Wahrscheinlichkeit des im Texte an-
gefiihrten Ereignisses fiir alle Lagen des Punktes P im
Dreieeke BCD:

2 (a—2)

a Y .dxdy_ _5
/fb a+=z lab =425
0 0

Dieselbe Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn man
dem Punkte @ alle Lagen im Dreiecke ACD erteilt, so dass
der endgiltige Wert der gesuchten Wahrscheinlichkeit gleich-

oot p=81.2—5.

42. Problem VIIL. In der Fldiche eines gegebenen Pa-
rallelogramms werden zwei Punkte willkiivlich angenommen ;
es ist die Wahrscheinlichkeit 2w finden, dass ihre Verbindungs-
linie Gegenseiten des Parallelogramms schneidet.

Losung., Es sei P (Fig. 21) einer der beiden Punkte;
man setze AB=a, BC=10, Winkel 4BC =« und die
schiefwinkligen Koordinaten von T
P, AP =z =ak, PP=y="0by, D c
so ist die Wahrscheinlichkeit der
bezeichneten Lage von P ausge-
dz dy sin o .

AB0D ¢
betrachten jene Lagen von @, fiir 4
welche die Linie P@Q die benach-
barten Seiten 4B, BC schneidet, und ziehen zu diesem
Ende die Linien AC, APE, CPF; ein giinstiger Fall tritt
ein, wenn @ in eines der Dreiecke AFP, CEP fillt, und
die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist:

AAFP+A4CEP

ABCD ;
demnach lautet die vollstindige Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass die benachbarten Seiten AB, BC von P@ getroffen

werden,

1 .
1) g:m/ (4AFP+ ACEP)dz dy sine,

driickt durch

7
7P B

das Tntegral iiber die Fliche des Dreiecks 4 BC ausgedehnt.
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Driickt man die Flichen der Dreiecke in den Grossen

@, b, &, n aus und fihrt man die entsprechenden Grenzen
ein, so wird

ff(d AFP+ 4 CEP)dx dy sine
“2525@"2 // g__ ! x 3.8 n - E)} d dn,

oder zweckmissiger, wenn man im ersten Teile die Reihen-
folge der Integrationen veréndert, weiter gleich:

1 1 i S

1 . — £ —

§a2b2sm2a{/dn "f—:%"?dg’l' dE./ng.(l“g)d’?l
0 7 0 0

_.1 27,2 012
——1—2absma.

Es ist also, wenn man fiir dzdy sine kurz d(4 ABC)
schreibt,

2) //(JAFPJrAcEP).d(AABO)=%(AABO)2,

die Integration iiber das Dreieck 4B C ausgedehnt.
Fithrt man den eben gefundenen Wert in die Gleichung 1)
ein, so wird
3) q_:l(AABO)z: &
3\4BCD 12
Fiir die iibrigen drei Paare benachbarter Seiten ergiebt
sich derselbe Wert, so dass die vollstindige Wahrschein-
lichkeit, die Gerade PQ werde irgend ein Paar benachbarter
Seiten des Parallelogramms schneiden, gleich ist
4) Q=4g = %,

und die Wahrscheinlichkeit, dass gegeniiberliegende Seiten
getroffen werden,

5) Pe1-@=27

* Bei diesem und dem vorangegangenen. Problem hitte im vor-
hinein gesagt werden kénnen, dass die geforderte Wahrscheinlichkeit
von der Form und den Dimensionen der gegebenen Figur unabhiingig


file:///ABCD
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43. Problem IX. In der Fliche eines konvewen Vierecks,
dessen Diagonalen sich in den Verhiiltwissen A : (1—2) und
(1 —w) telen, werden zwei Punkte willkiirlich angenommen ;
die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass ihre Verbindungslinie
beide Diagonalen innevhalb des Vierecks schneidet.

Losung. ABCD (Fig. 22) sei das gegebene Viereck,

OA=,1 o u,LBOC=c«. Wir

ACT " BD™
gehen von einer Lage des einen
Punktes P im Dreieck 4 BC aus
und suchen jene Lagen des zweiten
Punktes ¢ auf, fiir welche die Gerade
P@Q nur die Diagonale BD inner-
halb des Vierecks, und zwar den
Abschnitt OB derselben trifft; offen-
bar geschieht dies dann, wenn ¢ in eines der Dreiecke A4F'P,
CEP zu liegen kommt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die
Gerade PQ nur die Strecke OB schneidet, ist also

/' AAFP+ ACEP d(4A4BC)
4 = :
/ 1

ABCD ABCD

_ mfﬂdAFP—l— ACEP)d (4 ABC),

die Integration iiber die Fliche des Dreiecks 4 BC ausge-
dehnt. Mit Benutzung des bei Losung des vorigen Problems,
Nr. 42 Gleichung 2), gefundenen Werts fiir dieses Integral
st weiter
1 (4ABC? 1 AC*. 0B .sin*e 1 OB?
D oa=3 (ABCDy} 38 AC*.BD*.sin*e 3 BD*

sein werde. Denn jedes Dreieck lisst sich durch Parallelprojektion
aus einem gleichseitigen Dreieck, jedes Parallelogramm aus einem
Quadrat ableiten, und die Beziehungen, von welchen in den gedachten
Aufgaben gehandelt wird, sind projektivischer Natur; demnach bleibt
auch die Wahrscheinlichkeit fiir beide Figuren dieselbe. Nun ist aber
Klar, dass sie bei dem gleichseitigen Dreieck, beziehungsweise dem
Quadrate von der Seitenlinge nicht abhiingen kann. Es wire daher
zuléissig gewesen, bei Problem VII von einem gleichschenkligen oder
gleichseitigen Dreieck, bei Problem VIII von einem Rechteck oder

Quadrat auszugehen.
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Ahnlich erhiilt man fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die
Gerade Q) nur die Strecke OD, beziehungsweise 04, 0C
schneidet, den Wert

1 0D?

2) %= 3 BD¥
1042

& =340
1 00

4) Q4=‘§A02'

Die Wahrscheinlichkeit also, dass die Gerade PQ nur eine
der beiden Diagonalen innerhalb des Vierecks schneidet, ist

1 (0424 0C?  OB*+0D*
q=91+92+€la+‘24=§{ A0? BD?

5) { |
==§{P+%1~1Y+u”+0—uﬂ
und die geforderte Wahrscheinlichkeit, dass beide Diago-
nalen geschnitten werden,

1
6 p—l-g=5{1+20+p 20+
Bei einem Parallelogramm ist 4 = p = - und die For-

2
meln b), 6) ergeben die besonderen Werte

oy
1=3g p—g-

44. Problem X. In drei Flichen eines Tetraeders wird
Je ein Punkt willkiirlich angenommen; es ist die Walwschein-
lichkeit zw finden, dass die durch diese drei Pumkte gelegte
Ebene die vierte Seitenfliiche des Tetraeders schneidet, oder.dass
die Schnittfigur ein Viereck ist.

Losung. Fig. 23 (8. 63) stellt das Tetraeder im Grund-
riss dar. P, @ seien zwei von den drei Punkten, in den
Seitenflichen 4CD, BOD liegend. Wir stellen uns zuniichst
die Aufgabe, jene Lagen des dritten Punktes R in der Flache
ABD zu ermitteln, fiir welche die durch P, @, R bestimmte
Ebene die Grundfliche 4 BC nicht schneidet. Zu diesem
Behufe legen -wir eine Ebene durch C, P, @, welche das



Tetraeder in dem Dreieck CFK schueidet, denken uns diese
um die Gerade PQ (Sehne des Tetraeders) gedreht, bis sie
durch A geht, in welcher Grenzlage sie das Tetraeder in dem
Dreieck AEL trifft — Vor- '
aussetzung ist dabei, dass
die Gerade APFE die Kante CD
weiter von D schneidet als die
Gerade BQH. Wihrend dieser
Drehung schneidet die Ebene das
Tetraeder nach Dreiecken, sonst
immer nach Vierecken. Soll da-
her die Ebene durch P, @, R die
Grundfliche des Tetraeders nicht
treffen, so muss der Punkt R in
dem Vierecke AF KL angenommen werden. Fiir die ge-
wihlte Lage der Punkte P, @ ergiebt sich also als Wahr-
scheinlichkeit fiir das Nichtschneiden von 4 BC der Ausdruck
1) AFKL d(4ACD) d(4BOD)
AdABD 4ACD 4BCD

Man setze nun behufs weiterer Ausfithrung 4D = q,
BD =1b,CD = ¢, die schiefwinkligen Koordinaten der Punkte
P, Q, und zwar DP' = az, P'P=cy; DQ'=0ba, Q'Q = ¢y,
ferner fiir den Augenblick DE = n¢. Alsdann ist

AFKL DA.DL—-DF.DK

Fig. 23.

Z/

AABD ~ DA.DB
darin
y b
DL=DQ'+ Q'L =t + DL, woraus DL = ;
"
DF—=DP +PF=axz+y.DF, woraus DF= %;
b !
DK—DQ + Q'K—ba +y . DK, woraus DE= 1—:075
mithin hat man weiter
AFKL _ z xa )
2) 4ABD” | _¢ U—9pd—9)
n.

ferner ist
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d(4ACD) adx.cdy

A4CD ~ 1 = 2d dy,
EGC
3)
4 !, f
d;BBCOJ)D) _ bd? cdy _ 204! dy.
Ebﬂ

Durch Einsetzung der Werte aus 2), 3) in 1) und In-
tegration erhdlt man die Wahrscheinlichkeit daftir, dass unter
der Voraussetzung DE > DH die Ebene PQR die Grund-
fliche des Tetraeders nicht schneidet, nimlich

9/:7///{ R e

die zuerst zu vollfithrende Integration in Bezug auf die
Variabeln 2/, 4 auf die Fliche BDE, die dann in Bezug
auf die Variabeln z, y vorzunehmende Integration auf. die
ganze Dreiecksfliche 40D ausgedehnt. Aus den Gleichungen
der Geraden BE, AC, welche lauten:

x’+y—’=1 z+y=1
n 7 y 3

ergeben sich die Integrationsgrenzen, und nach Einfithrung
derselben folgt fiir obige Wahrscheinlichkeit der von a, b, ¢,
daher von der Form des Tetraeders unabhingige Ausdruck

1 1—y
_ Y x(l —z) 3% 20 (l—z—y)* 1—a- ?/l
- _J_ l. oy
qu.f{l—w ydA—y) Ty TI= Y Y =z '
wenn man im Laufe der Rechnung fiir » den aus der Be

DE AD
ziehung PP 4P resultierenden Wert - y p einfiihrt,




l')ie. Ausrechnung der drei ersten Glieder bereitet keine
Schwierigkeit. Das vierte Glied lautet nach einiger Um-
formung:

// 2 (1 —y) — 222+ }l-lzf;ydydx;

—Y.
1 —
die beiden so entstandenen Integrale partle]le Integration an,
indem man setzt:

16st man [ - in eine Differenz auf und wendet auf

!l (1—ax—1y), beziehungsweise 1. (1 — &) = u,
3
) — 22 F —d
{x(l ) 2x+1_y dx = dv,

so wird man auf Integrale algebraischer rationaler Funktionen
gefiihrt.
Man erh#lt schliesslich
1

’—,_-

Dieselbe Wahrscheinlichkeit ergiebt sich fiir das Nicht-
treffen der Grundfliche des Tetraeders unter der Voraussetzung
DH > DE, so dass die vollstiindige Wahrscheinlichkeit dieses

Ereignisses gleichkommt i

M !
D) ¢=2¢ =
Daraus folgt endlich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
die Grundfiiche des Tetraeders geschnitten wird oder dass
die Schnittfigur ein Viereck ist, nimlich
3
6) p=1=f= i
45, Die Wahrscheinlichkeitsfiiche. Den bisher be-
handelten Aufgaben iiber Punkte, welche in einer Ebene
willkiirlich angenommen werden, lag die Voraussetzung der
gleichférmigen Verteilung der Punkte tiber die Ebene zu
Grunde. Das Gesetz der Verteilung kann aber von dieser
einfachsten Form verschieden sein. Es ist dann die Anzahl
der Punkte in einem Element der Ebene oder die Wahr-
scheinlichkeit, ein beliebig gewihlter Punkt falle in dasselbe,

Czuber, W ahrscheinlichkeitsrechnung. b
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nicht mehr von der Grosse allein, sondern auch von der
Lage des Elementes abhiingig.

Betrachtet man unter Beziehung auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem jenes Element der Ebene, dessen Eck-
punkten die Koordinaten (z,¥), (x + dz,y), ( + dz,y + dy),
(@, y + dy) zukommen, so wird die Wahrscheinlichkeit, dass
ein willkiirlich angenommener Punkt diesem Elemente an-
gehort, ausser von dem Produkte d dy, welches die Girdsse
des Elementes ausdriickt, auch von z und y abhingen und
die Form haben

1) =9 (@,9)dz dy.

Wird der Wert

2) s =ko (’E ’ y)
von dem Punkte (z,y) aus als dritte zu der Ebene der
zwei ersten rechtwinklige Ordinate aufgetragen, so erfiillen
die Endpunkte dieser Ordinaten eine Fléiche, welche den
Verlauf der Wahrscheinlichkeit geometrisch versinnlicht und
als Wahrscheinlichkeitsfliche bezeichnet werden kamn

Die Wahrscheinlichkeit, ein beliebig gewiihlter Punkt
falle in einen wie immer begrenzten Teil der Ebene, wird
durch den Inhalt des iiber diesem Teile ruhenden geraden,
durch die Fliche 2) begrenzten Cylinders gemessen, wemn
der ganze zwischen dieser Fliche und der zy-Ebene befind-
liche Raum als Einheit genommen wird.

Jene der Wahrscheinlichkeitsfliche aufgeschriebene Kur-
ven, fiir deren Punkte die dritte Ordinate z konstant ist,
ergeben in ihren Projektionen auf die zy-Ebene Kurven
gleicher Punktdichte oder gleicher Wahrscheinlich-
keit; sie sind den Isohypsen der Terrainflichen vergleichbar.

Von den Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit kann die-
jenige, welche die Fbene derart in zwei Teile trennt, dass
die tiber diesen Teilen stehenden Riume gleich gross sind,
als wahrscheinliche Kurve gleicher Wahrscheinlich-
keit bezeichnet werden.

46. Beispiel. Die rechtwinkligen Koordinaten E, n eints
Punktes in eimer Ebene sind gemessen worden; jeder dor
Messungen kann ein Fehler zwischen den Gremzen +a
haften, doch wimmt die Walrscheinlichkeit eines Feklergetmges
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im Verhdltnis eu seiner Grsse ab. Es ist die Wahrscheinlich-
keit einer Lage des zu bestimmenden Pumktes zu ermitteln.
Lésung. Der Mittelpunkt O des Koordinatensystems
in Fig. 24 entspreche der wahren (unbekannten) Lage des
festzulegenden Punktes. Die punktierte Linie 4CA' reprisen-
tiert die Fehlerverteilung in den Abscissen, die ihr kon-
gruente Linie BDB' die Fehlerverteilung in den Ordinaten;
dabei ist 04 = 0A4'—= OB = OB'=a. Mobglich sind alle
Lagen des Punktes inner-

halb des Quadrates MNST e

Wir betrachten jene IV B 4
Lage P des Punktes, welche , . s
aus einem Fehler z = 0¢ R;lng%

in der Abscisse und einem
Fehler y — QP in der Ordi- x4 D,"\’ {11 th 4 x
nate entsprungen ist, oder 1
genauer gesprochen: jene o]

in dem schraffierten Recht- o
eck vom Inhalte dz dy be- 5 , r
findlichen Lagen, welche Nid

aus Fehlern z bis z 4+ dz,

y bis y 4 dy in den Koordinaten herrithren. Die Wahr-
scheinlichkeit einer so beschaffenen Lage des Punktes als
die eines zusammengesetzten Ereignisses kommt gleich

_QQ'.dz RR'.dy (a—2)(a—y)dady

D »="jica ZBDB a*
Die diesem Fall entsprechende Wahrscheinlichkeitsfliche
2) 7= ———-<a - x)a(a ——yl’

zunichst fiir den Quadranten O AMB giltig, ist ein hyber-
bolisches Paraboloid; die beiden Scharen seiner Erzeugenden
sind den Ebenen X0Z, YOZ beziehungsweise parallel. Als
Leitlinien der ersten Schar konnen A und eine zweite Ge-
rade angesehen werden, welche in der Ebene YOZ liegt,
durch B geht und gegen die Axen unter 45° geneigt ist;
Leitlinien der zweiten Schar sind B und eine Gerade in

der Ebene X0Z, welche durch 4 geht und unter 45° gegen
5%



— B8 -—

die Axen geneigt ist. Der Symmetrie zufolge gelten fiir
die drei tibrigen Quadranten analoge Verhéltnisse, so dass
die ganze Wahrscheinlichkeitsfliche aus vier hyperbolischen
Paraboloiden besteht, welche sich in den Ebenen zz und yz
nach geraden Linien durchschneiden.
Die Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit haben die all-
gemeine Gleichung
3) (@—o)(@a—y) =2,
sind also gleichseitige Hyperbeln mit den Asymptoten M4,
Py, 5. MB im ersten, NB, NA' im zweiten
B M Quadranten u.s. w. (Fig. 25).

o Anmerkung. Befolgen die Fehler
T in den Abscissen und Ordinaten das
Gauss’sche Gesetz, ist also die Wahr-
\ scheinlichkeit eines Fehlers z bis a4 dz
in der Abscisse ausgedriickt durch
€ ' \, A ho e
SR A —¢ Uz,

V=
die eines Fehlers y bis y + dy in der Ordinate durch
W
Vﬂ? e dy,
dann ist die Wahrscheinlichkeit eines Punktes in dem elemen-
taren Rechteck (z, y), (z + dz, y), (x + dz, y + dy), (=, y + dy)
LH  —URarRg)

und die entsprechende Wahrscheinlichkeitsfliche
5 = o=y
eine transscendente Fliche, die sich ins unendliche erstreckt
und in dem besondern Falle & =7 zu einer Rotationsfliche
wird.
Die Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit haben die Gleich.

ung 2 .2 12 2 __ .2
W a4 b2y %

sind demnach #hnliche, konzentrische und #hnlich liegende
Ellipsen, Fehlerellipsen genannt, in dem besondern Falle
h = I konzentrische Kreise.
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3. Punkte im Raume.

47. Problem I. Innerhalb einer Kugel vom Halbmesser
werden zwei Punkte willkiirlich angenommen; die Wahrschein-
lichkeit zu finden, dass ihre gegenseitige Entfernung leiner ist
als eine gegebene Linge c.

Liésung. Die Anzahl aller Punktepaare in der Kugel ist
4\ . .
(§n7'5> ; bezeichnet also g die Anzahl der giinstigen Fille,

so ist p

1) TR
A

Um ¢ zu finden, suchen wir die Anderung dg, welche
diese Zahl erleidet, wenn der Halbmesser der Kugel um dr
zunimmt, wihrend ¢ unverindert bleibt. Zu den fritheren
giinstigen Fillen treten jeme hinzu, bei welchen einer der
beiden Punkte in die unendlich diinne Kugelschale fillt, deren
Halbmesser » und # + dr sind; die Félle, wo beide Punkte
in dieser Kugelschale liegen, konnen vernachlissigt werden,
da ihr Mass unendlich klein hoherer Ordnung ist. Ist
beispielsweise der eine Punkt in P (Fig. 26), so tritt ein
giinstiger Fall ein, wenn der andere
Punkt @ in den linsenférmigen Raum
fallt, welcher der gegebenen und einer
aus P als Mittelpunkt mit der Linge
¢ als Halbmesser beschriebenen Kugel
gemeinsam ist. Bezeichnet man den
Inhalt dieses Raumes mit ¥, so ist,
da P und @ vertauscht werden konnen,

dg=2.4mr?dr V.

Der linsenférmige Raum zerfillt in zwei Segmente, deren

gemeinsame Grundfliche den Halbmesser 20; V4r® — ¢* hat;

Fig. 26.

das eine, zur Kugel vom Halbmesser » .gehorig, hat die

2 X o v
Hbéhe —;7, das andere, zur Kugel vom Halbmesser ¢ gehorig,

4



— 70 —

die Hohe %:i); mit diesen Dimensionen findet man
r
leicht 9 .
e B B e
V= 5 7¢ %5
und damit weiter

2 1 ¢
I 2( " p8p2 __ T 4
dg = 8= (scr 4cr)dr.
Durch Integration ergiebt sich nun das gesuchte
2) g=8:1:2(%c3r3-—%c44’2+ 0),

worin C die noch zu bestimmende Integrationskonstante ist.

Durch Substitution dieses Wertes in Formel 1) findet man
& 9 ¢ 9 C
P=@ I AT e W

Zur Ermittelung von C dient die Bemerkung, dass fiir

¢=2r jedes Paar willkiirlich angenommener Punkte eine

Entfernung kleiner als ¢ hat, dass also in diesem Falle p=1

wird; es ist also

1=8—9—|—%-64—00g)
woraus g o L 2
27 B2
folgt, so dass schliesslich
A 9 ¢ 1
%) =F 16 AT

Anmerkung. Interessant ist die von 8. Roberts ge-
machte Bemerkung, dass ,

_ 28egment ADB -+ Segment APB
o Inhalt der Kugel C i

eine #hnliche Beziehung ergiebt sich bei der analogen Auf-
gabe in der Ebene.

48. Problem IL. In jeder wven zwei sich beriihrenden
gleichen Kugeln wird ein Punkt beliebig angenommen; welches
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gegenseitige Entfernung der
beiden Punkte kleiner ist als der Durchmesser der Kugeln?
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Lésung. A4, B (Fig. 27) sind die Mittelpunkte der ge-
gebenen Kugeln, » ihr Halbmesser. Der eine der beiden
Punkte, P, falle in ein Ele-
ment der Kugel A, welches
dus dieser durch zwei aus B mit
den Halbmessern z und z + dz
beschriebene Kugelflichen aus-
geschnitten wird; bezeichnet
man die Oberfliche des Ku-
gelsegments CPD mit %, so
ist die Wahrscheinlichkeit einer so beschaffenen Lage des
Punktes P

1)

udz

s

3

Um die giinstigen Lagen des zweiten Punktes @ zu er-
mitteln, beschreibe man aus P mit dem Halbmesser 27 eine
Kugelfliche, welche von der Kugel B den linsenférmigen
Raum FEGHF abschneidet: so oft der Punkt @ in diesen
Raum, dessen Inhalt v heissen moge, fillt, ist den Beding-
ungen der Aufgabe entsprochen. Die Wahrscheinlichkeit
dieses einfachen Ereignisses ist

v

>
2) e
daher die vollstindige zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass P@Q < 27 ist,

3r

9

r

Nun findet man leicht

w = %(47902— 3r¢g — 23,

7

9714
" =1—1§m:(x3—— 30725 + 7295 — x’)

folglich ist



3r
oo / (815 — 32475 + 405740® —1920°2% 4 2Tr%*
r
; 13

-

y|?
+ drzb— &) dx =

49. Problem IIL. Inmerhalb einer Kugel werden drei
Punkte willliirlich angenommen. Es ist die Wahrscheinlichkeit
2u finden, dass die Punktc Ecken eines spitewinkligen Drei-
ecks sind.

Losung. Da die verlangte Wahrscheinlichkeit von dem
Halbmesser der Kugel unabhéingig sein wird, so ist es ge-
stattet, den vom Mittelpunkte entferntesten der drei Punkte
in der Oberfliche der Kugel anzunehmen. Heisst dieser
Dunkt P, sind @, B die beiden anderen Punkte, so wird
fiir jeden der drei Punkte die Wahrscheinlichkeit zu er-
mitteln. sein, dass der Winkel, dessen Scheitel er bildet,
ein stumpfer ist, und da diese drei Ereignisse sich
gegenseitig ausschliessen, so giebt die Summe ihrer Wahr-
scheinlichkeiten die vollstindige Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass das Dreieck PQR stumpfwinklig ist. Uber
dies ist sofort zu erkennen, dass
die Punkte ¢, R gleiche Rolle
spielen, dass also die darauf be-
ztiglichen Wahrscheinlichkeiten gleich
sein werden.

1. Wahrscheinlichkeit, dass der
Winkel bei P stumpf ist. Um sie
zu finden, halten wir den zweiten
Punkt @ (Fig. 28) fest, legen die
Ebene PA normal zu P¢ und er-
kennen nun, dass der Winkel QPR stumpf sein wird,
wenn der dritte Punkt R in das Segment PAB fillt, was
mit der Wahrscheinlichkeit

Fig. 28.

Inhalt des Segments PAB
Inhalt der Kugel ’

oder, indem man OP=r, PQ =9, L OPQ =0 setzt, mit
der Wahrscheinlichkeit
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énr‘"(l — ¢0s 0)%(2 + cos 0)
1) = Z(1 — ¢0s0)*(2 + cos 0)

~3—71:7*3

zu erwarten ist. Das Element der Kreisfliche bei @, welches

den Anderungen dg, d0 von g, 0 entspricht, ist o d0 de, daher

das Element der Kugel bei @ gleich ¢ d0 do . 2w sinf, folg-

lich die Wahrscheinlichkeit einer durch die Argumente g, 0
charakterisierten Lage des Punktes ¢

2no’sinfdide 3

$) 4.3

2) % e 2r

Aus -den beiden einfachen Wahrscheinlichkeiten 1) und

2) ergiebt sich die vollstindige zusammengesetzte Wahrschein-

lichkeit eines stumpfen Winkels bei P:
r kA

e%sin 0 db de.

z 27 cos O
pP:ETSﬁ/ /(1 — ¢080)2(2 + cos0) g® sin 0 db do
o0
b4
] ?rcos@
3) S% /(2"300594—00839)92 sin do do
0 0
? 3
=/(2 — 3 cos0 + cos®0) cos® 0 sin df = o
0

2. Wahrscheinlichkeit, dass der Winkel bei ¢ stumpf
ist. Bei unverinderter Lage von @ wird der Winkel PQR
ein spitzer sein, wenn der dritte Punkt R in das Segment
CDB f3llt, welches durch die zu P@ normale durch @ ge-
legte Ebene CD abgeschnitten wird; letzteres ist mit der
Wahrscheinlichkeit \

{ % 3(1—— s6 g) (2 cosﬂ—g)

Inhalt d.Segm.CDB _3 r b r + r

Inhalt der Kugel 4
4) 3 T

=—}I(1—~cosﬂ+%>2(2+0080—— %)

3
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zu erwarten, und da die Wahrscheinlichkeit der bezeichneten
Lage von @ dieselbe ist wie sie vorhin in Gleichung 2) ge-
funden wurde, so ist die vollstiindige Wahrscheinlichkeit

eines spitzen Winkels bei

g_ 27 cos @
& 2
1 —pQ=%/f(1—cosﬁ+$> (2+cosﬂ—§)gzsmﬂd6dg

0 0

% 27 cos 6
—— 2 —3cos0 + cos?0 + 3L sin2h
873 - r o

b o? o° .

) +3ﬁcosﬂ—ﬁ>g2sm6 df de

2

=./<2+%0056 —1%00339) cos® 0 d9=%,
(1]

daraus die Wahrscheinlichkeit eines stumpfen Winkels hei ()
17

5) p,= %;
ebenso ist
17
6) Pr= 7_0

Aus 3), 5) und 6) ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit,
dass das Dreieck PQR stumpfwinklig ist,

317
() p=pP+pQ+pR=Ea

und daraus die verlangte Wahrscheinlichkeit, dass es spitz-
winklig ist,
33
8) =1l 0

50. Flichen gleicher Wahrscheinlichkeit. Wie in
Linien und Flichen, so kann auch im Raume die Anordnung
der Punkte von der bisher vorausgesetaten gleichformigen
Verteilung abweichen. Die Wahrscheinlichkeit. dass ein be-
liebig herausgegriffener Punkt in ein bezeichnetes Raum-
element fallen werde, hiingt dann nicht allein von der Girosse,
sondern auch von der Lage dieses Elementes ab.
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Bezieht man den Raum auf ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem und betrachtet das parallelepipedische Element,
dessen Anfangskoordinaten z,y,z und dessen Dimensionen
dz, dy,dz sind, so erscheint die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Punkt dieses Elementes in der Form

L) p=9@,y,2) dzdydz,
und es ist die Funktion
2) 1¢=kq3(may; Z)

der Punktdichte in dem betrachteten Elemente proportional.
Fasst man das Wort ,,Dichte* im physikalischen Sinne auf,
indem man den Raum mit Materie sich angefiillt denkt, so
kann die Wahrscheinlichkeit eines Punktes in einem irgend-
wie begrenzten Teile des Raumes gedeutet werden als das
Verhiltnis der Masse in diesem Raumteile zur Masse im
ganzen in Betracht kommenden Raume.

Ist w = Konstante = ¢, so wird

3) P, y,2) =¢
diese Gleichung stellt eine Fliche dar, auf welcher gleiche
Dichte der Punkte herrscht oder eine Fliche gleicher
Wahrscheinlichkeit, weil ein beliebig angenommener
Punkt gleich grossen, an eine solche Fliche sich anschlies-
senden Raumelementen mit gleicher Wahrscheinlichkeit an-
gehoren kann.

51. Beispiel. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punltes
im Rawme sind gemessen worden; jeder der Messungen kann
ein Fehler zwischen den Grenzen +a anhaften, doch wimmt die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlerbetrages proportional mit seiner
Grisse ab. Fs ist die Wahrscheinlichkeit einer Lage des zu
bestimmenden Punktes zu ermitleln.

Lisung. Der Mittelpunkt des Koordinatensystems, welches
der folgenden Betrachtung zu Grunde liegt, ist die wahre
(unbekannte) Lage des festzulegenden Punktes.

Betrachten wir eine Lage P oder besser jene sbenach-
barten Lagen desselben, welche aus Fehlern in den Koordi-
naten entspringen, die beziehungsweise zwischen z und x -+ dz,
y und y 4 dy, # und 2+ dz liegen. Die einfachen Wahr-
scheinlichkeiten der genannten Fehler sind (vergl. Nr. 46):
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4 —2x a—y . a—2
P de, po dy, 5
die Wahrscheinlichkeit ihres Zusammentreffens oder einer
Lage des Punktes von der beschriebenen Beschaffenheit ist

dz,

1) p=(“_‘”>(“;y>(“’Z) dz dy de.

Die allgemeine Gleichung der Flichen gleicher Wahr-
scheinlichkeit lautet

2) (@ —2z)(a—y)(a —2) =

Alle moglichen Lagen des Punktes erfiillen einen Wiirfel
von der Seite 2a¢ und dem Mittelpunkte O; die Flichen
gleicher Wahrscheinlichkeit sind in den Oktanten dieses
Wiirfels symmetrisch angeordnet und je acht Flichen, welche
zu demselben numerischen Werte von ¢ gehbren, hingen in
den Ebenen yz, 2z, xy lings gleichseitiger Hyperbeln zu-
sammen.

Anmerkung. Befolgen die Fehler in den Koordinaten
das Gauss’sche Fehlergesetz, so ergiebt sich fiir einen Punkt,
dessen Koordinaten Fehler zwischen den Grenzen 2z und
z-+dr, y und y + dy, 2 und 2z + dz anhaften, die Wahr-

scheinlichkeit
WK —ear w22 02
¢ FEED 0 dy de.
7

Die Flichen gleicher Wahrscheinlichkeit haben dann die
allgemeine Gleichung
IRa? 4+ Wiy 4 1'% = ¢,
sind also konzentrische, #hnliche Ellipsoide von #hnlicher
Lage; man konnte sie analog den Fehlerellipsen in der Ebene
Fehlerellipsoide nennen. Sind zwei der Konstanten h

gleich, so sind es insbesondere Rotationsellipsoide, und fir
den Fall h =7'=#' Kugelflichen.




Zweites Kapitel.

Willkiirlich gezogene Gerade.

1. Gerade in der Ebene.

52. BEine Gerade ist als ,willkiirlich gezogen® im wei-
testen Sinne des Wortes zu bezeichnen, wenn die gegebenen
Bedingungen, welche sie zu erfiillen hat, zu ihrer Bestimmung
nicht ausreichen.

Bei Geraden in der Ebene konnen drei Hauptfille unter-
schieden werden.

1. Gegeben ist eine Ebene und in derselben ein Punkt;
durch den Punkt ist in der HKbene eine Gerade zu fiihren.
Die Richtung der Geraden ist unbestimmt, kann also be-
liebig angenommen werden. (Gerade von beliebiger Richtung.)

2. Gegeben ist eine Ibene und in derselben eine Rich-
tung; es soll in der Kbene eine Gerade von der gegebenen
Richtung gezogen werden. Die Lage der Geraden ist nicht
bestimmt, kann daher willkiirlich angenommen werden. (Be-
liebige Gerade von gegebener Richtung.)

3. Gegeben ist eine KEbene; es soll in derselben eine
Gerade verzeichnet werden. Lage und Richtung sind un-
bestimmt, also beide beliebig anzunehmen. (Willkiirlich' ge-
zogene Gerade.)

In den beiden ersten Fallen ist die Willkiir eine be-
schrinkte, im dritten Falle eine unbeschrinkte.

Unter den ersten Fall wire auch die folgende Forderung
zu stellen: In einer gegebenen Ebene ist ein Punkt will-
kiirlich anzunehmen und durch denselben eine Gerade zu
ziehen. Wenn hier von vornherein auch Richtung und Lage
unbestimmt sind, so ist doch nur die Richtung beliebig;
denn sobald der Punkt angenommen ist — und das hat
der Verzeichnung der Geraden voranzugehen — bleibt fiir
die letztere nur eine beschrinkte Willkiir zuriick.
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Dagegen kann eine Gerade, entstanden durch Verbindung
zweier willkiirlich angenommener Punkte, im obigen Sinne
nicht als willkiirlich gezogen gelten; die ganze Willkiir haftet
hier den beiden Punkten an, und sind diese angenommen,
so ist die Gerade bestimmt.

53. Theorem I. Die Anzahl der Geraden (Strahlen),
welche durch emen gegebenen Punkt zwischen zwei festen ge-
gebenen Geraden (Strahlen) gezogen werden konnen , wird durch
den Winkel dieser Geraden (Strahlen) gemessen.

Die Griinde hierfir liegen in den allgemeinen Sitzen,
welche in Nr. 3 der Einleitung entwickelt worden sind.
Stellt man die Gleichung der Geraden in der Form

z cos® +ysm =0

oder
y=tang 0 .

auf, indem man den gegebenen Punkt als Ursprung wihlt,
so bilden die Werte von ), welche den durch diesen Punkt
gezogenen Geraden entsprechen, eine einfach ausgedehnte
stetige Mannigfaltigkeit, deren Inhalt, wenn 0, 0, sich auf
die zwei festen Geraden beziehen, gleichkommt

6,
Jab—6,—6,,
0,

d. 1. dem Winkel der beiden festen Geraden.

Diese Messungsweise entspringt aus der Vorstellung,
dass die Gesamtheit aller Geraden durch einen gegebenen
Punkt aus einem Geradenbiischel entsteht, in welchem die
aufeinander folgenden Geraden unter sich gleiche, ins unend-
liche abnehmende Winkel einschliessen.

Aus dem obigen Satze folgt, dass die Anzahl aller
Geraden durch einen gegebenen Punkt durch =, die Anzahl
aller Strahlen durch 27 gemessen wird.

b4, Theorem II. Die Anzahl der Geraden, welche
gegebener Richtung zwischen zwei gegebenen Grenzlagen gezogen
werden kinnen, wird durch den senkrechten Abstand der Grens
lagen gemessen.

Schreibt man n#mlich die Gleichung der Geraden in
der Form:
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xcos + y sinh = p,
wobei 6 der gegebenen Richtung entspricht, so bilden die
den gedachten Geraden zukommenden Werte von p eine
einfach ausgedehnte konkrete Mannigfaltigkeit, deren Inhalt,
wenn p, p, auf die Grenzlagen sich beziehen, gleichkommt

L=
Jdp—p,—p,,
A
d. 1. dem gegenseitigen Abstande der Grenzlagen.

Die Gesamtheit aller Geraden von gegebener Richtung
hat man sich aus einem Parallelensystem entstanden zu
denken, in welchem die aufeinander folgenden Geraden unter
sich gleiche, ins unendliche abnehmende Abstinde aufweisen.

Die beiden bisher erdrterten Gesamtheiten von Geraden
konnen auch unter einem gemeinsamen Gesichtspunkte auf-
gefasst werden.

Die Gesamtheit der Geraden erster Art schneidet auf
einem Kreise, welcher aus dem gegebenen Punkte als Mittel-
punkt mit beliebigem Halbmesser beschrieben wird, eine
gleichformige Gesamtheit von Punkten aus; ebenso ergiebt
eine Gesamtheit von Geraden der zweiten Art mit einer zu
ihrer Richtung normalen (sowie jeder andern) Geraden eine
gleichformige Punktreihe: die willkiirliche Annahme einer
Geraden fillt daher mit der willkiirlichen Annahme eines
Punktes in jenem XKreise, bezichungsweise in der Trans-
versalen zusammen, folglich kann die Gesamtheit der Ge-
raden durch die Gesamtheit der zugehdrigen Punkte ge-
messen werden, wodurch man wieder zu den aufgestellten
Sitzen gefithrt wird.

55. Der Begriff einer in einer Ebene willkiirlich ge-
zogenen Geraden setzt sich aus dem Begriffe einer Geraden
von beliebiger Richtung und aus dem Begriffe einer belie-
bigen Geraden von gegebener Richtung zusammen.

Die Gesamtheit aller Geraden der dritten Art hat man
gich namlich aus einem Netze von Geraden entstanden zu
denken, bestehend aus kongruenten Systemen #quidistanter
Parallelen, welche den Geraden eines gleichwinkligen Gre-
radenbiischels parallel sind, indem sowohl der gegenseitige



Abstand der Geraden in den Parallelensystemen als. der
Winkelabstand der Geraden des Biischels ins unendliche
abnimmt.

Eine andere Entstehungsweise dieses Liniennetzes folgt
aus nachstehender Darstellung. Schreibt man die Gleichung
der Geraden in der Form

z cosl + y sin = p,

so bilden die Wertverbindungen von 6 und p, welche allen
Geraden der Ebene entsprechen, eine zweifach ausgedehnte
stetige Mannigfaltigkeit. Lisst man 6 konstant und erteilt
dem p Werte, welche eine arithmetische Reihe bilden, so wird
man zu einem System #quidistanter Parallelen gefithrt; er-
teilt man dagegen bei konstantem p -dem 6 in derselben
Weise fortschreitende Werte, so ergiebt sich eine Schar
von Tangenten eines Kreises, welcher mit dem Halbmesser p
aus dem Ursprunge beschrieben wird; die Beriihrungspunkte
sind auf dem Umfange gleichformig verteilt. Man erhilt
also alle den Wertverbindungen von 6 und p entsprechenden
Geraden, indem man aus dem Scheitel eines gleichwinkligen
Geradenbiischels eine Schar #quidistanter Kreise beschreibt
und an diese in allen Punkten, wo sie von den Geraden
des Biischels getroffen werden, Tangenten zieht.

Mit der Messung von Gesamtheiten dritter Art werden
wir uns spiter beschiftigen.

56. Problem I. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass
eine durch cinen gegcbenen oder willkiirlich angenommenen Punkt
beliebig gezogene Gerade mit einer festen Geraden einen zwischen
den Grenzen 0 und 0 + d0 liegenden, oder kurz den Winkel 0,
einschliesst?

Losung. Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist (it_ﬂ

57. Problem II. Welches ist dic Wahrscheinlichkeit, dass
e aus eimem gegebenen oder beliebig angenommenen Punkte
gezogener Strahl mit einem festen Strahl den Winkel 0 bildet?
Losung. Die geforderte Wahrscheinlichkeit ist ;Z_B

b
58. Problem III. Wie gross ist die Wahrscheinlichhkeit
dass eime in gegebener Richtung willkiirlich gegogene Gerade



— 81 —

von der einen Grenzluge den Abstand x besitzt, wenn a der
Abstand beider Grenzlagen ist?

Losung. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist e,

a

59. Problem IV. In einer Hyperbel, deren Asymptoten-
winkel (im Bogenmasse) o ist, wird ein Durchmesser willkiirlich
gezogen.  Die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass er mit der
Hyperbel reelle Schnittpunkie ergiebt.

Losung. Da reelle Schnittpunkte nur dann eintreten,
wenn der Durchmesser innerhalb des Asymptotenwinkels
fallt, so ist die verlangte Wahrscheinlichkeit

[#4

r=z

fiir die gleichseitige Hyperbel p =%-

60. Problem V. In der Ebene einer Hyperbel, deren
Asymptotenwinkel o ist, wird eine Gerade beliebig gezogen. Die
Wahrscheinlichkeit zu finden, dass es zu dieser Geraden parallele
Tangenten an die Hyperbel giebt?

Lésung. Verzeichnet man den zu der gezogenen Ge-
raden parallelen Durchmesser, so wird der in der Aufgabe
gestellten Forderung nur dann entsprochen werden kénnen,
wenn derselbe in das Supplement des Asymptotenwinkels
fallt, so dass

a
x @

61. Problem VI. Durch den Mittelpunkt eines Rechtecks
von der Linge a und der Breite b wird eine Gerade willkiivlich
gezogen; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie die Lang-
seiten, respektive die Breitseiten des Rechtecks schneidet?

Lésung. Man findet leicht
a

2
B = _ e tang 3’

2 y b
1y = arctang —-
woraus wegen p; + p; = 1 der bekannte cyklometrische Satz

folgt: -

a b
arctang 7 + arctang =9

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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62. Problem VIL Aus dem DMittelpunkte eines Quadrates
werden drei Strahlen gezogen. der erste in willkiirlicher Rich-
tung, der zweite zu einem beliebigen Punkle des Umfangs, der
dritte durch einen beliebigen Punkt der Fléiche; alle drei werden
bis zum Umfange des Quadrates verlingert. Die Wahrschein-
lichkeit zu finden, dass der erste, der szweite, der dritte unter
thmen der lingste ist.

Losung. Es sei KLMN (Fig. 29) das Quadrat, O sein
Mittelpunkt, OA4 der erste, OB der zweite
zu dem im Umfange willkiirlich ange-
nommenen Punkte B gefiihrte, endlich
¢  OC der dritte durch den in der Fliche
0 x beliebig bezeichneten Punkt )-gezogene
Strahl. Man konstruiere OX, OY parallel
zu den Seiten des Quadrates, wihle LX
K'— Y B £ ur Einheit und bezeichne Winkel ¥ 04
mit 0.

Die Wahrscheinlichkeit, dass OA4 mit einer der Axen
den Winkel 6 einschliesst, ist
a0,
2x’
die Wahrscheinlichkeit, dass OB kiirzer ist als OA, oder
dass YB kleiner ist als Y., ist
AY

8 Umfang des Quadrates

die Wahrscheinlichkeit, dass OC kleiner ist als OA, oder
dass das Dreieck OXC hochstens gleichkommt dem Dreieck
0AY, ist

Fig. 29.
N M

S.

= tang 0;

4 04T ;
Fliche des Quadrates — ‘@9 Y5

daraus ergiebt sich die vollstiindige zusammengesetzte Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass 04 am grossten ist,

171
4

4 9
1) p1=;‘/tomg20 d6=%—1,

0



Durch ihnliche Betrachtungen findet . man mit ¥B — y
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass OB am grossten,
1

4
2) Pg=;ﬁarctangydy=1—%

0

und mit XU =z die Wahrscheinlichkeit, dass OC am grossten,

4
3) Ps=_— o:arctomgxdx:l——%.

0

Wie notwendig, ist p, 4+ p, + p, = 1.

63. Problem VIIL. s ist die Wahrscheinlichkeit zu er-
mitteln, dass die Resultierende zweier in Richtung und Grosse
willkiirlicher Krifte in der Ebene die grisste, bezichungsweise
Kleinste, mittlere der drei Kriifte ist.

Lésung. Bezeichnet man die Komponenten mit z, y,
den Winkel, welchen sie einschliessen, mit , und die Resul-
tierende mit 2, so ist

1) 22 =a+ y* + 2y cos 0.
Es geniigt, die Werte von 0 auf das Intervall O bis %a jene

von # und y auf ein endliches Intervall O bis @ zu beschréinken.

1. z ist unter den drei Kriften unbedingt die grosste,
solange Winkel 0 spitz ist; die Wahrscheinlichkeit hierfiir

betrigt % )
Aber auch dann, wenn  den Betrag 5 tibersteigt,

kann # am grossten sein. Setzt man 6 = %n + @, so schreibt
sich 2% in der Form

2=y +z(x—2ysing)
und es wird z <y < 2, wenn z > 2y sin @; dabei darf, da y
der hochste Wert .von z ist, sing hochstens %, also @
ho6chstens %n werden. Da dieselbe Wahrscheinlichkeit auch

fir y<az<ez git, so ist die vollstindige Wahrschein-
6%*
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lichkeit dafiir, dass die Resultierende die grosste der drei
Kriifte sei, 1

2) p = +2/d‘pfdy/ 2 3 20

T a a 3 m
0 2y sing
2. Aus 22 =22+ y(y — 22 sin @) folgt, dass 2z < <y,
wenn y < 2z sin ¢; und da x der kleinste Wert von y ist,

, . 1 . 1 .
so muss sin g mindestens 37 oder @ mindestens F T sein.

Die Wahrscheinlichkeit also, dass die Resultierende die kleinste
der drei Krifte sei, oder dass entwederz <<z <y oder 2 <y<z
werde, ist

G0 s fdy V3 1
2 ‘f ‘pf 5

3. Daraus folgt endlich die Wahrscheinlichkeit, dass
die Resultierende die mittlere der drei Krifte ist,

, 2 28 —1)
4) 193=1“P1—102=§“ﬂ7—)‘

64. Problem IX. (Buffons Nadelproblem.) Fine Ebene
ist durch parallele, dquidistante Gerade in Streifen zerlegt; eine
cylindrische, sehr diinne Nadel, deren Ldnge hochstens gleich-
kommt dem gegenseitigen Abstande der Parallelen, wird will-
kiirlich auf dieselbe geworfen. Wie gross ist die Wakrschein-
lichkeit, dass die Nadel eine der Teilungslinien trifft?

Losung. M N, PQ (Fig. 30) seien irgend zwei benachbarte
Teilungslinien; ihr Abstand AB =a.

Fig. 30.
bl Q@ Angenommen, der Mittelpunkt der
" Nadel falle nach C, so dass seine
Entfernung von MN, d. i AC=zs
- y «  ist; die bestigliche Wahrscheinlichkelt
D F ist Tf Beschreibt man aus C mit

der halben Liénge » der Nadel den Kreisbogen DF , ver-
zeichnet die Lagen DOE, FCOG der Nadel, so wird M N von
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dieser getroffen, wenn sie innerhalb des Winkels DCF — 2¢
fillt; die beziigliche Wahrscheinlichkeit ist 2.2

b/

Daraus folgt die vollstéindige zusammengesetzte Waht-
scheinlichkeit, dass M N von der Nadel getroffen wird, so-
lange ihr Mittelpunkt tber M N fillt,

r i
2 2 [/ x 27
pdz=— [ arccos—dx = —;
Ta Ta r Ta
0 0
derselbe Wert ergiebt sich unter der Voraussetzung, dass

der Mittelpunkt der Nadel unter M N zu liegen kommt.
Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist demmach

_ Ar®

Ta

65. Historische Notiz. Das vorliegende Problem war
eines der ersten, welches auf dem Gebiete der geometrischen
Wahrscheinlichkeit gestellt und gelost worden ist. Hs ist
bemerkenswert, dass Buffon, dessen Forschungsgebiet der
Mathematik doch ferne lag, es war, der zur Lésung einer
so fremdartigen Aufgabe den richtigen Weg einschlug und
dadurch fiir einen neuen Zweig der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung den Grund gelegt hat.

Er erdffnet den XXIII. Abschnitt seines ,,Versuchs einer
moralischen Arithmetik“** mit den Worten: , Die Analyse
ist das einzige Instrument, dessen man sich bis jetzt in der
Wissenschaft der Probabilititen zur Bestimmung und Fest-
stellung der Beziehungen des Zufalls bedient hat; die Geo-
metrie wiirde zu einem so wankenden Gegenstande wenig
geeignet sein; betrachtet man es aber in der Néhe, wird
man leicht erkennen, dass dieser Vorteil der Analyse vor
der Geometrie ginzlich zufillig ist, und der Glicksfall, je
nachdem er modifiziert und bedingt wird, ebensowohl in
das Gebiet der Geometrie, als in das der Analyse gehdrt ...

# Eine zweite Losung, zugleich Verallgemeinerung dieses Problems

s. Nr. 82.
#% Buffon's simtliche Werke, deutsch von B.Rave. 1840, 4.Bd,,

pag. 441 —498.
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Um demnach die Geometrie in Besitz ihrer Rechte auf die
Wissenschaft des Gliicksfalles zu setzen, braucht man nuy
Spiele zu erfinden, die sich auf die Ausdehnung und ihre
Verhiiltnisse griinden, oder die kleine Zahl derer zu berechnen,
die von dieser Art schon erfunden sind.* Sodann wendet er
sich zur Losung einiger Aufgaben iiber-das ,franc-carreau®
Spiel, welches darin besteht, dass man auf einen mit gleichen,
reguliren Platten getifelten Boden eine Miinze wirft und
wettet, dass keine oder ein, zwei, drei...Iugen gedeckt
werden. Das zur Losung angewandte Prinzip ist richtig,
die Scheidung der giinstigen und ungiinstigen Fille jedoch
nicht immer korrekt durchgefihrt.*

Buffon bemerkt weiter, dass die Aufgabe ,etwas mehr
Geometrie“ erfordere, wenn das geworfene Stiick eine andere
als die Kreisform besitzt, und geht dann zu dem Nadel-
problem iiber, welches er in ganz korrekter Weise mit Hilfe
der Integralrechnung 1lést. Den Fall aber, dass die Ebene
statt mit einer mit zwei Scharen #quidistanter Parallelen
tiberzogen ist, welche sie in kongruente Quadrate zerlegen,
behandelt er fehlerhaft. (Vergl. Nr. 68, Anmerkung.)

Von den einfachen Beispielen iiber das ,,franc-carreau®
Spiel abgesehen, iiber welche Buffon bereits 1733 der
Akademie (s. Histoire de I’Academie de France pour 1733,
pag. 43—45) kurze Mitteilung gemacht hat, wire die Ab-
fassung des ,Versuchs einer moralischen Arithmetik® nach
Gourands , Histoire du Caleul des Probabilités depuis ses
origines jusqu’a nos jours“ (Paris 1848) in die Zeit um
1760 zu versetzen™®* welche demnach als die Zeit der Be-
griindung der Theorie geometrischer Wahrscheinlichkeiten
zu bezeichnen wire.

Von 1760 bis 1812 ist tiber den Gegenstand nichts zu
verzeichnen. In seiner im letztgenannten Jahre erschienenen
»Théorie analytique des Probabilités* behandelt Lapléce
auf pag 359 —362 Buffons Nadelproblem wieder und einen

# Uberdies sind einige der Resultate durch Druckfehler entstellt.

#* Vergl. J. Todhunter ,,A History of the mathematical Theory
of Probability from the time of Pascal to that of Laplace“ (Cambridge
and London, Macmillan, 1865), pag. 844.
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schwierigeren Fall desselben, wo niimlich die Ebene in
kongruente rechteckige Felder geteilt ist, ohne jedoch den
Ursprung dieser Aufgaben zu erwihnen® Sie bilden in
Laplaces grossem Werke den Schluss des 5. Kapitels:
»Application du Caleul des Probabilités, & la recherche des
phénomeénes et de leur causes. Nachdem von der An-
wendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Astronomie,
Physiologie, Medizin, politische Okonomie, auf den Einfluss
moralischer Ursachen, auf die Untersuchung von Gliicks-
spielen, deren Komplikation eine direkte Behandlung nicht
zulisst und wo daher Beobachtungen zu Hilfe genommen
werden miissen, gesprochen worden, wird der Ubergang zu
dem in Rede stehenden Problem durch die Worte vermittelt:
»Enfin, on pourrait faire usage du calcul des probabilités,
pour rectifier les courbes ou carrer leurs surfaces. Sans
doute, les géometres n'emploiront pas ce moyen; mais comme
il me donne lieu de parler d'un genre particulier de com-
binaisons du hasard, je vais lexposer en peu de mots."
Die Einftigung der Aufgaben in das System ist demnach
eine eigentiimliche; sie erfolgt an einer Stelle, wo man es
nicht vermuten sollte.

Seit etwa dreissig Jahren wird das neue Gebiet der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung namentlich ven englischen und fran-
zbsischen Mathematikern mit Vorliebe kultiviert; Zeugnis
davon legen die {iberaus zahlreichen Probleme ab, welche
insbesondere in englischen Fachzeitschriften erschienen sind
und deren Losungen wiederholt zu interessantem Meinungs-
austausch tiber die Grundlagen des neuen Gegenstandes Ver-
anlassung gegeben haben.

Zwei Werke iiber Integralrechnung, und zwar J. Tod-
hunters ,A Treatise on the Integral Calculus ete.”
(Cambridge and London, Macmillan, II. Aufl., 1862) und
B. Williamsons ,An elementary Treatise on the Integral
Calculus ete (London, Longmans, ITL. Aufl., 1880) haben
der geometrischen Wahrscheinlichkeit und den geometrischen

# Infolgedessen wird hiufig Laplace als Urheber des Nadel-

problems bezeichnet.
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Mittelwerten ein besonderes Kapitel gewidmet; in letat-
genanntem Werke hat dieses Kapitel Crofton zum Verfasser,

66. Anmerkung. Buffons Nadelproblem bietef ein
weiteres Interesse dadurch, dass es eines von den wenigen
iiber geometrische Wahrscheinlichkeit ist, welche auch auf
experimentellem Wege bestitigt wurden.

Die wesentliche Schwierigkeit bei Ausfiihrung derartiger
Versuche beruht in der Forderung, die Experimente so ein-
zurichten, dass dem Begriffe der Willkiir Rechnung getragen
werde. Werden auf einer irgendwie begrenzten ebenen Fliche
Punkte beliebig angenommen, so sollte, je grosser ihre Zahl,
ihre Verteilung iiber die Fliche um so gleichformiger aus-
fallen. Man wird aber finden, dass die Dichte der Punkie
gegen den Umfang der Figur abnimmt, und zwar aus dem
Grunde, weil die Forderung, dass die Punkte innerhalb der
Figur angenommen werden sollen, gewissermassen ein Fern-
halten von der Grenze und daher eine geringere Punktdichte
in deren N#he zur Folge hat. Um diesem Einflusse zu be-
gegnen, miisste man die Punkte ohne Riicksicht auf den
Umfang der Figur in der erweiterten Ebene annehmen, und
alle Punkte, welche ausserhalb der Figur gefallen sind, ausser
Acht lassen. Ahnliche Bemerkungen gelten iiber die An-
pahme von Punkten in Linien, im Raume.

Ebenso muss bei Annahme gerader Linien in einer Ebene
besondere Vorsicht darauf verwendet werden, dass alle Rich-
tungen, eventuell auch Lagen, mit gleicher Leichtigkeit
auftreten konnen, dass keine Tendenz vorhanden ist, diese
oder jene Richtungen oder Lagen hiufiger herbeizufiihren
als andere.

Professor Dr. R. Wolf in Ziirich, welcher vor Jahren
zahlreiche Versuchsreihen zur Bestitigung des Gesetzes der
grossen Zahlen abgefiihrt hat, dehnte dieselben auch auf
Buffons Nadelproblem aus, das ihm aus L. Lalannes ,Un
million de faits“ (Paris, 3. Aufl, 1843), jedoch ohne Be
griindung des Resultates, bekannt geworden war* Auf einer

* Mitteilungen der Naturforschenden Gesellschaft in Bern, 1850,
pag. 85— 88.
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Tafel von 1 Quadratfuss wurde eine Reihe von Parallelen
im gegenseitigen Abstande von 45 mm gezogen und aus
einer Stricknadel ein Stiick von 36 mm Liinge herausgebrochen.
Von den drei Serien angestellter Versuche hat nur die dritte
hier ein Interesse; es wurden 50 mal je 100 Wiirfe aus-
gefithrt, und um der ,willkiirlichen Richtung® der Nadel
Rechnung zu tragen, erhielt die Tafel eine bestéindige Dreh-
ung. Unter je 100 Wiirfen war die Anzahl der Fille, wo
die Parallelen getroffen wurden:

41 in 1 Vers., 53 in 2 Vers.,
42 " 3 2 54 ” 1 EAl
43 » 2 » 55 ” 1 n
45 » 7 ” 56 b2l 2 9
46 b3 2 ” 57 kb 1 2
4:7 n 1 " 58 2 1 1
48 » 3 N 59 ” 1 2
49 7 2 » 60 ” 2 »
50 7 3 ” 61 7 1 ”
51 , 8 62 , 2
57, . BN 63 , 1

2532 in 50 Versuchen — 50 >< 100 Wiirfen.

Das hieraus abgeleitete Verhiltnis der Anzahl der giin-
stigen Fille zur Gesamtzahl der Versuche ist

2532
Poem o — =y
P'= %500 0,5064,
wihrend die theoretische Formel fiir 27 = 36 und a = 45
ergiebt p — 05003,

Die Ubereinstimmung des Versuchs mit der Theorie kann
also als eine sehr befriedigende bezeichnet werden, indem
der Unterschied beider Resultate nur 0,0029 betrigt.

Wolf hat die Zahlen der ersten Vertikalreihe einer
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate
unterworfen, indem er sie als Ergebnisse von 50 gleich
genauen Beobachtungen betrachtet; nach dieser Rechnung
(vergl. Wolfs Handbuch der Mathem., Physj. ete., 1. B'd.,
pag. 277) ergiebt sich unter 100 Wiirfen die wahrschein-
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lichste Anzahl der Fille, wo die Parallelen getroffen werden,
gleich 50,64 mit dem mittleren Fehler + 0,84, wonac.h das
Verhiltnis der giinstigen zur Anzahl aller Versuche zwischen
den mittleren Grenzen 0,5064 4 0,0084 sich bewegt, zwischen
welchen der theoretische Wert thatsiichlich enthalten ist.
Da Lalanne a. a. Q. die Bemerkung macht, man konne
durch Versuche der beschrviebenen Art zu einer um so ge-
naueren Bestimmung der Zahl m gelangen, je grisser man
die Versuchsreihe macht, so beniitzt Wolf die Ergebnisse
seiner Versuche auch zu dieser Rechnung. Aus der theore-

tischen Formel folgt Ar 1

= —

vop
setzt man hier fiir p den aus der Beobachtung abgeleiteten
Wert p' = 0,064 ein, und rechnet mit dessen mittlerem
Fehler u = 4+ 0,0084 den mittleren Fehler opiger Funktion,
so ergiebt sich

e 27 L ﬂ-}%-y=3,1596i0,0524;

a P @

auch hier fillt der theoretische Wert von = zwischen diese
durch das Experiment gelieferten Grenzen.

Wolfs Versuche geben noch Gelegenheit dariiber zu
sprechen, wie das Experiment einzurichten ist, um a priori
bei gegebener Anzahl der Versuche moglichste Uberein-
stimmung mit der Theorie erwarten zu diirfen. Lalanne
behauptet nédmlich a. a. O.: ,L’erreur sera la plus petite
possible pour un nombre donné d’epreuves, lorsque la lon-
geur ¢ de laiguille sera égal au quart du produit de Vinter-

valle d des divisions par le rapport z*, also fiir a = era

und dieser Angabe entsprechend hat Wolf bei seinen Ver-
suchen die Dimensionen eingerichtet.

In einem Nachtrage™ zu der frither citierten Arbeit, der
dadurch von besonderem Interesse ist, als darin eine von
dem Baseler Professor Rud. Merian gegebene theoretische

* Mitteilungen der Naturforschenden Gesellschaft in Bern, 1850,
pag. 210 —212,
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Losung. des Nadelproblems mitgeteilt wird, sagt Wolf,
Merian bestreite die Richtigkeit obiger Angabe Lialannes
und mache die Aufstellung, die grosste Ubereinstimmung
zwischen Experiment und Theorie miisse sich ergeben, wenn
a= 27, d. h. der Abstand der Parallelen der Linge der Nadel
gleich gemacht wird. Wolf bestreitet dies, verteidigt die
Angabe Lalannes und fithrt eine neue Reihe von 50 >< 100
Versuchen an, die nach Merians Regel eingerichtet ein
minder giinstiges Resultat geliefert haben.

In der That aber ist Merians Angabe richtig. Denn
bedeutet p die apriorische Wahrscheinlichkeit eines Hreig-
nisses, waren unter s angestellten Versuchen m diesem Kr-
eignis giinstig, so darf man nach Bernoullis Theorem wmit
-der Wahrscheinlichkeit

TS 'y—’”'dt + e
— 4 g —
ﬂJ[ Vemsp(l—yp)
0

; 4 e " .
erwarten, die Differenz p — — werde zwischen den Grenzen
s

+ /2&(1—-@ enthalten sein. Nun aber erlangen bei
s

einem gegebenen Werte von 9 (oder IT) und s diese Grenzen
. 1 2
die grosste Ausdehnung fir =3 also fiir a————zza
Lalannes Regel ist daher eine ganz verkehrte; dagegen
werden sie wirklich am engsten, wenn p den grossten mit

den Bedingungen der Aufgabe vertriiglichen Wert annimmt,
d. i. fiir @ = 27 oder p= % Dass Wolfs zweite Versuchs-

reihe eine minder gute Ubereinstimmung ergab, kann aus
der doch nur missigen Zahl der Versuche erklirt werden.

67. Problem X. Das vorige Problem unter der Bedingung
ow losen, dass die Lénge der Nadel grisser st als der Abstand
‘der Parallelen.

Losung. MN, PQ, RS (Fig: 31, 8. 92) seien drei auf-
einander folgende Teilungslinien. Errichtet man zu denselben
die Normale ABC, so geniigt es offenbar, die Untersuchung
auf jene Fille zu beschriinken, in welchen der Mittelpunkt
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der Nadel auf die Strecke 00' fillt, welche die Mittelpunkte
von AB und BC verbindet. Schneidet man die Parallelen
aus den Punkten O und O' mit der halben Liinge der Nadel

Tig. 1. =7 in den Punkten D, E, D', E!,

M 4 = & zieht DOE, D'O'E', so erkennt
man leicht, dass, solange der

0, &”'//H Neigungswinkel der Nadel gegen
P E' @ die Normale kleiner ist als der
E£D af? B Winkel BOD = «, P von der
P Nadel getroffen wird, in wel-

vid 5 & chen Punkt der Strecke 00" ihr

Mittelpunkt auch fallen moge.

TIst dagegen der erwihnte Neigungswinkel grisser als o,
wie beispielsweise bei der Lage F'H und der ihr parallelen
F'H', dann wird PQ von der Nadel nur dann getroffen,
wenn ihr Mittelpunkt in die Strecke GG' fillt.

Bezeichnet man daher den Winkel, den die Nadel bei
beliebiger Lage mit der Normale einschliesst, mit ¢, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass P getroffen wird, ausgedriickt
durch

(2
@ ]
2dp 2dp 2rcose 2  4r . .
p=/ﬂ _i—f:rr ” —91:+:’1:a(1 sin ).
0 a

Schafft man « aus dieser Formel fort, so wird

_2 @ 2 9, T 2
p—;arccos_gr—}—;a(%— Var?— a?).

So erhilt man fiir » — a, oder wenn die Nadel doppelt
so lang ist als der Abstand der Parallelen:

2 2 -
p=3+-(2—V3)=08312...

Mit wachsendem » n#hert sich der Wert von p der
Einheit.

68. Problem XI. FKine Ebene ist durch zwei Scharen
dgquidistanter paralleler Geraden in kongruente Rechtecke zerlegt;
eine Nadel, Fkiirzer als jeder der beiden Abstéiinde, wird -will-



Eiinlich auf die Ebene geworfen; wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit, dass sie die Teilungslinien trifft?

Erste Losung.® Bezeichnet p® die Wahrscheinlichkeit,
dass nur eine Linie der Schar 1 getroffen wird, p® die
Wahrscheinlichkeit, dass nur eine Linie der Schar II ge-
troffen wird, pis die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel
Linien beider Scharen zugleich schneidet, so ist die ge-
forderte Wahrscheinlichkeit

1) p =10+ p® 4 pus.

Ist ferner p; die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel
mit einer Linie I, und p, die Wahrscheinlichkeit, dass sie
mit einer Linie II diberhaupt zusammentrifft — Wahr-
scheinlichkeiten, deren Werte aus Problem IX, Nr. 64 be-
kannt sind, nimlich

4r 4r

2) 5=’ 5 5t

5o bestehen die Beziehungen

D=0+ pra, =09+ pip,
mit welchen Gleichung 1) sich verwandelt in

2

3) p»=pi+ps— pis
Es eriibrigt also nur die Ermittelung von pie.

Fig. 32 stellt eines der Rechtecke vor. Die Nadel wird,
indem ihr Mittelpunkt in dieses Fig. 52.
Rechteck fillt, die in 3 zu- T gl
sammenstossenden Seiten des-
selben nur dann gleichzeitig
treffen konnen, wenn ihr Mittei-
punkt innerhalb des aus S mit
der halben Nadellinge 7 be-
schriebenen Quadranten SMN
zu liegen kommt. Fallt er
beispielsweise in den Punkt P,
dessen Koordinaten SQ — PR =% und P =y sind, und
beschreibt man aus P als Mittelpunkt mit dem Halbmesser

* Vergl. hiermit Liaplace ,Théorie anal. d. prob.“, pag. 360 —362.
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einen Kreis, so ist leicht zZu erkennen; dass ein giinstiger
Fall eintreten wird, wenn die Nadel in einen der Winkel
APB oder CPD fillt; die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist

Y .z
arccos > — are sin —
r r
2 )
T
die Wahrscheinlichkeit der angenommenen Lage des Mittel-
punkts d_a;;l_y Integriert man das Produkt dieser einfachen

Wahrscheinlichkeiten auf dem durch den Quadranten SMN
begrenzten Wertgebiet und vervierfacht, weil die Rechnung
fiir jede der vier Ecken des herausgehobenen Rechtecks den-
selben Wert liefert, so ergiebt sich:

r VT“—:I:’
8 g ' .
ﬁ,ﬁm.// (arc cos% — arcsm;) dxdy
o 0

8 [/ re—s 2 . &
= Vri-a?arccos I/ 1-= -z +r-Yr*-z* arcsin— ) dz
T ab 72 r
0
»

8 p 472
:m/(“ D4 =2y
0

Durch Substitution der Werte aus 2) und 4) in 3) er-
hilt man
) 4rv(a + b) — 472
) o Arlatd) —4r

wab

Zweite Losung.* Ist 0 die Neigung der Nadel gegen
die Linien der Schar I, so lisst sich innerhalb des in Be-
tracht gezogenen Feldes in der aus Fig. 33 (8. 95) ersicht-
lichen Weise ein Rechteck 4BCD verzeichnen, in welches
der Mittelpunkt der Nadel nicht fallen darf, wenn sie die
Teilungslinien treffen soll; dagegen trifft sie eine oder beide
derselben, wenn ihr Mittelpunkt ausserhalb dieses Rechtecks
zu liegen kommt. Die betreffende Wahrscheinlichkeit ist

* Nach Todhunters ,Hist. of the mathem. Theory of Probab.",
pag. 347 u. 348. '



240  ab— (@ — 21 sin ) (b — 27 cos 0)
J " ab

und die vollstindige Wahrscheinlichkeit des erwarteten Br-

eignisses ”
]

p==—@~/(a, cos 00 + b sin 0 — 29 sin O cos 6)d 6

mab

0
_4r(atb)- 47
o wab

Anmerkung. Fir quadratische Felder findet man
P 4(2a— 7')7"7

v Fig. 5.
7 a? i /4
i I
wihrend Buffon a. a. O. (vergl. e &~
(24 B
Nr. 65) |
_2(a—n)r E 2
 mad® |
i y
gefunden hat. . 1%-}-0"--’--—---“32;\ =
69. Problem XII. Das vorige B

Problem unter der Bedingung zu
losen, dass die Nadel linger als eine oder als beide Dimensionen
der rechteckigen Felder st

Losung. Die Betrachtung, auf welche die zweite Losung
des vorigen Problems sich griindet, bleibt hier aufrecht; nur
die Grenzen der Integration des Ausdrucks (o) Nr. 68 &ndern
sich, je nachdem eine oder beide Dimensionen des Recht-
ecks ABCD (Fig. 33), genommen in dem Sinne ¢ — 27 sin 0,
b—2rcosf, negativ werden. Tritt dieser Fall ein, so
deutet dies darauf, dass fiir solche Richtungen der Nadel
die Teilungslinien getroffen werden, wohin auch der Mittel-
punkt der Nadel fallen mbge. Es entfillt also der zweite
Faktor des Produktes (c).

1. Es sei a < 2r<b, die Nadel linger als der Kkiir-
zere, kiirzer als der grbssere Abstand. Dann kann nur die
Hohe AB (Fig. 33) des Rechtecks ABCD negativ werden;

# Die Angaben, welche Todhunter (1. c.) dber die Losung dieses
Falles macht, sind unvollstindig.



die Integration des Ausdrucks (@) ist also nur auf jenes
Wertgebiet von 6 auszudehnen, fiir welches

oder 2r sin ) < a,
0 < arcsin i;
Man hat daher 2r

. a b2
aresin — 22
2 2

p=mic;—/4(wcos@—I—bsme*27’3’2’%00036)0204—‘/"2—3E
0

a
27

1)

2 "2 2
_a —!—461’—%62;))]/47 —a +%m’ccos%-

2. Es sel a<b< 2r, die Nadel linger als beide Ab-
stinde. In diesem Falle konnen beide Dimensionen des
Rechtecks ABCD (Fig. 33) negativ werden. Die Integration
von (&) ist also nur auf jenes Wertgebiet von 6 zu be-
schrinken, fiir welches gleichzeitig

2r sin <a und 27 cosf <D,

oder
0<cmcsm§ und 0>arccosﬂ-
Mithin ist fiir diesen Fall
b . a 7
(Z;CCOéE‘ . arcsin 57: E2d0
d 4y y . . y
p—f~—;+mﬁacosﬁ+bsm@—?rsm@cos@)d@—&- vy
0 a
ibdaa - arcsin 2
20 b\ . a+bPt 4r2-2a)/ 47 0P-2bY47-&
s <m ccos 5+ arccos 2—) + g

Diese letstere Herleitung gilt auch wieder nur unter
der Bedingung, dass

b .
arccos —— < arcsin — 1
d 27 - 2y
odaer

27’<Vm;

sobald diese mnicht erfiillt, die Nadel also linger als die

Difxgonale eines Feldes ist, muss sie in jeder Lage die
Teilungslinien treffen, es wird p = 1.
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Sind die Felder quadratisch, ¢ =b < 2r <a)/2, so
liefert Formel 2)

4 a , 20°+ 47— 4aV4r® — @
3) p= —arceos 5 o —
Anmerkung. Lisst man in Formel 1) b ins unend-
liche wachsen, so wird

2 a
= it e (D 2 2
p=_wreos 5+ ( r—V4art — ad)

iibereinstimmend mit dem Resultate des Problems X, Nr. 67,
welches durch obige Transformation mit dem vorliegenden
identisch wird.

70. Problem XIII. In der Fliche eines Rechiecks wird
ein beliebiger Punkt angenommen wund durch denselben eine Ge-
rade willkiirlich gezogen. Die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass
die Gerade anstossende, bezichungsweise gegeniiberliegende Seiten
des Rechtecks schneidet.

Losung. 1. ABCD (Fig. 34) sei das Rechteck, AB = q,

BC=5. Wir suchen zunichst die Tig. 34,
Wahrscheinlichkeit, dass das Seiten- 2 G o
paar AB, BC geschnitten werde. 7 pd
Liegt die Neigung der Geraden gegen S # i Voo
AB gzwischen den Grenzen 0 und # /// /,7/‘/‘/’/
arctang %7 so fithre man durch 4 A/f:ﬁﬂ’/ If/ s

eine Gerade AF von der betrachteten
Neigung und erhiilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit den

A «
usdruck a0 A4ABE _ a’tang f dh.
w ABCD  2ab =’

ist dagegen die Neigung der Geraden gegen ADB innerhalb

der Grenzen amtcmg% und g oder gegen CB zwischen O

und arctamg% enthalten, so filhre man durch C eine Ge-

rade CH von der betrachteten Neigung 0, und erhilt als
Wahrscheinlichkeit, dass die willkiirlich durch den beliebigen
Punkt gezogene Gerade bei dieser Neigung die Seiten AB,
BC trifft, den Ausdruck

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 7
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a9' A4BCOH _b*tangf' d6'

m ABCD — 2ab =z’
demnach ist die vollstindige Wahrscheinlichkeit des er-
wihnten Ereignisses gleich

I{ arc mﬂg — arctang %
/e 2
o T
0 nab './ 5 tang 0 d 0 —I—f tang 0 dG}
__1_ a’+b . 2 2% _‘p(a;b)
_nab{ 4 Z(a+b)—§l'a_§l'b]~7ab_

Eben so gross ist sie fiir jedes der drei tibrigen Paare an-
stossender Seiten, so dass die vollstindige Wahrscheinlich-

keit fiir das Schneiden benachbarter Seiten gleichkommt
1 c2ce

2) p= {(a2+b2)l (@+8)-a. 0 PL | =l

wenn mit ¢ die Diagonale des Rechtecks bezeichnet wird.
2. Die Gegenseiten AD, BC konnen nur dann geschnitten
werden, wenn die Gerade gegen AB eine Neigung zwischen

0 und m’ctomg% hat, und fiir eine bestimmte Neigung 0 ist

die betreffende Wahrscheinlichkeit

2d0 AECF  2(ab — a®tangh) d0
x ABCD ab 2

daher fiir alle zuldssigen Neigungen

b
arctang—

L 2(ab-a*tyg0)do 2ab arct b 26 a-al- (a2+bz)]
3)nb g ~—b abarcty—-+2a a ’
_¥la, ®)]
wab

Durch #hnliche Betrachtungen findet man die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Schneiden von AB, DC, nimlich:

a
arc tang =

1
4Hlx be(ab b*96") db'= b{?abarctg 9B h-B2l- (a2+b2)]
=M.

Tab
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aus 3) und 4) endlich ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit
fir das Schneiden gegeniiberliegender Seiten iiberhaupt, d. i.

p——— {abw+2a. a4 2525 — (a4 B0)1. (P +B%) )
5) * mab

Fiir den besonderen Fall eines Quadrates ist
pl=%l.2, p2=1—%l.2.

71. Problem XIV. In einem aus vier gleichen rechteckigen
Scheiben susammengeseteten Fenster wird ein Punkt angenommen
und durch denselben eine Gerade in willkiirlicher Richtung ge-
zogen. Es ist die Wahrscheinlichkeit zuw finden, dass die Ge-
rade eine, beziehungsweise zwei, drei Scheiben kreust.

Losung. Die Fugenbreite wird als verschwindend klein
vorausgesetzt und daher vernachlissigt. ACEG (Fig. 35)
stelle das Fenster vor, dessen Scheiben die

Breite @, die Hohe b besitzen. e
Zur abkiirzenden Bezeichnung der Wahr- & £ =
scheinlichkeit, dass die gezogene Gerade zwei
Strecken, z B. BC und CD, schneidet, be- g D
dienen wir uns im folgenden des Symbols )
p(BC,CD), lassen aber zur weiteren Ver-
A B E 0

einfachung auch noch den allen diesen Wahr-
scheinlichkeiten gemeinsamen Nenner 4z ab,
welcher der Anzahl aller moglichen Geraden entspricht, vor-
liufig hinweg. Dann ergeben sich fiir die verlangten Wahr-
scheinlichkeiten, welche wir mit p,, p,, p; bezeichnen wollen,
durch Betrachtung der Figur und mit Benutzung der im
vorigen Problem ermittelten, durch die Gleichungen 1), 3), 4)
definierten Funktionen ¢, ¢ folgende Ausdriicke:

1. p,= 4p(BC, CD), und da p(BC, CD) =g(a, b), so ist,
1) p,=49(a,b)

2. p,—=4p(4B,CD) + 4p(ED, BC)+2p(4B,GF)
+2p(CD, 4H);

nun ist
7 &
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2(4B, 0D) =p(40,CD) —p(BC, OD) = 9(2a,b) — p(a,b),
»(ED,BC)= ¢ (2b,a) — ¢ (a, b),
_p(AB, GF) = [(a')) 2b]7
b (GD7 AH) =17 [(b)a 2al;
demnach erhilt man
2) p=4{9(2a,b) + ¢ (2b,a) — 29 (a,b)}
| + 2 (v [(a), 20] + ¥ [(0), 24]}
3. p,=4p(4B,DE)+ 2p(4B, FE)+ 2p(CD, HG);
darin ist
p(AB, DE)=p(AC,CE) - p(AC,CD) - p(BC,CE)+p(BC,CD)
=920, 20) - 9(24,5) — 9 (26, 9) + ¢ (4, b);
p(BC, CD) musste nimlich addiert werden, weil es Bestand-
teil sowohl von p(AC, CD) als von p(BC, CE) ist und
daher zweimal subtrahiert wurde, statt bloss einmal;
p(AB,FE)=p(AC,GE)—-p(BC,GF)—p(4AB,GF)
—p(BC, FE),
und da offenbar p (BC, G F) = p (A B, F'E), so hat man weiter
2p (4B, FE) = v [(2a), 2b] — 2v [(a), 20],

analog
2 (OD, HG) =% [(28), 2a] — 2 [(), 24
folglich ist
3) {_p3= 4 {‘p<2aa 2b> - lp(?d, b) - q)(2b7 a’) +¢(“7 b)}
+9[(2a), 2] + w[(25), 241 — 2 { $[(a), 2] + v [(), 24]}.
Schliesslich wiren in den Ausdriicken 1), 2), 3) die nach
den Formeln 1), 3) Nr. 70 gebildeten Werte der einzelnen

Funktionen ¢, ¥ einzusetzen und der unterdriickte Divisor
4mab wieder herzustellen.

Fiir den besonderen Fall, dass die Scheiben quadratisch
sind, vereinfachen sich die Formeln wie folgt:

=49 (a,a),
4){ 1= 8{9(2a,a) — @ (a,a)} + 49 [(a), 24],
ps=4{9(20,2a)-2¢9(20,a)+ ¢ (a,a)} +2 {[(2a), 2a] - 29 [(a), 26

darin ist auf Grund von Nr. 70
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¢ (a,a) =0a*(31.2),
p(2a,0) =a’(31.10 — 7. 2),
9 (2a,2a)=0a%(21.2),
¥[(a),2a] = a® (4 arctang 5 + 81.2 - 41.5),
¥[(2a), 2a] = a® (27 — 41. 2);
fihrt man diese Werte in die obigen Ausdriicke ein, so
wird schliesslich: "
pl = Z:—T;?l . 2,

p2=4%{12l.2——6l.5+16arctang%},
p3=4%{6l.5—14l.2+47r—16arctang‘—j];

die Summe p, + p, + p; ist richtig, wie es sein muss, gleich 1.

Werden die angedeuteten Rechnungsoperationen abge-
kiirzt verrichtet, so ergiebt sich:

p=0,110817, p,— 0,483798, p,— 0,405891.

Anmerkung. M Coll findet auf einem andern Wege
(s. Edue. Tim., Bd. XVI, pag. 31)

fir a = £b: p, = 0,10833, p,= 0,49251, p,= 0,39916,
» a=2b: p,=009955, p,= 063100, p;= 0,36945.

72. Anmerkung. Zur experimentellen Bestimmung der
Wahrscheinlichkeiten, welche dem besonderen Falle a =5
entsprechen, hat Verfasser eine Reihe von Versuchen an-
gestellt, deren Resultate nachstehend mitgeteilt wérden. Mit
Riicksicht auf die primitive Art, wie die Versuche gemacht
worden sind, kann die Uebereinstimmung der daraus ab-
geleiteten Erfahrungswahrscheinlichkeiten mit den theore-
tischen Werten als gentigend bezeichnet werden.

Auf einem kreisrunden Blatt Schreibpapier wurde die
der Aufgabe entsprechende Figur mit Bleistiftlinien ver-
zeichnet; sodann wurde mit der Bleistiftspitze blindlings ein
Punkt bezeichnet und solange der Bleistift noch auf dem
Papier ruhte, ein Lineal an denselben angelegt und die Linie
gezogen. Selbstverstindlich blieben Punkte ausserhalb der
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Figur unberiicksichtigt, ferner wurde nach jedem Versuche
das Papierblatt gedreht.
Im ganzen sind auf sechs Blittern 2120 Versuche aus-
gefithrt worden;
in 208 Fillen traf die Linie eine Scheibe,

» 1064 w » » 2zwei Scheiben,
n 848 % ® »  drei Scheiben,
2120

Hieraus ergeben sich die zugehorigen Erfahrungswahr-
scheinlichkeiten

0,098..., 0502..., 0400...,
welchen die mathematischen Wahrscheinlichkeiten

0,110..., 0484..., 0406...,
gegeniiberstehen.

73. Problem XV. Auf einem aus newn gleichen vechi-
eckigen Scheiben bestehenden Fenster wird ein Punkt bezeichnet
und durch denselben eine Gerade in willkiivlicher Richtung gezogen.
Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass die Gerade ein,
resp. zwei, drei, vier, fiinf Scheiben kreuzt.

Losung. Wie bei dem vorigen Problem und mit Be-
nutzung derselben abkiirzenden Bezeichnungen erhilt man
durch Betrachtung der Fig. 36 fiir die verlangten Wahr-

Fig. 36, scheinlichkeiten p,, p,, ... p; folgende Aus-
K J g  Jricke, in welchen der gemeinschaftliche

" Nenner 9w ab vorliufig unterdriickt ist.
L ya 1. p, =4p(CD, DE), und dap(CD, DE)
=g (a,b), so ist
al oo 7 =49 (a,b).
I o B 2. p,=4p(BC, DE) + 4p (FE, CD);
nun ist

»(BC,DE) =p(BD,DE) —p(OD,DE) = 9(2a,b) — o (a,b),
p(FE,0D) = p(FD,0D) —p(CD, DE) = ¢ (2}, a) — o (a, b);
daher

2) 1 =4{9(2a,5) + ¢ (2b,a) — 29 (a, b)).



8. py=4p (4B, DE) + 4p (GF, CD) + 4p (BC, EF)

+ 3p(AM, DE) + 3p(AB, KJ); darin ist
2(4B, DE)=p(AD, DE) —p(BD,DE)= 9 (3a,b) — ¢ (2a,b);
p(GF,CD) entsteht hieraus durch Vertauschung von @ mit b

)
»(BC,EF)=p(BD,DF)-p(BD, DE)-p(FD, CD)+p(CD,DE)
= lp(2a, 2b) - ‘p(‘?a) b) - 'p(?b) a) + q)(“: b);
— das Glied p (CD, DE) musste hinzugefiigt werden, weil es
als Bestandteil von p (BD, DE) sowohl als von p (¥ D, CD)
zweimal, daher einmal zuviel in Abzug kam;
p(4AM, DE) = ¢ [(b), 3a], p(4B, KJ)=v[(a), 30];
durch Substitution ergiebt sich also:
3) {p3=4{qJ(Ba,b)+qJ(3b,a)+q)(2a,2b)—2(p(2a,b)—2tp(2b,a)+q)(a,b)}
+3{¢[(), 3a] + v [(a), 3b]}.
4. p,=4p(AB,EF)+ 4p(GF, BO)+ 4p(BC, HG)
+ 4p(EF, AM); nun ist
P(AB,EF)=p(AD,DF)-p(AD,DE)-p(BD,DF)+p(BD,DE)
=9(3a,2b) - 9(3a,b) - 9(2a, 20) + ¢(2a, ),
das Glied p(BD, DE) wurde hinzugefiigt, weil es sowohl
Bestandteil von p (4D, DE) als von p(BD,DF) ist und
daher einmal zuviel abgezogen wurde; p(GF, BC) erhilt
man aus dem eben gewonnenen Ausdruck durch Vertauschung
von a mit b;

p(BC,HG)~p(BD,JG)~p(0 D, JH) - p(BC,TH)-p(CD, HG),
oder, weil offenbar p(BC, HG) =p(CD,JH) und p(BC,JH)
=p(0D, HF) ist:
2p(BC, HG) = ¢[(2a), 3D] — 2v[(a), 3b]);

fir p(EF, AM) ergiebt sich ein analoger Ausdruck durch
Vertauschung von @ mit b; demnach ist schliesslich

pu— 4 {0 (34, 2b) + 9 (35, 2) — 9 (3a, 1) — 9 (3D, )
4) — 29 (2a,20) + ¢ (2a,b) + ¢ (2b,a)}

+2(¢[(2a),3b]-2¢ [(a),30]+9[(20),3a]-2¢[(0),30) }.
5. p,—4p(AB, FG) + 2p (4B, HG) + 2p (GF, AM);

darin ist
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p(AB,F&)=p(AD,DG)-p(AD,DF)-p(BD,DG)+p(BD,DF)
=9(3a,30) - 9(3a, 2b) - 9(2a, 3b) + ¢(2a, 2b),
— p(BD, DF) musste addiert werden, weil es sowohl in
»(AD, DF) als in p(BD, DG), daher zweimal in Abzug kam;
p(4B, HG) = p(AD, KG) — p(AC, HK) — p(BD, J&)
—p(CD, KJ) -}—p(BO, JH)';
und da p(AB,HG)=p(CD,KdJ) und p(AC, HK)=p(BD,JR),
so ist
2p(4B, HG) = ¢[(3a), 3b] — 29 [(2a), 38] + ¢ [(a), 30];
fir 2p (GF, AM) ergiebt sich ein #hnlicher Ausdruck durct
Vertauschung von a mit b; daher ist
ps=4{p(3a,3b) —¢(3a,2b) —¢(2a,3b)+ ¢ (2a,2b)|
5)y +v[(3a),3b]—29[(24),3b]+¢[(a), 3b]+ ¢ [(3),34]
| - 29[(2D), 3a] 4 v [(0), 3al.

In den Ausdriicken 1) bis 5) wiren nun die nach den
Gleichungen 1), 3) Nr. 70 gebildeten Werte der einzelnen
Funktionen ¢ und v einzuftthren und der gemeinsame Nenner
9mab herzustellen.

Wir beschrinken uns bei der weiteren Ausfithrung wieder
nur auf den einfachsten Fall quadratischer Scheiben; die
einzelnen Funktionen nehmen dann folgende Werte an:

p(a,a)=a*(}1.2),
9 (2a,a)=a*(21.10 —127.2),
p(Ba,a)=a®(21.10 — 27. 3),
(20,20 =a?(21.2),
9(3a,2a) —a®(%1.13 - 2171.3 —21.2),
¢ (3a,3a) =a?(21.2),
¥ [(a), 3a] = a® (6 arctang + 4 181.3 — 91. 10),
¥[(2a), 3a] = a* (12 arctang 2 +181. 3 — 91.13),
v[(Ba),3a] =a? (37 — 91.2);

fir die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich also folgende
Werte:
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1
p=5-20'2,

p2=91—n_<10l'10—30l-2),
6) p3=%(62l-2+72l-3—54l- 10 436 arc tang 1),

1 -
p4=97r(62l-10-081-2-72l-3—10l~13+48 [arctg2 -arctg L)),

1
Py= ;(24l-2+101-13-18l- 10+97 +12 arctys - 48 arcly ).

Thre Summe ist, wie notwendig, die Einheit. Abgekiirzte
Werte dieser Wahrscheinlichkeiten sind:

p=0,049030, p,— 0,078921, p, = 0,329580,
py— 0,374480, p, = 0,167988.

4. Anmerkung. Elise Blackwood teilt im XVI.Bande
der Educ. Tim., pag. 55flg. die Resultate mit, welche sie auf
dem Wege des Experimentes fiir dieses von ihr aufgestellte
Problem erlangt hat. Die Versuche kamen in folgender
Weise zur Ausfilhrung. Auf einer kreisrunden Scheibe aus
Kartenpapier wurde einerseits ein Durchmesser gezogen und
durch den Mittelpunkt der anderen Seite eine Stecknadel
gesteckt. Um diese, wie um einen Zapfen, wurde die.Scheibe
solange gedreht, bis die Reibung so weit iiberwunden war,
dass ein leichter Impuls geniigte, um die Scheibe in rasche
Drehung zu bringen. Auf einem Papier war eine dem Fenster
entsprechende Figur gezeichnet. Bei mit dem Kopfe abwiirts
gehaltener Nadel wurde die Scheibe in Rotation versetzt,
wihrend der Drehung auf dem Fenster ein Punkt beliebig
bezeichnet, die Scheibe plotzlich aufgehalten und so auf das
Fenster gelegt, dass der Stecknadelkopf moglichst genau mit
dem bezeichneten Punkte zusammenfiel. Es wurde nun notiert,
wie viele Tafeln der verlingert gedachte Durchmesser ge-
troffen hat. Schien es, dass er durch einen Punkt geht, wo
vier Scheiben zusammenstossen, so wurden an dieser Stelle
nicht zwei, sondern drei Tafeln gezihlt, weil es. bei der
unendlich gering zu denkenden Breite der Teilungslinien
moralisch gewiss ist, dass die Linie nicht genau einen
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solchen Punkt treffen werde. Schien die Linie durch einen
Punkt am Rande des Fensters zu gehen, wo zwei Tafeln
sich beriihren, so blieb wirklich ein Zweifel iibrig; ein solcher
Versuch wurde daher bei jeder der zweifelhaften Anzahlen
mit § notiert.

Im ganzen sind 1150 Versuche ausgefiihrt worden mit
folgendem Ergebnis. Es wurde getroffen:

eine Scheibe. . . .. 58 mal,
zwei Scheiben. ... 98
drei s ws 5w 991 4
vier » e... 406
fiinf w o ee.. 1973,

Die mit diesen Zahlen gerechneten Erfahrungswahr-
scheinlichkeiten

0,050, 0,085, 0,340, 0,352, 0,173
stimmen mit den theoretischen Werten

0,049 ..., 0079..., 0330..., 0374..., 0,168...,

im Hinblick auf die geringe Anzahl der Versuche iiber-
raschend gut (vergl. Nr. 72).

75. Problem XVI. Uber ein Fenster von vier gleichen
rechteckigen Scheiben wird eine Gerade willkiirlich gezogen. Es
st die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass die Gerade eine, resp.
zwei, drei Scheiben Fkreust.

Loésung. Der Unterschied zwischen diesem und dem
Problem XIV, Nr. 71, besteht darin, dass dort nach An-
nahme des willkiirlichen Punktes nur mehr die Richtung
der Geraden willkiirlich anzunehmen war, wihrend hier
Lage und Richtung unbestimmt und beliebig sind. Dennoch
wurde das vorliegende, von Watson (Educ. Tim., Bd. XVI,
pag. 32 flg.) aufgestellte Problem in dem zuerst angedeuteten
‘Sinne aufgefasst und geldst, so von M’Coll und J. W. Miller
(L ¢.), indem diese eine willkiirlich gezogene Gerade als eine
solche definieren, welche durch einen beliebigen Punkt in
beliebiger Richtung gezogen wird.

Wir bezeichnen die verlangten Wahrscheinlichkeiten mit
D1y Doy P
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Stellt ACEG (Fig. 37) das Fenster vor, ist 4B =aq,
AH=0, AO=¢, AX eine aus A in beliebiger Richtung
gezogene Gerade, welche mit AC den Winkel CAX=06
bildet, so fihre man durch Pig. o1,

B, D, F, H,C,G die Parallelen

BJ, DK, FL, HM, NP, QR zu ¢ FM g
AX. Sobald nun eine Gerade
von der Richtung 4 X zwischen @
NP und BJ oder FIL und QR L 1
fallt, kreuzt sie eine Scheibe; M|
zwei Scheiben, wenn sie zwi-
schen BJ und DX oder FL P
und HM zu liegen kommt; 4 O

s . 3 K B '
endlich drei Scheiben, wenn Y
sie sich:zwischen DK und HM o
befindet. Konstruiert man Cmn, Gpgq, Dr rechtwinklig zu
AX, so ergeben sich fiir die angefithrten Ereignisse, so-
lange 6 kleiner ist als CA0 = «, die Wahrscheinlichkeiten

(Cm+ Gp)d® 2asinhdb
= ’

X

<o

N N
(mn +pg)d0 2D cos® —asimb)db
N - N ’
Dr.df 2asm0do
N - N

darin ist |
-7

1
N=f{2asm9+2(b c0s0 — asin®) + 2a sinf} d
b

1
57
= f'(a sin® +bcost) A0 =2 (a + b).
0

‘Wird 6 > «, so vertauschen @ und b ihre Rollen und an
Stelle von 6 tritt das Komplement; die Wahrscheinlichkeiten
fiir dieses Wertgehiet von 6 und eine bestimmte Richtung
sind also
2bcosOdl 2(asin® —beos)dd  2bcosHdB
N N ’ N
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Demnach ist

1
( 57

a/'sinﬂdﬂ—{-b\/dcosﬂ dﬂ}

0
1 ; :
a+b{a+b—(“003“+bslbn“)}=1_a+b;

1
P=Ps =
Dug)| T e+bd

=

.

1
=7

a 2
2) p2=aib {/(bcosﬂ~asin0)d6+ﬁasin6—bcos@)dﬂ}
0 4

1 , 2
=m{2(acosa+bsma)—(a+b)}=a+cb—

Mit Hilfe dieser Formeln findet man beispielsweise

fir a=b... p —p,—029289, p,— 041421,

1.

y &= %b ooy =py=0,28572, p,= 042875,

, @=2b... p,—p,— 025464, p,—= 049071
(Vergl. damit die Resultate in Nr. 71.)

76. Problem XVIIL. Aus einem in der Fliche eines ge-
gebenen  Kreises willkiirlich angenommenen Punkte wird ein
Strahl won gegebener Liinge in belicbiger Richtung gezogen.
Die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass der Strahl den Umfang
des Kreises schneidet.

Losung. HBs sei O (Fig. 38) der Mittelpunkt des
gegebenen Kreises, » sein Halbmesser, a die gegebene
Linge. Angenommen, der willkiirlich
bezeichnete Punkt falle in die Ent-
fernung z von O, z B. pach P —
die betreffende Wahrscheinlichkeit ist
" 2z dr 2

‘%7‘2 = ﬁxdx k!
aus P als Mittelpunkt mit der Linge
a als Halbmesser einen Kreis, welcher
den gegebenen in A, B schneidet. Der aus P gefiihrte
Strahl schneidet den Umfang des gegebenen Kreises nur
dann, wenn er innerhalb des Winkels APB =2[ APC

TFig. 88.

man beschreibe
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fallt; die beziigliche Wahrscheinlichkeit ist L AP

ist im Dreieck AOP
r?=22+ a®+4 2ax cos APC,

Nun

woraus
a2 2 2
= qQ*—Z
L APC = arccos ———
2ax

folgt. Die vollstindige zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit
des fraglichen Hreignisses ist also

”
2 ?x ?60087——2—a2—x2dx
=— arc :
p wr? 2ax
r—a

Durch partielle Integration ergiebt sich zun#chst

. . 22 ¥ agtaa® 1 # g gl gt
2arccos———dx=— arccos - rdx
2ax 2 2z 2 ]/4a2x2-(7'2-a2—x2)2

macht man unter dem Integralzeichen rechter IHand von
der Identitit

4:“2 2 — (7.2__ a2_ x2>2= 4@2 7.2__ (7‘2+ a2_ x2)2

Gebrauch, so wird weiter

. r?-q?-o? P 22 -2xdsr
arceos 22 qu -2 areoos 2%
Q0 2 Laie?- (7”2+a2-x2)2

-2(r¥+a?-2?)--2zdx
+_ 2
V4a?r®- (r*+a*- z7)
2-qa?-22 7P 46 cos 2+ a? - 2?
—Emccos Qaz 2 2ar

x2

+ %Vﬁl(ﬁ r2- (P + a?- o)t
Nach Einfiilhrung der Grenzen erhiilt man endlich
2 aV4r— o
p= wresin g+ T

Die Ableitung wurde unter der Voraussetzung a <7
ausgefiihrt; fiir @ > r ergiebt sich nach dhnlicher Rechnung
dasselbe Resultat.
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Fir a = 27 wird, wie es sein muss, p = 1, und fiir ¢ = »

1. V3

p=§+ﬂ'

7. Problem XVIIL In dem Umfange eines gegebenen
Kreises werden zwei Punlite willkiirlich angenommen und durch
Jjeden derselben eine Gerade wvon beliebiger Richtung gezogen.
Die Wahrscheinlichkeit 2w ermitteln, dass diese Geraden inmer-
halb des Kreises sich schneiden.

Losung. Es sei O (Fig. 39) der Mittelpunkt des Kreises,
P einer der beiden Punkte, POB der
durch ihn gefiihrte Durchmesser, P4
die willkiirlich gezogene Gerade. Ist
Winkel BPA = 0, so ist die Wahr-
scheinlichkeit der angenommenen Rich-

Tig. 39.

tung von PA gleich %?—

Der zweite Punkt ¢ kann nun

N entweder auf den Bogen PMA oder
PNBA fallen, die beziigliche Wahr-
w— 20 z+ 20
5, ) Tesp 5 _—

int Winkel PMA — " J;? 0 i andern Falle Winkel PNA

ein Mass fiir die Anzahl der giinstigen Richtungen

scheinlichkeit ist Im ersten Falle

w—20
T2
der zweiten Geraden. Die vollstindige zusammengesetate
Wahrscheinlichkeit des fraglichen Ereignisses ist demnach

1

. 2010 7—20 n4+20 w420 x—20
10—2’/77{ 8x  2mx T 2z 2z}

0

Ly
1 1
=;§'/(7t2—4:62)d0=§'

0

78. Problem XIX. Durch die Scheitel der grossen Auxe
esner gegebenen Ellipse werden zwei gerade Linien in belicbiger
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Richtung gezogen. FEs ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen,
dass sie sich inmerhalb der Ellipse schneiden.
Losung. Das Axenverhiltnis der Ellipse sei 2 = In.

Man ziehe durch 4 und B (Fig. 40) gerade Linien, welche
sich in einem Punkte P der Ellipse
schneiden, und bezeichne die Winkel
PAB, PBA, die sie mit 4B ein-

’ ) ¢ __p
schliessen, mit 9, V. Dann ist, m
wenn man die Mittelpunktskoordi- 7 ‘ ,/,/\\B
naten des Punktes P mit @,y be-
zeichnet, \I/

Y Yy

Fig. 40.

tamg(p=a+x7 mngzp=a_x; D
mithin
y2 62
1) tang @ tang ¢ = e R m2.

Zufolge der Symmetrie der Figur wird es gentigen, die
Wahrscheinlichkeit zu suchen, dass der Schnitt der durch
A und B gezogenen Geraden in einem bestimmten Quad-
ranten, z. B. OBC erfolgt, und diese zu vervierfachen.

Solange Winkel PBA = 9 kleiner ist als Winkel CBA
= arctang m, wird BP von der durch 4 gezogenen Geraden
in dem bezeichneten Quadranten geschnitten, solange der
Neigungswinkel ¢ dieser Geraden kleiner ist als .

Wird aber Winkel PBA = ¢ grosser als Winkel CBA
= arctang m, so erfolgt der Schnitt in dem bezeichneten
Quadranten nur dann, wenn der Neigungswinkel ¢ der durch
A gefiihrten Geraden unter der durch Gleichung 1) bezeich-
neten Grenze, also ¢ < arctang (m? cotg ) bleibt.

Demnach ist die verlangte Wahrscheinlichkeit:

arctang m b arctang (m? cotg )
/ d f do / d f d go
2) arctangm 0
2
{ (arctang m)® + 2 f arctang (m* cotg ¥)d }

arctang m

e
m?
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Die cyklometrische Funktion unter dem Integral in eine
Reihe verwandelt, giebt

arcty (m? cotg ) =m? cotg - 5 m cotg® Y+  m* cotyg® - T m* cotg™ P +-...,
beachtet man ferner die Identitit
cotg™ ¢ dp = cotg™ 2 (cosec®y - 1) dp = - coty™ 2 pd (cotg ) - colg™ 29 dy,

so wird

1
2
arctang (m? cotg ) d ¢
arctang m
m2%112114_l.161
=m2{“l<1+m2> g gty g™ T T
(o ke 2
——?IMZ 14+ m? 5m 5t 1+ m?
1 1 1 ( m? 1—}_
g 1+m2>

und 1

—7
2

2 f arctang (m? cotg ) d

arctang m
1 1 1 1+m? 1 )
=m2(1+—5m4+gm8+—7—m12+...>Z o 4+ WLK2
1 8(1_1 2 4>+ _
sgm\g )T

1, L+m? 14+m? 1, 1 6(1_ 2>_l,s<1_1 2+m4>+“
“gh ot e 3 s e ) T s e

Durch Einfihrung dieses Ausdruckes in Gleichung 2)
erhélt man schliesslich

1+m 14+m? 1 1 (1 2)
p=— 2 . i -2 4 6 —-m
- 1(arctgm) l —l gm +emi\g

2 7”2
1oL ) ,
7’”(3 gl ‘

Fiir den Kreis, wo m = 1 ist, schreibt sich Gleichung 2)
einfacher


file:///l-/
file:///l-/-my

2 | w2 7 1
4) p=ﬁlﬁ+2f(§—w)dw,=z-
T

Fiir kleine Werte von m konvergiert die fiir p entwickelte
Rethe sehr rasch.

79. Theorem IIL. Die Anzahl aller willkiirlichen Geraden,
welche eine ebene, geschlossene, konvexe Kurve schneiden, wird
durch die Léange der Kurve gemessen.

Beweis. Wir denken uns eines der Parallelensysteme,
aus welchén die in Rede stehende Gesamtheit von Geraden
zusammengesetzt ist (s. Nr. 55), herausgehoben; dasselbe

mige mit einer festen Richtung den —
Winkel 6 einschliessen. Die Anzahl B0

der Geraden dieses Systems wird =
durch den senkrechten Abstand der ya N\
Grenzlinien AC wnd BD (Fig. 41), -\ —/—5—
d. i. durch A B = b gemessen. Die — /
Anzahl der Geraden jener Systeme, \ -
welche mit der festen Richtung = \17/

Winkel zwischen 0 und 0 4 d0
bilden, ist daher durch bdf und die Anzahl aller Geraden,

welche die Knrve schneiden, durch
7T
1) Jbab=L
0

ausgedriickt, wobei L die Linge der Kurve bedeutet.

Anmerkung I. Der hier benutzte Satz ist ein be-
sonderer Fall des allgemeinen Satzes iiber die Rektifikation
ebener Kurven, welchen Cauchy im XIIL Bande der Compte:s
rendus (1841, Juli/Dezember, pag. 1060sq.) ohne Beweis
angezeigt hat. Dieser lautet: ,Bezeichnet 6 den Winkel, Welc.hen
eine in einer Ebene beliebig gezogene Gerade 00' mit einer
festen Axe X X' bildet; L die Summe einer oder mehrerer
Lingen, gemessen in einer oder mehreren geraden‘ ?der
krummen, geschlossenen oder nicht geschlosse;xen Linien;

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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P die Summe der absoluten Werte der Projektionen der ein-
zelnenpElemente von L auf 00/, so ist
(4
1
—— [ Paps
i Pdb
e

Zum 7Zwecke des Beweises geniigt es, eine einzige in '
einer Geraden gemessene Linge L

wig. 42 (Fig. 42) zu betrachten, welche mit

7 \‘\\ der festen Axe X X' den Winkel «

A5\~ bildet; ihre Projektion — oder die

' £ Summe der absoluten , Werte der-

X X Projektionen ihrer Elemente — auf
o 00/ ist

P = Lcos(ax — 0),

somit

SPdb — L [cos(« — 0)d0.

Integriert man beiderseits zwischen den Grenzen — m und
+ =, jedoch fiir absolute Werte-von P, rechts also fiir ab
solute Werte von cos(a — 0), so wird

7T
a+§-

7
/Pd@ ~L. 4/Zos(a —0)df — 4L,
woraus thatsichlich folgt
Fi4
1
L= 3 Pab.
-z

Die Ausdehnung des Satzes auf eine beliebige Kurve
bedarf keiner weiteren Erklirung.

Ist die Kurve insbesondere geschlossen und konvex
(Fig. 43, 8. 115), so ist P oder die Summe der absoluten
Werte der Projektionen aller Elemente gleich der doppeltén
Projektion AB =0 der ganzen Kurve auf 00' oder der

doppelten, in Richtung von OO' gemessenen Breite der
Kurve. Man hat daher
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L=§/bd6,

und da bei der durch die Integrationsgrenzen vorgezeichneten
Drehung von 00’ alle Werte von

Fig. 43.
b zweimal und alle Werte {iiber- y
haupt zwischen 0 und = auftreten, 0
so0. ist auch P D % il
‘\ _A
L—/ba6, ‘
0 X Gl X
womit der oben benutzte Satz er- 7
wiesen ist.

Anmerkung II. Fiihrt man aus einem innerhalb der
Kurve gewihlten festen Punkte O (Fig. 41) ein Perpendikel
OE = p zur Tangente AC, so kann fiir 1) auch geschrieben
werden

27
2) Jpab =1L
0

80. Theorem IV. Die Anzahl aller Geraden, welche eine
nicht konvexe geschlossene Kurve schneiden, wird duwrch die Linge
des diese Kurve fest wmspannenden Fadens gemessen.

Beweis. Denn alle Geraden, welche die konvexe, ABCD
‘(Fig. 44) fest umschliessende Kurve 4AB'CD’ Fig. 44,
schneiden, treffen auch die nicht konvexe Kurve A
ABCD, und ausser diesen giebt es keine weitere
Gerade, welche ABCD schneidet. D'

81. Problem XX. Fine konvexe, geschlossene
Kurve von der Liinge Li schliesst eine zweite der-
artige Kurve von der Léinge 1 ein. Die Wahr- v
scheinlichkeit ou finden, dass eine Gerade, welche L schneidet,

auch 1 treffen wird.

Losung. Ohne weitere Erklirung ergiebt sich
_1
p= L’

die verlangte Wahrscheinlichkeit ist also von der sonstigen

relativen Lage der beiden Kurven unabhingig.
8*
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Anmerkung. Hierauf konnte eine experimentelle
Rektifikation einer konvexen geschlossenen Kurve gegriindet
werden. (Vergl. die Bemerkung, mit welcher Laplace das
Nadelproblem einleitet. Théor. anal. d. probab., pag. 859,
Man umschliesse die zu rektificierende Kurve mit einer
anderen konvexen geschlossenen Linie (Kreis, Polygon) von
bekannter Liange L, ziehe in der Ebene beider Kurven eine
grosse Anzahl s willkiirlicher Geraden, welche L schneiden,
und zihle diejenigen, welche auch die Linie von unbekannter
Lénge [ treffen; ihre Anzahl sei m. Je grbsser s, um so .ge-
nauer wird die Gleichung

zutreffen, aus welcher | = % L folgt.

82. Problem XXI. Fine Scheibe mit konvexem Umpriss
von sonst beliebiger Form wird auf eine Ebene geworfen, die
mit eimer Schar dquidistanter Parallelen iiberzogen ist. Voraus-
geselzt, dass die Scheibe in keiner Lage mehrere Teilungslinien
zugleich treffen kanm, die Walrscheinlichkeit zu bestimmen, dass
die Scheibe mit eimer Teilungslinie zusammentrifft.

Liosung. Das vorliegende Problem lisst auch folgende
Auffassung zu. Die Scheibe, deren Umrisskurve die Linge |
hat, ist von einem Kreise L umschlossen, dessen Durch-
messer gleich ist dem gegenseitigen Abstande a der Teilungs-
linien. Nun wird eine Gerade willkiirlich gezogen, welche
den Kreis schneidet; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,

dass sie auch die Kurve I trifft? Dem vorangehenden Problem
zufolge ist I !

L ma

Der einfachste Fall von Buffons Nadelproblem (s. Nr. 64)
kann als besonderer Fall des vorliegenden aufgefasst werden,
indem man die Nadel als Grenze einer elliptischen Scheibe
mit verschwindender Nebenaxe und einer Hauptaxe voraussetat,
deren Liinge 27 kiirzer ist als der Abstand @ der Parallelen
Alsdann ist | = 4+ und 4

r

p=—-
Ta
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Anmerkung. Im obigen liegt die allgemeine Liésung
des von den Franzosen ,jeu du joint couvert“ gemannten
Gliicksspiels. Der Boden eines Zimmers ist durch parallele
Fugen in Streifen von gleicher Breite zerlegt; eine Miinze
wird auf denselben geworfen. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit trifft sie eine der Fugen, vorausgesetzt, dass sie mehrere
auf einmal nie treffen kann?

In Liouvilles Journal (1860, pag. 273 sq.) teilt E. Barbier
mit, Lamé habe in seinen Vorlesungen an der Faculté des
Sciences 1860 im Anschlusse an das Nadelproblem den
allgemeineren Fall behandelt, dass statt einer Nadel eine
Scheibe geworfen werde, deren Grundfliche ein Kreis, eine
Ellipse, ein reguléres Polygon ist. Aus dem Umstande,
dass sich in allen diesen drei Fillen als schliessliches Re-

sultat der Ausdruck ﬂ:—la ergeben hat, schliesst Barbier,

dieselben miissten Spezialfille eines allgemeinen Theorems
sein. Barbier stellt dieses Theorem, welches in der
Losung des vorliegenden Problems seinen Ausdruck findet,
auf und kleidet es dann zum Zwecke der Begriindung in die
Form eines Gliicksspieles. Er findet zun#ichst nur, dass die
Wahrscheinlichkeit, die Scheibe werde eine Fuge treffen, von
der Léinge ihres Umfanges abhiingt, und deutet dann den Weg

l
an, auf welchem man zu dem Ausdrucke o gelangen kann.

83. Theorem V. Die Anzahl aller willkiirlichen Geraden,
welche zwei geschlossene konvexe Kurven, die sich gegenseitig
cmsschlzessen sugleich schneiden, wird durch die Differenz der
Liingen zweier sie umspannender endloser Saiten gemessen; die
erste Treust sich zwischen den Kurven, die andere ist offen.

Beweis. In Fig. 45 (S. 118) sind PQH, P'Q'H' die
beiden Kurven; die sich kreuzende Saite besteht aus den
Bogen PHQ, P'H'Q' und den inneren gemeinschaftlichen
Tangenten PP', Q@Q', ihre Linge heisse X die offene Saite
setzt sich aus den Bogen RHS, R'H'S' und den #usseren
gemeinsamen Tangenten RR’ SS' zusammen, ihre Linge sei Y.

Wir wollen uns im toloenden zur Bezeichnung der
Anzahl aller Geraden, welche eine Kurve O treffen, des
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Symbols N(C), und zur Bezeichnung der Anzahl aller Geraden,
welche zwei Kurven O, C' zugleich schneiden, des Symbols
N(C, C") bedienen. In dieser Bezeichnungsweise schreibt
sich der zu erweisende Satz in
der Form

N(PQH,P'Q'H)= X — 7.

Die in Rede stehende Gesamt-
heit von Geraden ist offenbar iden-
tisch mit der Gesamtheit jener Ge-
raden, welche die beiden gemischt-
linigen geschlossenen Figuren O PHQ und OP'H'Q’ zugleich
schneiden; denn jede Gerade, welche diese beiden trifft,
schneidet auch die beiden gegebenen Kurven, und es ist
keine Gerade denkbar, welche die letzteren treffen wiirde,
ohne zugleich die beiden ersteren zu schneiden. Hs ist also

1) N(PQH,P'Q'H')—= N(OPHQ, OP'H'Q".

In der Summe N(OPHQ) + N(OP'H'Q") ist ausser der
Gesamtheit jener Geraden, welche die verschlungene Figur
PP'H'Q'QH schneiden, noch die Gesamtheit derjenigen
Geraden enthalten, welche OPHQ und OP'H'Q' zugleich
schneiden. Denn diese letztere kommt in der genannten
Summe zweimal, weil in jedem Summanden einmal, vor,-in
N(PP'H'Q'QH) aber kommt sie nur einmal vor, muss also,
um die Gleichheit herzustellen, einmal hmzugefugt werden;
es ist demnach

N(OPHQ) + N(OP'H'Q") — N(PP'H'Q'QH)
+ N(OPHQ,OP'H'Q")
oder im Hinblick auf 1)
2) N(OPHQ)+ N(OP'H'Q") = N(PP'H'Q'QH)
+ N(PQH, P'Q'H").
OPHQ, OP'H'Q" sind konvexe Linien, die Summe ihrer
Léngen ist X. Dagegen ist PP'H'Q'QH eine teilweise
konkave Kurve, die Anzahl der Geraden, welche sie schneiden,
wird durch die Liéinge der sie umspannenden konvexen Saite

gemessen; diese ist aber RHSS'H'R'R und ihre Linge Y.
Setzt man diese Werte in 2) ein, so wird

Tig. 45.
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X = Y4 N(PQH, P'Q'H"),

woraus thatséchlich
3) N(PQH,P'QHY=X—-Y
folgt.

84. Problem XXII. Die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass eine beliebige Gerade, welche eine geschlossene konvexe
Kurve von der Linge L schneidet, auch eine zweite in derselben
Ebene  liegende Kurve wvon eben solcher Beschaffenheit trifft,
wenn beide Kurven gegenseitig sich ausschliessen.

Losung. Zufolge des obigen.Satzes und mit den dort
gebrauchten Bezeichnungen ist
_X-Y
=

Anmerkung. Reduziert sich die zweite Kurve auf
einen Punkt, so wird X =Y und p =0, d h. es ist
moralisch unmoglich, dass eine beliebige Gerade, welche
die Kurve L schneidet, auch durch den gegebenen Punkt
geht, oder anders gesprochen, die Gesamtheit der Geraden,
welche die Kurve I schneidend durch den gegebenen Punkt
gehen, ist ein unendlich kleiner Bruchteil von der (Gesamt-
heit aller Geraden, welche L schneiden.

Wird jedoch umgekehrt nach der Wahrscheinlichkeit
gefragt, dass eine durch den Punkt beliebig gezogene Gerade
die Kurve L schneidet, so lautet die Antwort:

0

B=""

wobei § den Winkel bezeichnet, unter welchem die Kurve
aus dem Punkte erscheint.

85. Problem XXIII. Die Wahrscheinlichkeit zw finden,
dass eine Gerade, welche eine Seite eines gegebenen Quadrates
schneidet, auch die gegeniiberliegende Seite trifft.

Lésung. Das vorliegende Problem kann als ein besonderer
Fall des vorangehenden angesehen werden, indem man jede
der beiden in Betracht gezogenen Quadratseiten als eine
geschlossene Kurve von der Linge 2a ansieht, wenn a die
Seite des Quadrates ist. Es ist dann
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X=2a+2aV2, Y=4a, L=2a,

p=V2 -1

86. Problem XXIV. Die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass eine Gerade, welche eine geschlossene konvexe Kurve von der
Liinge L schneidet, gleichzeitig eine sic beriibrende Kurve von
eben solcher Beschaffenheit und der Linge L' treffen wird.

daher

Losung. In diesem besonderen Falle von Nr. 84 ist
X = L + L, folglich
L+ L-Y
r="1

Sind beispielsweise die beiden Kurven Kreise von dem-

selben Halbmesser = 1, so ist

2 =
p___4n+2m: (2:m—|—4)=1_2.

2x 11

87. Problem XXV. Die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass eine Gerade, welche eine Seite eines gegebenen Quadrates
schneidet, gleichzeitiy eine (niher beseichnete) von den beiden
anstossenden Seiten treffen wird.

Losung. Die beiden anstossenden Seiten konnen als
zwei sich beriihrende konvexe Kurven, jede von der Liénge 2a,
wenn a die Quadratseite ist, gelten, und in diesem Sinne ist

L=IL'=2a, Y=2a+a)?2,
Ve,

P=17

daher

88. Problem XXVI. Die Wahrscheinlichleit aw finden,
dass eime Gerade, welche eine geschlossene konvexe Kurve von
der Linge L schneidet, auch eine zweite, die erste schneidende
Kurve von derselben Beschaffenheit und der Limge L treffen wird.

Lésung. 1. Die Kurven schneiden sich in zwei Punkten
(Fig. 46, 8.121). In der Summe N(L)4 N(I/) sind jene
Geraden enthalten, welche die teilweise konkave Figur
ARHBH'A schneiden; unter diesen kommen jene Geraden,
welche I und L' zugleich treffen, nur einmal vor, wihrend
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sie in der genannten Summe zweimal, weil in jedem Sum-
manden, gezihlt erscheinen. Daher die Gleichung

N(L) + N(I') = N(ARHBH'A) + N(L, L);

die erste Anzahl rechts bezieht sich auf eine konkave F igur,
welche mit der sie umspannenden
Saite RHSS'H'R'R von der Liinge ¥
zu vertauschen ist. Mit dieser Be-
merkung schreibt sich obige Gleich-

W L4+I=Y+ NI,
woraus
N(L,L)=L+L-Y
folgt.
2. Die Kurven schneiden sich in vier Punkten (Fig. 47).
In der Summe N (L)-+ N(L') sind alle Linien gezéhlt, welche
die konkave Figur AP'BQCR'DSA schneiden, darunter jene

Fig. 46.

zweimal, welche L und L' gleichzeitig Fig. 41.
treffen; die konkave Figur ist wieder durch P
die sie umspannende Saite PP'Q'QRR'S'S ‘

von der Linge Y zu ersetzen., Die Schluss-
folge ist dieselbe wie vorhin, daher auch ¢

das Resultat 4
N({L,I)=L+1-7 '
Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist also in beiden Féllen
k4 B X
- L

89. Problem XXVIIL. FEine willkiirlich gezogene Gerade
schneidet eine Diagonale eines gegebenen Quadrates; es ist die
Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, dass sie auch die andere Diagonale
wmmerhalb des Quadrates trifft.

Lésung. Die beiden Diagonalen konnen als zwel konvexe
geschlossene Kurven, die in vier Punkten sich schneiden,

angesehen werden, deren jede die Linge 2a 143 besi_tzt, wenn
a die Seite des Quadrates bedeutet. Im Sinne des vorigen

Problems ist dann
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L=IL=2aV2, Y=4a,
p=2-V2.

90. Problem XXVIII. Innerhalb eines gegebenen Kreises
vom Halbmesser v wird ein Punkt willkiirlich angenommen;
es ist die Walwrscheinlichkeit au ermitteln, dass eine beliebig
gezogene Sekante des Kreises an dem Punkte in einer Entfernung
kleiner als r worbeigeht.

Losung. Es sei O (Fig. 48) der Mittelpunkt des ge-
gebenen Kreises, P der willkiirlich bezeichnete Punkt; wenn
OP =g, so ist die Wahrscheinlichkeit
der bezeichneten Lage von P

2mode 2
arr ¢ g

¢2

‘Wird nun aus P als Mittelpunkt mit
dem Halbmesser » ein Kreis beschrieben,
so erkennt man, dass eine beliebig ge-
zogene Sekante des gegebenen Kreises
der Bedingung der Aufgabe nur dann geniigt, wenn sie zu-
gleich diesen zweiten Kreis schneidet. Die beziigliche Wahr-
scheinlichkeit ist nach der Endformel von Nr. 88 zu rechnen,
und zwar ist im vorliegenden Falle

L=L=2nr, Y=2mr+ 20,

daher

daher

Demnach ist die vollstindige zusammengesetzte Wahr-
scheinlichkeit des fraglichen Ereignisses

- florntom1-

91. Problem XXIX. Innerhalb eines gegebenen Kreises
vom Halbmesser v wird ein Punkt belicbig angenommen; es soll
die Wahrscheinlichkeit ermittelt werden, dass eine willkiirlich
gezogene Sekante des Kreises von dem Pumkte eine Entfernung
Kleiner als e besitet.

4

2 wr —
1= - zede: @

0
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Losung. Wie im vorigen Falle sei O (Fig. 49) der
Mittelpunkt des gegebenen Kreises, P der willkiirlich an-
genommene Punkt.

Zunichst sei OP = ¢ > » — ¢; dann
schneidet der aus P mit dem Halbmesser
¢ beschriebene Kreis den gegebenen, die
Verhiltnisse liegen @hnlich wie in Nr. 90,
und zwar ist mit den dort gewihlten
Bezeichnungen

L=2mr, L'=2mxe,

T—e+2earccosr;e+2l/g2—— (r—e)%

die auf diesen Fall beziigliche Wahrscheinlichkeit ist also

Y=2xr—2rarccos

r

9 e + (r—e)m'ccosr;e ~1/92—(r—e)2
IL=] 5 ede-

Tr

r—e
r

=m—33/(ne + (r — e)arccos

Nun ist

r—e

Ve~ o) ede

r

fmod@=%%6{r“’—(r—e)2};

r—e
. . . 7 =e :
setzt man im zweiten Gliede =u, so wird
r—e
r r
r—e 54 i
arccos edo=—(r —e)? | u—3arccosu du,
Y
b &

und durch partielle Integration

T

- 2(r - r-e (r-e)? ,=——
(r-e) lM‘CCOS%—EQd@=r—%—9a760087-(—2—)—1/¢2-(’)"-6)2;

r—e

endlich ist

V=G — Fede—5 V=G ="

r—e
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Demnach hat man schliesslich

1=

%[ine[r -(r-e)?+ - )arccos e) Vo2 -(r-e)
1) 2

2
'”gVW-(r-e)?]a .

Es bleibt noch die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall zu
berechnen, dass OFP = ¢ < r — e ist. Der aus P als Mittel-
punkt mit dem Halbmesser e beschriebene Kreis wird dann
von dem gegebenen eingeschlossen, und jede Gierade, welche
ihn schneidet, gentigt den Bedingungen der Aufgabe. Die
beziigliche Wahrscheinlichkeit ist also (vergl. Nr. 81)

w(r—e)? 2me me(r —e)°
2) L= Zar— P

Die Summe aus den Wahrscheinlichkeiten 1) und 2) giebt

die vollstindige Wahrscheinlichkeit des fraglichen Ereignisses,

H=i3{2n:er + ( - )arccos N o e) Y- (r-e)

nr
“3‘1/[’"2-(7—«3)213 |
=%r_ !2vze+2(7—e)arccos?i;_e_2r(¢y;e>zl/l—_@
SV -7

Das Resultat nimmt eine elegantere und kompendidse Form
Pig. 50. an, wenn man die besondere Lage
des Punktes P (Fig. 50) zu Hilfe

nimmt. Die die beiden Kreise um-
spannende Saite hat dann die Linge

3)

r
Yy=2nr — 27 arccos

+2e arccos

+2]/r (r—e

ihr Uberschuss tiber die beiden Kreisumfange ist:

— 2V —(r—e)

mithin kann I7 in folgender Form dargestellt werden:

2nr+2me— Yo=2ne+2(r—e)m‘ccosy
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N2
met lonriome- Y+2r]/ (’” s ]/1
271:7\
1 29 r —e\%]3]
- 9 9xe- T _(r=°¢
(e Y/ (,ﬂﬂ}’

und wenn man endlich den Winkel 26 einfithrt, den die
beiden geraden Teile des endlosen Bandes einschliessen, so ist
H=27m*—]—2ne— +cos36
2wy

, Der erste Teil der rechten Seite stellt die Wahrschein-
lichkeit unter der Bedingung vor, dass der willkiirlich an-
genommene Punkt auf den Umfang des gegebenen Kreises
fallt; bezeichnet man diese mit I1,, so ist also

0053 9

4) =TI, +

Anmerkung. Der besondere in Nr. 90 behandelte Fall
wird aus dem gegenwirtigen abgeleitet, indem man r=e¢
und gleichzeitig 6 = O setzt; in der That ergiebt sich dann

wieder 2
H=1—_—
: 3m

92. Theorem VI. Die Anzahl willkiirlicher Geraden, welche
zwischen zwei geschlossenen konvexen, gegenseitig sich ausschliessen-
den Kurven gezogen werden kimnen, ohne eine davon zu schneiden,
wird durch X — L — L/ gemessen, wenn X, L, L' die frither®
emngefithrien Bedeutungen haben. ’

Beweis. Die Gesamtheit der Geraden, welche die konvexe
Figur RHSS'H'R'R (Fig. 51) Fig. 51,
von der Linge Y schneiden, setzt
sich zusammen aus den Geraden,
welche I, aus jenen, welche I/
schneiden, und aus jenen, die
zwischen beiden Kurven hindurch-
laufen; die Anzahl der letzteren
sei N. Dabei sind aber die Geraden, welche L und L' zugleich

* Siehe Nr. 83.
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treffen und deren Anzahl nach Nr. 83 gleichkommt X - Y,
zweimal gezihlt, nimlich sowohl unter den Geraden, welche
L treffen, als auch unter jenen, welche L' schneiden, miissen
also, um die Gleichheit herzustellen, einmal in Abzug ge-
bracht werden. Dieses Raisonnement fithrt zu der Gleichung
Y=L+IL+N-X+4Y%,
aus welcher, wie behauptet worden,
1) N=X-L-I

folgt.

Beachtet man, dass X = PP'+ QQ'+ L — arc PQ + I
—arc P'Q', so kann auch geschrieben werden:

2) N=PP'+ QQ"— arc PQ — arc P'Q'.

93. Anmerkung. Der Formel 2) zufolge wird also
die Gesamtheit der Geraden, welche zwischen den beiden
Ksten einer Hyperbel hindurchgehen, durch die Differenz
zwischen den Asymptoten und den Hyperbeldsten gemessen,
welche Differenz bekanntlich einen endlichen Wert hat.

Es sei AP (Fig. 52) ein Zweig der Hyperbel, O der

Hig, 55, Mittelpunkt, P@Q eine Tangente, 0Q
rechtwinklig zu P@); ferner bedeute
a= 04 die reelle Halbaxe, ¢ die
relative Excentrizitit. Setzt man 0¢
=p, PQ =u, Winkel X0Q =10, so
konnen p, u als neue rechtwinklige
Koordinaten des Hyperbelpunktes P
angesehen werden, bezogen auf ein
mit dem urspriinglichen konzentrisches,
gegen dasselbe um den Winkel 6 gedrehtes Koordinaten-
system; demnach ist
p==xcosb —ysinb,

w =z sinf + y cos 0

ferner

dp d
D dlg dg 0sf — desmﬂ z sinb —ycosO = — u,

@ du dx . . dy
2) d‘(ﬁ:—ﬂ desmﬂ GcosO xcosO+Jszn9—-j—g~199

denn aus den Beziehungen
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dy ds
== cotg® und ha cosec 0
folgt
dx dy _dz
dﬂcosﬂ-desnﬁ decosﬂ dﬂ cotgﬁsmﬂﬂ
und,

desmﬂ—l-dec sﬂ—d—esmﬂ—l—decotgﬂcosﬂ—ﬂcosecﬂ—%-

Integriert man Gleichung 2) innerhalb der Grenzen
0 und 0, so ergiebt sich, wenn man Bogen AP mit s be-

zeichnet:
0

a
dfg———s ﬁdﬂ,

0
und im Hinblick auf 1) .
u—s =fp do.
6

Das Integral rechter Hand driickt also die Differenz
zwischen @ P und dem Hyperbelbogen AP aus. Lésst man
den Punkt P ins unendliche riicken, also 6 bis zu dem

Werte « = arcsin _;, fortschreiten, so erhélt man die Diffe-

renz aus einem ganzen Hyperbelzweige und der zugehdrigen
halben Asymptote; wird p durch den bekannten Ausdruck

aV1—e*sin*6 ersetzt, so kommt besagte Differenz gleich
dem Integral

af]/l —e?sm?b di,
"0

und daher die Differenz aus der ganzen Hyperbel und den
Asymptoten

3) A=4a6/1/1——625m26d9.

Durch die Substitutionen

. . 1
esinfl = sin g, -
wird
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=

2
costpdp  E—=(1—#)F
-

/V1—6‘82%29d0=% VW - T

und wenn man fiir die vollstindigen elliptischen Integrale E, I'
die bekannten Entwickelungen einsetzt, schliesslich

% 1\?%° <1.3>2%5 (1.3.5‘%7
4 ‘4=2““L§+<§)‘I+'2.4 e+ a sl Bt
94. Problem XXX. Fine geschlossene konvexe Kurve von
der Liinge L schliesst zwei ebenso gestaltete Kurven e, welch
letztere sich gegenseitig ausschliessen wnd die Lingen 1, 1" besitzen.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine willkiir lioh ge-
zogene Gerade, welche 1 schneidet, zwischen 1 und 1 lindurchgeht?

Liésung. Bezeichnet z die Linge der schleifenformig
am ! und I' gespannten Saite, so ist auf Grund des Satzes
in Nr. 92

z—1—1
p=—"

Anmerkung. Wenn die beiden, innerhalb L angeord-
neten Kurven auf zwei Punkte sich reduzieren, deren Ab-
stand ¢ ist, so wird

1=1'=0, ==2e,

2e
r=7
wie dies auch nach Nr. 81 sich ergeben hitte.

95. Problem XXXI. Die Walwscheinlichkeit zu finden,
dass eime willkiirlich gezogene Gerade, die einen gegebenen Kreis
schneidet, auch einen gegebenen Durchmesser desselben trifft?

Losung. Auf diese Aufgabe passt der in der Anmerkung
zu Nr. 94 angefithrte Fall. Die Gerade schneidet néimlich
den Durchmesser A B, wenn sie zwischen den Punkten 4, B
hindurchgeht. Bezeichnet » den Halbmesser des Kreises, so
ist e = 27, mithin die verlangte Wahrscheinlichkeit

daher

=
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96. Problem XXXII. Die Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
dass eine beliebig gezogene Gerade, welche einen gegebenen Halb-
Freis schneidet, auch den entgegengesetzten Halbkreis treffen wird.

Lésung. Der gegebene Halbkreis ACB (Fig. 53) re-
prisentiert eine geschlossene teilweise konkave Kurve, welche
durch die konvexe Kurve AOBC zu ersetzen ist (Nr. 80).
Eine Gerade, welche den gegebenen Halb-

kreis schneidet, wird auch den entgegen- e 88

gesetzten AD DB treffen, wenn sie zwischen

den Punkten 4 und B hindurchgeht. Im

Sinne der Anmerkung zu Nr. 94 ist also 4 7 1B

E ¢e=2y, L=mr42r ‘\\ //,
4 \\“‘j)"’/

= +2
97. Problem XXXIII, Die Wahrscheinlichleit zu be-
stimmen, dass zwei willkiirlich gezogene Sekanten einer ge-
schlossenen konvexen Kurve tnnerhalb der Kurve sich schneiden.
Losung. Bezeichnet N die Gesamtzahl der Schnitt-
punkte, welche alle Sekanten der Kurve, deren Liinge L
sein moge, ergeben, Z die Anzahl jener Schnittpunkte, welche
in die von der Kurve begrenzte Fliche, deren Inhalt J heissen

soll, fallen, so ist

2
1) -

Die Anzahl der Sekanten ist L, daher die Anzahl ihrer
Schnittpunkte
1

2) — 5L

Um Z zu ermitteln, betrachten wir die Sekanten einer
bestimmten Richtung und zihlen die Schnittpunkte auf: den-
selben, soweit sie innerhalb der Fliche enthalten sind. Zu
diesem Zwecke heben wir jene Gruppe der erwihnten Se-
kanten heraus, deren Abstand von einem Pole O (Fig. b4
8. 130) zwischen den Grenzen p und p + dp sich befindet;
ihre Anzahl ist dp. Auf einer von diesen Sekanten liegen
so viele innere Schnittpunkte, als es Gerade giebt, welche
die Sehne AB schneiden, d.i. 24B, auf allen Sekanten

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 9
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daher 24B.dp, und auf allen Sekanten der bezeichneten
Richtung

Pa

JeAaBap—27
Va3

Schnittpunkte. Da diese Zahl von der Richtung unabhiingig
ist, so giebt es auf den Sekanten aller
Richtungen 2z J innere Schnittpunkte;

Fig. 54.

dabei aber wurde jeder doppelt gezihlt,
mithin ist
_ 3) Z =md.
A B Durch Einsetzung der Werte aus 2)
\ / ip und 3) in 1) ergiebt sich schliesslich
2nd
0 4) p= I

So ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, dass zwei
willkiirlich iiber ein Quadrat gezogene Gerade ihren Schnitt-
punkt innerhalb des Quadrates haben,

2ns* =
P=16s ~ 8’
and fiir einen Kreis ist die betreffende Wahrscheinlichkeit
272 2 1
P=4wr ™2

ein Maximum.

Anmerkung. Wird AB = C gesetzt, so kann Gleich-
ung 3) im Hinblick auf die ihr vorangehende Gleichung in
der Form

@) Sfcapab = ng

geschrieben werden, die Integration links auf alle Sekanten
der Kurve ausgedehnt.

98. Theorem VIL. Die Dithte der gegenseitigen Schnitt-
punkte aller willliirlichen Sekanten einer konvexen geschlossenen
Kurve ist in allen Punkten innerhalb der Kurve konstant und
gleich w; in einem Punkte ausserhalb der Kurve betrigt sie
0 —sin0, wenn 0 den Winkel bedeutet, unter welchem sich
die Kurve aus dem betrachteten Punkile projiziert.

Beweis. 1. Um die Dichte der Schnittpunkte in einem
Punkte innerhalb der Kurve zu ermitteln, umgeben wir diesen
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Punkt mit einem unendlich kleinen Kreise oder einer anderen
konvexen Figur von unendlich kleiner Ausdehnung; ihr In-
halt sei dJ. Die Zahl der Schnittpunkte in diesem Flichen-
element durch dJ dividiert giebt die verlangte Dichte. Der
Gleichung 3) Nr. 97 zufolge ist die- Anzahl der inneren
Schnittpunkte aller Geraden, welche den Umfang des Hle-
mentes dJ treffen, ausgedriickt durch = . dJ, ihre Dichte ist

daher W'—J-: 7, also unabhéingig von der Lage des Punktes

d
dJ
oder gleichformig auf der ganzen von der Kurve begrenzten
Fliche.

2. Kin #hnlicher Vorgang fithrt bei einem #Husseren
Punkte P (Fig. 5Ha) zum Ziele. Fig. 55b stellt den un-
endlich klein zu denkenden Kreis vor, welcher um den
Punkt P verzeichnet worden ist; VQ, WR —
vertreten die Tangenten AP, BP der T p
Fig. bba; der Inhalt des Kreises sei ddJ. A

Eine willkiirlich gezogene Sehne D ’
des Kreises, welche in ihrer Verlingerung
auch die gegebene Kurve schneidet, wird
von so vielen Sekanten der letzteren ge-
troffen, als es Gerade giebt; welche die Kurve und CD gleich-
zeitig schneiden. Die, Anzahl dieser Sekanten wird nach
Nr. 83 durch die Differenz X — Y gbmessen; in der Figur
ist ¥DCDw ein Teil von X (der
sich kreuzenden), vCw ein Teil von
Y (der offenen Saite), und bei der
verschwindend kleinen Ausdehnung , " {-
des Kreises seiner Entfernung von J ,2—"" 1/—‘ .
gegentiber konnen vC, v'D, V¢ einer- /
seits und «'D, wC, WR anderseits -/
als parallel gelten. Unter dieser A
Annahme ist

®) X—-Y=20D— CH— CK.
PFiir die Sehnen innerhalb eines an CD sich ans'chliessen-

den Parallelstreifens von der Breite dp ist daher die Anzahl
der Schnittpunkte

‘B

Tig. 55D.

9*
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dp(2CD — CH— CK)=CD .dp (2 — cos (8 — ) — cos ),
fiir alle Sehnen der Richtung CD gleich
(2 —cos {0 —«) —cosa)fOde=(2—cos {0 —a} —cosa)dd,
endlich fiir alle zulfissigen Richtungen der Sehne oder die
Anzahl aller in den Kreis fallenden Schnittpunkte gleich
6
1) %dJ i(2 — cos {0 — a} — cosa) da = (0 — sin6)dJ;

0

der Faktor 1 musste hinzugefiigt werden, weil sonst jeder

Schnittpunkt zweimal gezéhlt wiirde.
Demnach ist die Dichte der Schnittpunkte in P gleich
O — sinb)dd
- aJ
wie behauptet worden ist.

99. Anmerkung. Dieselben Betrachtungen wie in 2),
Nr. 98, wiren anzustellen, um die Dichte der gegenseitigen
Schnittpunkte aller willkiirlichen Geraden zu finden, welche
zwischen zwei konvexen geschlossenen Kurven hindurchgehen;
das Resultat lautet ebenfalls

0=0—sind,
nur muss beziiglich der Zihlung des Winkels 0 eine Be-
merkung gemacht werden.

Féllt der Punkt, in welchem die Dichte zu ermitteln
ist, in eines der gemischtlinigen Dreiecke OPQ, OP'qQ'
(Fig. 56), z. B. nach 4, so ist 6 der Nebenwinkel jenes
Winkels, welchen die aus A4 an die
niher liegende Kurve gefiihrten Tan-
genten einschliessen. Liegt der Punkt
dagegen in einem der unendlichen
Winkelrdume POQ', P'0Q, z B. in
B, so gilt derjenige Winkel, den die
inneren von B an die beiden Kurven
gezogenen Tangenten bilden; kurz ge-
sagt, es ist jedesmal derjenige Winkel zu nehmen, durch
dessen Scheitel nur Linien der oben bezeichneten Art hin-
durchgehen.

2) ) =0 —sinb,

Tig. 56.
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Dem Satze Nr. 92 zufolge wird die Anzahl der zwischen
den Kurven hindurchgehenden Geraden durch
PP+ QQ'— arc PQ — arc P'Q’
gemessen, die Anzahl ihrer gegenseitigen Schnittpunkte ist
daher

%(PP’ + Q@' — arc PQ — arc P'Q")?;
daraus ergiebt sich der bemerkenswerte Satz, dass
1) fﬂﬂ —sin@)dd = %(PP’—F QY — arc PQ — arc P'Q")?,

die Integration iiber jenen Teil der Ebene ausgedehnt,
welchen Gerade von der eingangs bezeichneten Art treffen,
der Winkel 6 in dem oben erdrterten Sinne gezihlt.

Auf die Hyperbel angewendet ergiebt sich

2) /!/i(ﬂ——sinﬂ)dJ=édg,

wobei 4 den Unterschied zwischen den beiden Asymptoten
und' den beiden Hyperbelisten bezeichnet (vergl. Nr. 93); die
Integration hat sich hier aaf den zwischen den Hyperbel-
iisten befindlichen Teil der Ebene zu erstrecken.

100. Problem XXXIV. Die Zahl der dusseren Schwitt-
punkte aller willkiirlichen Geraden 2w ermitteln, welche eine
geschlossene Tkonvexe Kurve der Linge L und des Inhalls J
schneiden.

Losung. Dem Satze Nr. 98,2 zufolge wird die Anzahl
dieser Schnittpunkte durch das Integral

f_/(@ —sinb)dd
ausgedriickt, ausgedehnt iiber alle Elemente der Ebene,

welche ausserhalb der Kurve sich befinden.
Andererseits ist die Anzahl aller Schnittpunkte, der

dusseren wie der inneren, %L% die der inneren aber nach
Gleichung 3), Nr. 97, =, folglich die Anzahl der dusseren
1

2ore

5 L2 —xd.
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Daraus ergiebt sich der bemerkenswerte Satz: , Bezeichnet
0 den Winkel, unter welchem sich eine geschlossene konvexe
Kurve von der Linge L und dem Inhalte J aus einem
dusseren Punkte ihrer Ebene projiziert, und dJ das Element
der Ebene an jenem Punkte, so ist

/ﬁﬂ —smB)dJ = %Lz— nd,

das Integral auf die ganze Ebene ausserhalb der Kurve
ausgedehnt.“*

Die Richtigkeit dieses Satzes lisst sich leicht durch
Anwendung auf den Kreis verifizieren. Hier bleibt 0 fiir
alle Punkte eines mit dem gegebenen konzentrischen Kreises
konstant, dJ ist also die Fliche eines unendlich schmalen
Kreisringes. Heisst der Halbmesser des gegebenen Kreises r,
der des variablen g, so ist

0
¥ €0S = d—
7 272
0= . 67 d@:——T7 dJ=27L’QdQ,
Slﬂ§ S §
mithin o 4
0085
O —sin@)dd =mr® [ (sin — 0) dae
sin3§
9 0
c0S —
= mr? 4cétgzg—29-%2~ dg-=7z2¢2,
2 )
s S §

was thatséichlich gleichkommt der Differenz —})— Q@mr)—m. wr’

* Die erste Mitteilung von diesem.schénen Satze hat Crofton
der Pariser Akademie 1867 gemacht (s. Comptes rendus, 65. Bd., pag.
994 1. 995). Ein analytischer Nachweis desselben von Serret findet
sich in den ,, Annales scientif. de 1’école norm. super:*, VI (1869), pag.
177—185 (auch Comptes rendus, 1869, pag. 1182 —1137). Serrsb
geht dabei von einem konvexen geradlinigen Polygon mit beliebig
vielen Seiten aus und gelangt auf einem interessanten, wenn auch
umsténdlichen Wege zu dem obigen Resultate, welches er auch auf

den Fall ausdehnt, dass der Contour aus krummen und geraden Teilen
zusammengesetzt ist.
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101. Problem XXXV. Die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass dic gegenseitigen Schwittpunlte dreier willkiirlich gezogener
Sekanten eines Kreises simitlich innerhalb des Kreises sich
befinden.

Losung. Hs sei C (Fig. 57) der Mittelpunkt des ge-
gebenen Kreises, AC = ¢ sein
Halbmesser. Wir heben irgend
eine Sekante M N heraus. Die
Anzahl der giinstigen Sekanten-
tripel, zu welchen M N gehort,
ist gleich der Anzahl der Ge-
radenpaare, welche die Sehne
AB schneidend ihren Schnitt- e , ‘
punkt innerhalb des gegebenen 4 & B
Kreises haben, und diese An- \7'7
zahl ist dem Satze Nr. 98,2
zufolge durch das iiber die Fliche des gegebenen Kreises
ausgedehnte Integral

J [ O —sin)dT

ausgedriickt.

Da 6 in allen Punkten eines durch A4, B gehenden
Kreisbogens konstant bleibt, so denken wir uns den ge-
gebenen Kreis durch derlei Kreisbogen wie APB in Kle-
mente zerlegt. Ein solches Klement hat die Grosse

dJ =d.segm ABP.

Ist nun O das Centrum des Bogens APB, A0 =g sein
Halbmesser, AB = 2a, so hat man

— 6
segm ABP = (m — 0)o*+ ap cos = a ( 5D + cotg@)
daraus
' 2a?
sin® 0

dd = — {1+ (m— 0) cotg0} db.

Demnach ist die Anzahl der zu MN .gehdrigen giin-
stigen Sekantentripel, deren dritter Schnittpunkt iber MN

liegt:
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90t o Besinh
N ./;i:ze(ﬂ—smﬂ){1+(7z—0)cotg(‘)}d9=2a" Si:;:z_'{1+(z—0)coigt)}d6

T o

=2“T/( 0 +”96036 02cos 1 7vcosf) 66086>d6.

- - et N it
sint sim®0 s  smO T som0 " sint0

Durch Ausfiihrung der einzelnen Integrationen zuntichst ohne
Riicksicht auf die Grenzen erhilt man den Ausdruck
70 6 x 0 =z
T 2sm0 25?0 ' sinh  sin@  sinf
0 — 70 — L wsin20
+ 2 sin* 0 ’

dessen beide Teile fiir die obere Grenze die unbestimmte

x
—‘500@6"‘

Form L annehmen; der erste Bestandteil

0
r—0 =x—0 9
sinf ~ sim(w—0) sind

aber nihert sich mit gegen Null abnehmendem 0 der Grenze

1, wihrend der zweite Bestandteil den Grenzwert —% hat,

wie man durch zweimaliges Differentiieren des Zihlers und
Nenners leieht findet. Mithin ist

3 m—a na—a2+lar:s7}n2a>
b e oe (3o y ,
] =i 2  sinea 25’

Die Anzahl N, der giinstigen Sekantentripel, deren
dritter Schnittpunkt unter MN liegt, ergiebt sich offenbar,
wenn man in dem eben angeschriebenen Ausdrucke o durch
m — « ersetzt. Die Summe N, + N, liefert die Anzahl aller
zu M N gehorigen giinstigen Sekantentripel, d. i.

i
2) N=2a2(3—%+Z7‘;EZ):202(332%?&—nsz'noc+na—a*).

Um nun die Anzahl aller giinstigen Sekantentripel zu
erhalten, welche eine zu N parallele Gerade in sich
schliessen, hat man N mit dem Differentiale von CF, d. 1.
mit ¢sime de zu multiplizieren und das Produkt in Bezug
auf o zwischen den Grenzen O und =, welche den beidén
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dussersten Lagen von M N entsprechen, zu integrieren. Der
so gewonnene Ausdruck ist, um alle Richtungen von M N
einzubeziehen, also die Anzahl aller giinstigen Sekantentripel
zu erhalten, mit = zu multiplizieren, dagegen durch 3 zu
dividieren, weil bei dem eingeschlagenen Vorgange jedes
Tripel dreimal geziihlt wird, indem jede Sekante aus dem-
selben einmal die Rolle von MN spielt. Mithin ist die
Gesamtzahl der giinstigen Fille

3) Z-

b4
2uc. . ; : d
3 ﬁ3s-zn”a—zszna +mwa-ao) smada=“—§-(16—n*).
0

Die Anzahl der mbglichen und verschiedenen Sekanten-
tripel ist

4) M=%(2nc)3=§n3cs,
die verlangte Wahrscheinlichkeit also
Z 4 1
2 PEMT T E

102. Theorem VIIL. Die Dichte der Schnitipunkte aller
willkiirlichen Sekamten einer geschlossenen kon- Fig. 538,
vexen Kurve mit der Gesamiheit jener will- P
kiirlichen Geraden in der unbegrenzten Ebene, 4
welche die Kurve nicht schneiden, betrdgt in '
einem Punlte ausserhalb der Kuwrve 2sinf,
wenn 0 den Winkel bedewtet, unter welchem
sich die Kurve aus dem Punkte projiziert;
wm jedem Punkie innmerhalb der Kurve ist sie selbstverstindlich
gleich Null. Fig. 58b.

Beweis. Zum Zwecke der Begriin-
dung umgeben wir den betrachteten
Punkt P (Fig. 58a) mit einem Kreise
von unendlich kleiner Ausdehnung
(Fig. 58Db) und zihlen die' Schnitt-
punkte beschriebener Art, welche in
diesen Kreis fallen.

Die Sehne CD gehbre einer Ge-
raden des ersten Systems an; dann ist die Anzahl ihrer Schnitt-
punkte mit den Geraden des zweiten Systems gleich der

‘B
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Angzahl ihrer Schnittpunkte mit allen willkiirlichen Geraden der
Ebene, d. 1. 20D, vermindert um die Anzahl jener Schuitt-
punkte, welche sie mit den Geraden des ersten Systems
selbst ergiebt, und diese betrigt nach Gleichung w), Nr. 98,
2CD — CH — CK; demnach ergeben sich auf CD

20D — (2CD—CH— CK)=CH~+CK=CD[cosa+ cos(f —a)]
Schnittpunkte, folglich auf -den Sehnen eines an CD an-
schliessenden unendlich schmalen Parallelstreifens von der

Breite dp [cose + cos(0 — a)]CD ..dp
und auf allen Sehnen von der Richtung CD
[cos o + cos (6 — a)]fOD dp = [cos e + cos (0 — &)]dJ

Schnittpunkte, wenn dJ den Inhalt des Kreises bezeichnet,
Alle Sehuen des Kreises, welche Geraden des ersten Systems
angehoren, liefern demnach mit den Geraden des zweiten
Systems Schnittpunkte in der Anzahl

0
1) de[cosax+cos(9—oc)]da=2sm6.dJ,
0

also von der Dichte
2sinf . dJ
2 me oo

) 0="47
Die Menge der Schnittpunkte, welche auf einen irgend-
wie begrenzten Teil der Ebene fallen, wird durch das iber

diesen Teil ausgedehnte Integral
2 [ [sing aJg

ausgedriickt. Die Integration ist nur fiir gewisse Formen
durchfiihrbar; der folgende Fall, indem er die Zahlung der
Schnittpunkte auf anderem Wege gestattet, wird zu einer
allgemeinen Formel fiir dieses Integral fiihren.

103. Problem XXXVI. Fine geschlossene konvexe Kurve,
deren Linge L ist, wird mit einer sweiten ebenso beschaffenen
Km‘ve umgeben, welche dadurch entsteht, dass man wm erstere
eime endlose Saite von der Linge Y > L legt umd eimen Stift
derart fiilrt, ddass er die Saite bestindig spanmt. Fs st die
Zahl, der Schwittpunkte zu ermitteln, welche die willliirlichen
Sekanten von L mit allen willkiirlichen Geraden der Ebene, die

= 2sim 0.



— 139 —

L nicht schneiden, auf der durch beide Kuwrvci begrenzten ring-
formigen Fliche ergeben.
Lésung. Wir betrachten die Sehne AB (Fig. 59) der
ringformigen Fliche, welche einer Sekante Tig. 59,
von L angehort; sie ergiebt mit allen will-
Kktirlichen Geraden der Ebene 248 Schnitt-
punkte; mit den Geraden, welche L schuneiden,
liefert sie deren X — Y, wobei X die Liinge
der endlosen, AB und L umspannenden ver-
schlungenen Saite bedeutet, also
X=APABAQA' =L+ 2A4B
ist; daher giebt 4 B mit jenen Geraden, welche I nicht schneiden:
24B— (X—Y)=2AB —~ (L+24AB-~Y)=Y-L
Schnittpunkte. Diese Anzahl ist also fiir alle Lagen von
AB dieselbe, gilt daher auch fiir A'B’, so dass sich auf
jeder Sekante von L 2(Y—1L),

auf allen Sekanten, deren Anzahl L ist, daher
2L(Y—L)
Schnittpunkte befinden. Andererseits ist dem vorangegangenen

Satze zufolge diese Anzahl dem iiber die
Ringfliche ausgedehnten Integral

2ffsz'nﬂ dJ

gleich; so dass unter den im Texte vor-
gesehenen Bedingungen
®) [fsinfdJ=L(Y—L).

104. Die Formel ®) kann durch An-
wendung auf den Kreis verifiziert werden.
Hier bleibt § fiir alle Punkte P (Fig. 60), welche von O
denselben Abstand o besitzen, konstant; daher kann fiir c.i’J
ein Kreisring von der Breite d¢ genommen werden. Nun ist

Fig. 60.

7‘0086
r 2 0
9_—_' 6, d@:— 20d27
87/%—2— S’W&E

daraug’
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sin@ dJ = 2mwo sl do — — 4ms? cotg2gd—-

mithin hat man

(4
: 0 .6 x 0 0~
- 2 —d= = Y s B
wf/sznOdJ—élcqtrV/cotgz?d?~4nr2{-2 5 cotgg .
2a

=2xr {27 colge — r(m— 2a)}.
Da nun

L=2xr, Y=2xr—r(w—2e)+ 2rcolge,
Y — L =2rcotge — v (m — 2a),

s0 kommt der Wert des Integrals thatsiichlich gleich L(Y — L).

105. 7Zu einem interessanten Satze fiihrt die Anwendung
der Formel @) auf eine begrenzte Gerade FF' (Fig. 61) von
der Liinge 2¢, wenn dieselbe als ge-
schlossene konvexe Kurve von der
Liinge 4¢ angesehen wird. In diesem
Falle ist nimlich die mil Benutzung
einer Saite von der Linge Y=2¢+2a
erzeugte Kurve eine Ellipse, fiir welche
die Endpunkte F, F'' der begrenzten
Geraden die Rolle von Brennpunkten
spielen, und deren grosse Axe die Liinge 2a besitzt. Das
iiber die Fliche dieser Ellipse ausgedehnte Integral j f sin ddJ
hat der citierten Formel gemiss den Wert 4¢ (2¢ + 2a — 4¢)
—8¢(a—¢), oder es ist das iiber die ganze Ellipsenfiiche
ausgedehnte Integral

ffsz'nﬂ dx dy = 8¢(a — ¢).*

106. Theorem IX. Die Dichte der Schwittpunkte aller
willkiirlichen Sekanten einer geschlossenen konvexen Kurve mit
der Gesamtheit aller willliirlichen Geraden der unbegrenzten
Ebene betriigt in einem Punkte innerhalb der Kurve 27,
einem Punkte ausserhalb der Kurve 20, wenn 0 den Winkel be-
deutet, unter welchem sich die Kurve aus dem Punlite projiziert.

Beweis. 1. Wird um einen beliebigen Punkt innerhalb
der Kurve ein unendlich kleiner Kreis beschrieben, dessen

* Binen direkten Nachweis dieser Formel hat E. B. Elliott im
XXVI Bande der Educ. Tim., pag. 79 flg., gegeben.
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Inhalt doJ ist, so liefern alle Sekanten desselben, als Sekanten
der Kurve aufgefasst, mit allen willkiirlichen Geraden der
Ebene innerhalb des Kreises 2z dJ Schnittpunkte [s. Nr. 97,
Absatz vor Gleichung 3)]; ihre Dichte ist also

1) 0, = 2mx.
2. Wie frither moge Fig. 62 den Kreis vorstellen, welcher
den betrachteten Punkt P umgiebt; Fig. 62.

V@, WE reprisentieren die aus P an
die Kurve gefiihrten Tangenten, deren
Neigungswinkel 6 ist. Die Sehne
CD gehbre einer Geraden des ersten
Systems, d.i. einer Geraden an, welche
die Kurve schneidet; die Zahl ihrer
Schnittpunkte mit den Geraden des
zweiten Systems, d. i. mit allen wili-
kiirlichen Geraden der Ebeve, ist 2CD; fiir alle Sehnen
parallel zu CD ist diese Anzahl

2[0D dp = 24,
und fiir Sehnen aller zuldssigen Richtungen 20 doJ, so dass
die Dichte der Schnittpunkte gleichkommt
2) 0, — 260.

. Anmerkung. Der zweite Teil des vorliegenden
Satzes kann auch als Folgerung der beiden Sitze Nr. 98
und 102 abgeleitet werden. Die Schnittpunkte, welche die
Sekanten der Kurve mit allen willkiirlichen Geraden der
Ebene bilden, zerfallen nimlich in zwei Gruppen: in jene
mit den Geraden, welche die Kurve treffen, und in jene mit
den Geraden, welche die Kurve nicht schneiden. Die Anzahl
der ersten ist nach Gleichung 1), Nr. 98:

200 — sin)dd;
der Faktor %, welcher dort linker Hand gesetzt werden
musste, weil es sich um die gegenseitigen Schnitte von Ge-
raden eines Systems gehandelt hat, fillt hier weg, weil
zwei verschiedene Systeme von Ceraden zum Schnitte
gebracht werden. Die Anzahl der Schnittpunkte zweiter Art
ist nach Gleichung 1), Nr. 102:
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2sm0 dd,
daher die Summe beider Anzahlen

: 20 dJ
wie oben.

2. Anmerkung. Die Anzahl der Schuittpunkte von
der hier besprochenen Art, welche auf einen gegebenen
Teil der Ebene ausserhalb der Kurve fallen, wird durch das
iiber diesen Teil ausgedehnte Integral

2{[0ars

ausgedriickt, dessen Auswertung jedoch nur in einzelnen
Fillen gelingt. Hine allgemeine Formel fiir dieses Integral
ergiebt der nachstehende Fall, in welchem die Zihlung der
Schnittpunkte in anderer Art ausfiihrbar ist.

107. Problem XXXVII. FEine geschlossene konvexe Kurve
ist von eimer andern beliebig gestalteten geschlossenen Kurve ein-
geschlossen. s ist die Anzahl der Schmittpunkie 2w ermitteln,
welche die Selanten der ersten Kurve wmit allen willliirlichen
Geraden der Ebene auf der durch beide Kurven begrensten ring-
formigen Fliche ergeben.

Losung. Wir betrachten eine beliebige Sekante A.D
(Fig. 63) der inneren Kurve; die Anzahl der auf ihr gelegenen

Tig, 65, Schnittpunkte von der beschriebenen Art
ist 2(4AB + COD), folglich giebt es auf
allen, 4D parallelen Sekanten

2 [(4B+ CD)ap
= 2(® — segm M N H — segm PQ K)
und auf allen Sekanten

7
N= 2./'(@ - segm M N H - segm PQK)dg
0

Schnittpunkte, wenn @ die Fliche des Ringes bedeutet und
@ der Winkel ist, den /N mit einer festen Richtung ein-
schliesst. Durch weitere Ausfihrung erhilt man zuniichst

N=2z6 — 2f(segmMNH+ segm PQK) d g;
0

den zweiten Teil der rechten Seite kann man aber auch
dadurch erhalten, dass man, statt beide Tangenten M N, P¢)
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durch das Intervall o bis # zu drehen, nur eine, z. B. MN,
durch das Intervall o bis 2x dreht, weil sie dann auch alle
jene Lagen annimmt, welche frither P eingenommen hat.
Bezeichnet man daher die Fliche des Segmentes M NH mit
X, so ist nach dieser Bemerkung

27
N=270—2[Xdg.
0

Andererseits hat man auf Grund von Nr. 106, 2. Anmerkung:
N=2[/0dzdy;

unter den im Texte vorgesehenen Bedingungen besteht also
die bemerkenswerte Beziehung

1) ./:/‘dedy=n@—_/%;‘dq3.
0

Ein interessanter Spezialfall tritt ein, wenn das durch
die Tangente M/ N abgeschnittene Segment M N H konstanten
Inhalt hat; dann ist nimlich

JS0dzdy =20 — 22> =n (6 —23),

und da MNH=P@GK =2 so bedeutet ® — 2% den Unter-
schied der beiden Teile, in welche der Ring durch die Tan-
gente M N zerlegt wird, woraus der Satz folgt: ,Wenn zwei
beliebige geschlossene konvexe Kurven, deren eine die andere
einschliesst, in solchem Zusammenhange stehen, dass jede
an die innere Kurve gezogene Tangente von der #usseren
dieselbe Fliche abschneidet; wenn 6 der Winkel ist, unter
welchem die innere Kurve aus einem #usseren Punkte z,
sich projiziert; wenn endlich </ die Differenz der Teile ist,
in welche die ringférmige von beiden Kurven eingeschlossene
Fliche durch eine Tangente an die innere Kurve zerlegt wird,
80 besteht die Relation

2) ff@dxdy=n:d,

die Integration iiher die Ringfliche ausgedehnt.

Der hier vorausgesetzte Zusammenhang findet bei zwel
konzentrischen Kreisen, mithin auch bei zwei konzentrischen,
dhnlichen und #hnlich liegenden Ellipsen statt, weil letztere
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als Parallelprojektion der ersteren angesehen werden konnen,
und da in diesem Falle 4 anf elementarem Wege abgeleitet
werden kann, so fiihrt der obige Satz zu dem Werte eines
bestimmten Integrals, dessen Auswertung auf direktem Wege
nicht so leicht wére.

Bezieht man nimlich die beiden Ellipsen, deren Halb-
axen a,b; za, zb (z>1) sein mogen, auf ihre Axen als
Koordinatenaxen, so ergiebt sich zunichst:

2-Va2y2 i B — a2b2.

$2 + y2 — a’t . b'l
Die beiden Kreise (Fig. 64), aus welchen die Ellipsen ab-
geleitet werden kinnen, haben die Radien
4 @ und xa; fiihrt man an den inneren eine

Tangente M N, so ist der Unterschied der
Teile, in welche sie den Ring zerlegt:

| d'=n(«a’-a)-2segm MNA=x(xa*-a)

, ’ R f‘.)
- g 2<xa,2 xasm20032
\\ 92{ ( 1 i
- = 9 T

1—?>——a+sma}.,

3) 0 = arctang

. « O0C 1,
oder weil cos TR ist, auch
A= a (mwg —a + sin a);
die Ubertragung auf die Ellipsen erfolgh durch Multiplikation

mitb %, daher ist fiir diese
4) A =xtab (nsng—a +sina)-

Durch Einfithrung der Werte 3) und 4) in die Formel
2) des oben formulierten Satzes erhilt man

L VR e ]
e/L/@wtg PR N ) --dxdy=mc2ab{nszn*§—a+8ma

. 1 .
wobel « = 2 arccos s und die Integration tiber die Ringfliche
auszudehnen ist.
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. x
Fiir »?= 2 wird ¢ = N und

- VAL IR a2
U/ufarctng "ta_ﬁlyj_b :) g) L dody =4mabd,
d. 1. gleich der Fliche der dusseren Ellipse.

108. Theorem X. Die Dichie der Schnittpunkte aller will-
FLiivlichen Sekanten einer geschlossenen Lonvexen Kurve mit allen
Sekanten einer ziveiten, die erste einschliessenden Kurve wvon
ebensolcher” Beschaffenheit betrigt in einem Punkte innerhalb
der ersten Kurve 2z, in einem Punkte zwischen beiden Kurven
20, in einem Punkte ausserhalb der zweiten Kurve. ug,
F gy — Uyp— Uy, wenn 0 den Winkel bedeutet, unter welchem
die innere Kwrve, @, ¥ die VWinkel, unter welchen der Ring
aus dem belreffenden Punkte sich projiziert, und wenn endlich
gur Abkiirzung o« — sin e = u,, gesetst wird.

Beweis. 1. Verzeichnet man um den Punkt innerhalb der
ersten Kurve einen unendlich kleinen Kreis vom Inhalte d/,
so ergeben alle Sekanten desselben, als Sekanten der inneren
Kurve aunfgefasst, mit allen Sekanten der #Husseren Kurve,
oder »was dasselbe ist, mit allen willkiirlichen Geraden der
Ebene, nach Nr. 97, Absatz vor Gleichung 3), 2« dJ Schnitt-
punkte auf der Fliche des Kreises; ihre Dichte ist also

1) 0, =2mx.

2. Die Dichte der Schnittpunkte aller Sekanten der
inneren Kurve mit allen Sekanten der #Husseren in einem
Punkte der ringformigen Fliche ist abermals gleichbedeutend
mit der Dichte der Schnittpunkte der ersten mit allen will-
kiirlichen Geraden der Fbene, daher nach Nr. 106

2) 8, = 28,

3. Zahlt man auf einer unendlich kleinen, den Punkt I
(Fig. 65, S. 146) umgebenden Kreisfliche vom Inhalte dJ
die gegenseitigen Schnittpunkte der Sekanten der konvexen
Figar ACHDFA, deren Anzahl zufolge der Gleichung 1)
Nr. 98 gleichkommt

[0 + @) — sin (0 + )] dJ = o4y d,
sodann die gegenseitigen Schnittpunkte der Sekanten der
konvexen Figur BEGFDB, deren Anzahl

Czuber, Wahrscheinlichkeitsre chnung.

10
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[0+ v) —sin® + ) dd =ugqypdd

betrigt, so werden die gegenseitigen Schnittpunkte der
Sekanten der konvexen Figur EGFDHCE zweimal gezihlt;

Fig. 65. sie miissen in der gesuchten Anzahl aber
auch wirklich zweimal vorkommen, da jede
Sekante der letztgenannten Figur in zwei
Kigenschaften, einmal als Sekante der inneren,
einmal als Sekante der #usseren Kurve auf-
zufagsen ist; dagegen befinden sich unter
den oben gezdhlten Schnittpunkten solche,
welche zu den in Rede stehenden nicht ge-
horen; das sind nimlich die gegenseitigen
Schnittpunkte der Sekanten der beiden konvexen Figuren
AEGFA wnd BCHDB, deren Anzahlen sind

(p — sing)dd=uydd,
(¥ — sny)dd = u,y ddJ.

Demnach ist die Dichte der Schnittpunkte bei P that-
sichlich gleich
3) 05 = Uotg+ Uty — thy — Uy

1. Anmerkung. Auf dem Umfange der inneren Kurve

ist 6 = =, folglich

0y=2m = 0}
auf dem Umfange der #usseren Kurve ist ¢ +0+¢ =,
daher
d,=0 4+ —sin(0+ @) +0+v—sin+v)
— @+ sing — ¢+ siny = 26 = 0,,

weil sin (0 4 @) = siny, sin(0 + v) =sing ist; der Uber
gang von 0, zu J, und von d, zu 9, erfolgt also auf kon-
tinuierliche Weise.

2. Anmerkung. Bezeichnet L die Linge, J den Inhalt
der inneren, L' die Linge der Husseren Kurve, so ist die
Anzahl aller Schnittpunkte LI'; davon befinden sich inner-
halb der inneren Kurve ¢, J = 2xJ; die Anzahl der iibrigen

ist also LL'— 2xJ. Andererseits ist letztere Anzahl aus-
gedriickt durch
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S0, aT+ [[ 8, ad,

die erste Integration auf den Ring, die zweite iiber die
ganze Ebene ausserhalb L' ausgedehnt. Es besteht also die
bemerkenswerte Gleichung:

4 2[[0aTJ+[[(worq+uesryp—uy—uy)dd—=LL—2nJ.

109. Problem XXXVIIL. In jedem von zwei konzentrischen
Kreisen, deren Halbmesser a und xa (x > 1) sind, wird eine will-
kiirliche Sekante gezogen. Die Wahyscheinlichkeit zu finden,
dass der Schwittpunkt der beiden Geraden auf der Fliche des
imneren Kreises, auf der Ringfliche, ausserhalb der beiden
Kreise liegen wird.

Losung. Von den LL'= 4n?xa® Schnittpunkten aller
Sekanten der beiden Kreise fallen dem obigen Satze zufolge

2rd = 27 a?

auf die Fliche des inneren Kreises,

2/ 0 aT = 27 o (m sin® 5 — & -+ sin )
auf die Ringfliche (s. Nr. 107), folglich 4n®xa®— 2x2a?
—2n 2 a®(n sm?f?£ — & -+ sin &) ausserhalb der beiden Kreise;

die beziiglichen Wahrscheinlichkeiten sind also
1

=g

b=y

- * R ; — l)
P=g5_ (nsm 5 a+sma>, (lx 2arccosx )

Ps=1—p— Py
Anmerkung. Fiir '= 2 erhiilt man beispielsweise
2 2
pl=§=0,3535..., p2=12/—;=0,2251..., py=0,4214 ..,
Wenn  — 1 wird, so fallen die beiden Kreise zusammen;

obige Formeln ergeben dann

1 1
b=z p.=0, b= 9

iibereinstimmend mit Nr. 97.
10%*
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110. Tangenten einer ebenen Kurve. Der Begriff
einer willkiirlich gezogenen Tangente ldsst verschiedene Auf-
fassungen zu; er wird erst dann ein bestimmter, wenn die
Entstehungsweise der Tangente ndher bezeichnet worden ist,

Die beiden nichstliegenden Auffassungen bestehen darin,
dass man den Bertthrungspunkt willkiirlich angenommen oder
die Richtung der Tangente beliebig voraussetst.

Die Berithrungspunkte der Tangenten erster Art sind
iiber die Kurve gleichformig verteilt, sie zerlegen sie in
gleichgrosse Elemente.

Die Richtungen der Tangenten zweiter Art sind iber
das ganze Richtungsgebiet gleichformig verteilt, sie bilden
gleichgrosse Kontingenzwinkel.

111. Theorem XI. Die Dichte der Schwittpunkte aller
Tangenten, welche in beliebiger Richtung an eine geschlossene
konvexe Kurve gezogen werden kinnen, in einem Punkie ausser-

halb der Kurve betrigt T—,I?p wenn 0 der Winkel. ist, unter

g Bhe p welchem sich die Kurve aus diesem Punkte
projiziert, und T, T' die Lingen der Tan-
genten bezeichmen, welche von hm an die
Kurve gezogen werden,

Beweis. Fig. 66b stellt den Kreis
vor, der um den Punkt P (Fig. 66a)
verzeichnet wird; V¢, WE vertreten die
Tangenten PA, PB der Fig. 66a.

Die Tangenten der Kurve, welche diesen Kreis schneiden,
konnen in zwei Gruppen geschieden werden:
1. jene, deren Beriihrungspunkte in un-
mittelbarer Nihe des Punktes 4 (Fig. 66a)
liegen; innerhalb des unendlich kleinen
Kreises kinnen sie als parallel zu V¢
vorausgesetzt werden; 2. jene, deren Be-
rithrungspunkte in unmittelbarer Nihg des
Punktes B liegen; sie kinnen aus dem-
selben Grunde als parallel zu WR angesehen werden.

Bezeichnet & den im Bogenmass ausgedriickten, un-
endlich kleinen, konstanten Kontingenzwinkel benachbarter

Tig. 66 b.
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Tangenten der Kurve, so haben die Tangenten der ersten
Gruppe innerhalb des Kreises, da sie hier vom Berithrungs-
punkte den Abstand 7 besitzen, den gegenseitigen Abstand
T#, die Tangenten der zweiten Gruppe den Abstand 71"9-
Die Sehne CD (Fig. 66b) gehére nun einer Tangente
der ersten Gruppe an; um die Tangenten der zweiten Gruppe
zu zihlen, welche ('D schneiden, fithre man DE parallel, CE
senkrecht zu WUE; die eben bertihrte Anzahl ist dann:
CE CDsind
T~ T’y '
daher die Anzahl aller Schnittpunkte innerhalb des Kreises

sin b

2CD.T% =dJ=T9 20D,

wenn dJ den Inhalt des Kreises bedeutet, so schreibt sich
obige Anzahl auch in der Form

@) 1 sinb
82T
die Dichte der Schnittpunkte ist also mit Hinweglassung

da aber

dd,

des konstanten Faktors ﬂlz ausgedriickt durch
_ sinb
S rrT

112. Problem XXXIX. Die Anszahl der gegenseitigen
Schmittpunkte aller Tangenten, die an eine konvexe geschlossene
Kurve in beliebigen Richtungen gezogen werden kinnen, inner-
halb eines gegebenen Teiles der Ebene zu finden.

Lésung. Die Aufgabe findet ibre allgemeine Losung

in -dem Integral j, “in B

1) )

ke
ausgedehnt iiber den betreffenden Teil der Ebene. Die Be-
trachtung einiger besonderer Fille wird auf bemerkenswerte

Formeln fiir dieses Integral fiihren.
113. 1. Die Gesamtheit aller Tangenten der Kurve
wird durch 27 gemessen, da ihre Richtungen iiber das Inter-
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vall 0 bis 2= gleichformig verteilt zu denken sind; die An-
zahl ihrer Schnittpunkte ist also %(27::)2=2n2; folglich ist

1) ﬂ % AT — 2x2

das Integral iiber die ganze Ebene ausserhalb der Kurve
ausgedehnt.
In° Anwendung der Formel auf den Kreis ist (Fig. 67)

cos§
dJ=2x0P.d0OP = m'z—ﬁ do,
sz’n3§

T=T"=rcoly g,

daher thatsichlich

7

9
[ttty o
r%otg— sin® o

2 0
Durch Anwendung der Formel 1) auf die Ellipse ergiebt
sich der Wert eines bestimmten Integrals,
dessen Auswertung auf anderem Wege nicht
so einfach wire.

Mit Zuhilfenahme des iiber der grossen
Axe als Durchmesser verzeichneten Kreises
(Fig. 68) ergeben sich, wenn z, y die Ko-
ordinaten des betrachteten Punktes P sind,
fir die Koordinaten des zugeordneten Punktes P’ die Werte

Fig. 67.

a _
%1 395 ferner ist
4 22 1 g202— o2 b
PA PP +“b2y LY
o' a ab
2  OP Vo @+ @y
2abl/b2x2+ a?y?—atb?
i+ oty !

sin ' —=
daher

3
AA'prlzﬂ'w2
Nun ist b b2+ a?y?
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s J— b i
AABP =5 T1 Sm0=;AAB'P’,

daher mit Benutzung des eben fir 4 A'B'P' gefundenen
Wertes sin®  sin?o b2 a? 4 a? y?

T : 35
TIT 2 (a4 a2yt — atbP)
weiter ergiebt sich aus

2]/62 P+t — a?b?
PR s
(s. Nr. 107, Gleichung 1) der Wert fiir sin’ 6, nimlich
AW+ a2y — a2 DY)
(:c2+y2+ 02)2— 402x2’

tang 0 =

sin O =

so dass schliesslich

sinf _ 202+ o’ y?)
TrT! {(x2+y2+02)2—4C2x2}]/b2x2+a2y2—a2b2
BEs ist also

) / {(xg+y2+c2)2—402x2}ngx2+a2y2—a2b2 Yy !

wenn die Integration iiber die ganze Ebene ausserhalb der
Ellipse ausgedehnt wird.

114, 2. Die Schnittpunkte auf jenem Teile der Hbene
zu- zihlen, welcher zwischen der gegebenen und einer sie
umschliessenden Kurve enthalten ist, lings welcher 6 einen
konstanten Wert « besitzt.

Betrachtet man irgend eine Tangente A B (Fig. 69) der
inneren Kurve, so erkennt man leicht, i, 5.
dass sie innerhalb der Strecke 4B
von allen jenen Tangenten geschnitten
wird, welche mit ihr wie CD einen
Winkel 6 einschliessen, der zwischen
den Grenzen « und 2z — a enthalten
ist; die Anzahl solcher Tangenten
ist 27 — ¢ — ¢ = 2 (% — a), die An-
zahl der Tangenten AB ist 2, daher
die Anzahl der auf die ringformige Fliche fallenden Schnitt-

punkte%'QW-Q(nu—a):‘)n(n—a).



— 152 —
Folglich ist

) L/L/%dgf=2n(n’——a),

wenn die Integration iiber die Ringfliche ausgedehnt wird,

115. 3. Die Schnittpunkte auf jenem Teile der Ebene
zu zihlen, welcher von der Kurve und zwei festen Tangenten
derselben, die den Winkel « bilden, eingeschlossen wird.

Ist AB (Fig. 70) eine der Tangenten, welche das von
der Kurve und den festen Tangenten
P@, PR gebildete gemischtlinige Dreieck
durchschneidet, so wird sie innerhalb der
Strecke A B von jeder Tangente getroffen,
welche mit ihr wie CD einen Winkel §
einschliesst, der zwischen den Grenzen 0,
und 0, enthalten ist. Die Anzahl solcher
Tangenten ist aber 0, — 0, = = — «, die
Anzahl der Tangenten AB ist = —g,

daher die Anzahl der Schnittpunkte in PQ R gleich —;—(n —a)
Mithin ist

3) H AP Yo

die Integration auf das oben bezeichnete Gebiet ausgedehnt.

116. 4. Die Anzahl der Schnittpunkte in dem unend-
Fig. 1. lichen von zwei festen Tangenten ge-
bildeten Winkelraume zu zéhlen.
MPQ, NPR (Fig. 71) sind die festen
Tangenten, ihr Winkel «, M PN der
unendliche Winkelraum, auf welchem
die Schnittpunkte zu zihlen sind. Wir
betrachten eine Tangente A B, welche
diesen Winkelraum durchsetzt; sie wird
innerhalb desselben von jeder Tangente
getroffen, die wie CD einen Winkel 0
mit ihr einschliesst, welcher kleiner ist als Winkel w. Die
Anzahl solcher Tangenten ist u, die Anzahl der Tangenten
AB von der angenommenen Richtung du, die Anzahl der
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gegenseitigen Schnittpunkte wdu, folglich die Anzahl aller

Schnittpunkte von der bezeichneten Artz/ u duné a? Dem-
nach ist -

: S Sy

wenn das Integral iiber den unendhchen Winkelraum M PN
ausgedehnt wird.

117. Problem XL. Die Walwrscheinlichkeit zu finden, dass
zwet in beliebigen Richtungen gezogene Tangenten einer Ellipse
wmnerhalb des dem Axenrechteck wmschricbenen Kreises, be-
ziehungsweise innerhalb des Awxenrechteckes selbst sich schneiden.

Ldsung. Die Anzahl aller Tangentenschnittpunkte ist
nach Nr. 113 gleich 2=

Da 0 lings des dem Axenrechteck umschriebenen
Kreises den konstanten Wert % hat, so fallen auf die von
dem Kreise und der Ellipse begrenzte ringférmige Fliche

nach Nr. 114 ... 2% (:m — E) == 7 Schnittpunkte. Demnach

2
ist die erste der fraglichen Wahrscheinlichkeiten
1
.pl i —§ .

Der Umfang des Axenrechtecks zerfillt in vier Paare
fester Tangenten, deren jedes den Winkel & = g einschliesst;

in eines der vier gemischtlinigen Dreiecke, welche die
Ellipse von dem Rechtecke abschneidet, fallen nach Nr. 115

2
1 (7: — E) = %nz, in alle zusammen %nz Schnittpunkte.

2 2
Die dem zweiten Ereignis zukommende ‘Wahrscheinlichkeit
ist also 1

P = 4

118. Theorem XII. Die Dichte der Schwittpunkite aller
Tangenten, welche an eine geschlossene konvexe Kurve in be-
liebigen Punlten derselben gefiihrt werden kinnen, ist n Wgend

einem Punlte ausserhalb der Kurve ausgedriickt dur ch 32 TT e sin 0,
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wenn 0 der Winkel, unter welchem sich die Kurve aus dem
Punkte projiziert, T, T" die Lingen der von ihm an die Kurve
gefiihrten Tangenten und o, die Kriimmungshalbmesser in
den Beriihrungspunlten dieser Tangenten sind.
Beweis. Die Begriindung ergiebt sich aus dem Satze
Nr. 111. Formel «) giebt dort als Anzahl der auf den um
den betrachteten Punkt P beschriebenen Kreis vom Inhalte
ddJ fallenden Schnittpunkte den Ausdruck
1 sinb
¥ T
Dort war der Kontingenzwinkel & konstant; hier aber ist
er veriinderlich und hat im Punkte 4 (Fig. 66a) und dessen
unmittelbarer Umgebung den Wert

dd.

g 98,
0
im Punkte B und seiner unmittelbaren Nihe den Wert
yo s
Q
In dem obigen Ausdrucke ist also an Stelle von 92 zu
setzen 2
o9 = d—s,7
(Y

wodurch er sich verwandelt in
1
F TT' smﬂ dd.

Daraus folgt die Dichte — mit Hinweglassung des konstanten
Faktors ds? —

1) 0= TT’ 5mﬂ

Zu einer bemerkenswerten Integralformel fiihrt die
Zihlung aller Schnittpunkte; die Anzahl derselben betrigt,

wenn L die Linge der Kurve bezeichnet, offenbar %Iﬂ,

so dass

2) /f smGdJ—~L2

wenn die Integration auf die unendliche Ebene ausserhalb
der Kurve ausgedehnt wird,



119. Theorem XIII. Die Summe der Wiirfel iiber den
Sehnen, welche auf allen beliebig gezogenen Sekanten einer ge-
schlossenen konvexen Kurve abgeschmitten werden, wird durch
das dreifache Quadrat des Inhalts der von der Kurve begrenzten
Fliche gemessen.

Beweis. Die Gesamtheit der Sekanten ist analytisch
dargestellt durch die zweifach ausgedehnte stetige Mannig-
faltigkeit der Variabeln p, 6, wobei p die Linge des Lotes,
welches von einem innerhalb der Kurve .
gelegenen Pol O (Fig. 72) auf die Sekante
gefillt wird, und 6 die Neigung  dieses
Lotes gegen eine feste Gerade bedeutet;
die Grenzen von 6 siud 0 und 2m, jene
von p durch die Form der Kurve be-
dingt.  Bezeichnet C- die Linge der
Sehne P, welche der Wertverbindung

p, 0 entspricht, so ist die oben definierte Summe durch das

Integral j :/'03 dpdb

ausgedriickt, welches iiber das ganze Gebiet der beschriebenen
Mannigfaltigkeit auszudehnen ist. Die folgende Betrachtung

Fig. 72.

wird zu einer zweiten geometrischen Bedeutung dieses Inte-
grals und dadurch zu seinem Werte fithren.

Um die Anzahl der Verbindungslinien willkiirlich in der
Fliche der Kurve angenommener Punktepaare zu ermitteln,
gehen wir von einem solchen Punktepaare 4, B aus, halten
zunichst .einen Punkt desselben, A, fest und fithren durch
denselben eine Sehne P¢, deren Lot die Neigung 0 hat,
dann eine zweite Sehne P'Q’, welche mit der ersten den
unendlich kleinen Winkel d6 einschliesst. Die Anzahl der
Verbindungslinien A B, die durch 4 gehen und deren Rich-
tungen zwischen P@ und P'Q' enthalten sind, wird aus-
gedriickt durch

1,
AAPP' + A4 A4QQ" = 5 {724 (C—r)?} db),
wenn man AP =7, daher AQ = C — r setzt.

Andert nun auch A seine Lage auf dem Element der
Fliiche, welches von P und einer dazu parallelen Sehne P" Q"
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im Abstande dp eingeschlossen wird, so wird die Anzahl der

Verbindungslinien 4 B, deren Richtungen zwischen jenen von
PQ und P'Q' sich befinden, gleich

o) 1

ol

¢
dp dﬂf{a‘2+(0—7‘)2}(h‘= %C%lp do;
0

daher endlich die Anzahl aller Verbindungslinien 4B, wenn
man der Sehne P¢ alle zulissigen Entfernungen von O und
dem Lote alle Richtungen erteilt,

1 ([
g./?.,/ C3dp do.

Andererseits aber ist diese Anzahl identisch mift der
Anzahl aller Punktepaare, welche innerhalb der Kurve an-
genommen weirden konnen, daher gleich J2, wenn J den In-
halt der Kurve bezeichnet. Mithin hat man die Beziehung

1 %f/03dpd6=J2,

woraus die aufgestellte Behauptung

2) /fosdpd0=3,ﬂ

resultiert.®

120. Problem XLI. Innerhalb einer geschlossenen kon-
vexen Kurve werden zwei Punkte willligrlich angenommen und
durch eine Sehme verbunden, welche dadurch in drei Abschnitte
zerfallt.  Die Wahwscheinlichkeit 2w finden, dass aus diesen
Abschnitten etn Dreieck gebildet werden kann.

Fig. 73
; Losung. Wir betrachten, wie bei dem
Q Beweise des vorigen Theorems, zunichst
PL 57— ?  den einen Punkt A als fest, fithren durch
£ denselben zwei Sehnen PQ, P'Q' (Fig.73),

welche den unendlich kleinen Winkel df
einschliessen, und suchen die giinstigen Lagen des zweiten

" Diesen Satz hat Crofton 1869 der Pariser Akademie mitgeteilt
(s. Comptes rendus, 1869, pag. 1469). Binen analytischen Beweis hat
Serret fiir denselben gegeben in den Annales scientif, de 'école
norm. super. 1869, pag. 177sq. (Vergl. Note zu Nr. 100.)
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Punktes B innerhalb der von diesen Sehnen eingeschlossenen
Fliche. Zu diesem Zwecke hat man P@ in K zu halbieren,
PA nach KM zu iibertragen und aus 4 mit AK und 4 M
die Bégen KL und M N zu beschreiben; die giinstigen Lagen
von B fallen in das Viereck XM NL, weil dann

PA+AB>%3 AB<@

@ 1
ihre Anzahl ist daher

1 2 2 1 2 1 2'
S04~ AKY = B{Z(AQ+AP) — 1 (4Q—aPp]

l\'.)|r—k m\)—t

AP AQ .

oder, wenn wieder PQ = C, AP = r gesetzt wird, gleich
1
37 (C—r)ab.

Wenn nun A4 seine Lage auf dem von P@ und einer
dazu parallelen Sehne im Abstande dp begrenzten Ilichen-
element #ndert, so ergiebt sich als Anzahl der diesen Lagen
von 4 entsprechenden giinstigen Fille der Ausdruck

¢
1 b 1
5 dp d(Z/r(O—r)clr:l—203(lp,(16,

und endlich fiir alle Lagen von A innerhalb der Kurve

1 )
E//cﬁdpde.

Setzt man fiir das Integral den in Nr. 119, Gleichung 2),
gefundenen Wert ein, so hat man schliesslich als Anzahl

der gilinstigen Fille %J 2 als Anzahl der moglichen Fille J2,

so dass die verlangte Wahrscheinlichkeit
1

0=

4
unabhingig ist von der weiteren Gestalt der Kurve.

121. Problem XLIL. Innerhalb einer geschlossenen konvexen
Kurve werden zwei Punkte willkiirlich angenommen; es ist die
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Wahrscheinlichkeit 2w finden, dass eine beliebig gezogene Sekante
der Kurve sie trennt.

Losung. Die Linge der Kurve heisse L, ihr Inhalt J.
Den einen Punkt, 4 (Fig. 74), halte man wieder fest.
Die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite
Punkt B zwischen die Sehnen P@ und

P'Q' und in der Entfernung ¢ von

A zu liegen kommt, ist Qd!@fde, und

die Wahrscheinlichkeit, dass die Punkte
A, B bei dieser gegenseitigen Lage durch
die Sekante getrennt werden, betrigt

Auf alle Lagen von B zwischen den Sehnen P@, P'Q'

Fig. 74.

20
-
ausgedehnt, ergiebt dies die zusammengesetzte Wahrschein-
lichkeit B} s

%d@{/@zdg +f92d9}= 32 {r‘g’—]— (C—r)s}dﬂ.‘
0 0 !

Um diese auf alle Lagen von A in dem Elemente
PQQ"P" auszudehnen, wihrend die Richtung von AB
zwischen den Richtungen von P@Q und P'Q' verbleibt, hat

man den letzten Ausdruck mit der Wahrscheinlichkeit, dass
4 in das anstossende Element dpdr fillt, d.i. mit dder

zu multiplizieren und das Produkt in Bezug auf » innerhalb
der Grenzen O und P¢Q = C zu integrieren; dadurch erhilt man

C

2
mdpde/ (r 4 (C— 1)) dr = 3AI%J2 Chdp df.
0

. Daraus endlich folgt- die vollstindige Wahrscheinlich-
keit obigen Ereignisses fiir alle Punktepaare 4, B, d. i.

1 .
" o=515 J | 0 avas,

die Integration auf alle Sekanten der Kurve ausgedehnt.
Die zur Berechnung von o erforderliche Integration ist

nur fir gewisse Kurven durchfihrbar. Nachstehend zwei
Beispiele davon.
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122. 1. Innerhalb eines Kreises werden zwei Punkte
willkiirlich angenommen; die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass eine beliebig gezogene Sekante des Kreises sie trennt.

Nach Gleichung o), Nr. 121, ist

w=£ﬁﬂ C*dp do.

Im vorliegenden Falle, wenn » den Halbmesser des Kreises
und 2« den Winkel bezeichnet, unter welchem die Sehne C
aus dem Mittelpunkte erscheint, ist

C=2rsina, dp=rsinade,

daher
il k3
LA 16 [ 5 5 1 :
o L 5simde du—0.[ 5 L3 .t ]
@ 6”3¢5/;Z0b/167 smPeoda S l: g eoset g cos3 e ) c0sb e K
0 0
d. 1. 128
G = ——: -

457?

123. 2. In der Fliche eines gleichseitigen Dreiecks
werden zwei Punkte willkiirlich -angenommen; die Wahr-
scheinlichkeit zu finden, dass eine beliebige Transversale
des Dreiecks sie trennt. Tig. 5.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
wieder nach Gleichung «), Nr. 121, zu
rechnen.

Wird der Eckpunkt 4 (Fig. 75) als
‘Pol, die Seite A I = @ als Anfangsrichtung
angenommen, ist ferner P¢ = C eine be-
liebige Sehne, A1 =p das zu ihr gefillte Lot, so ergiebt
sich aus der Relation

- —AP. L . b4
Cp=24AP¢Y=AP A(U)sm3 25l (71: % 3
cos ‘g-—ﬂ)

Sin

- P
¢ cos O cos <g — 0>

Beschriinkt man die Integration in Bezug auf 6 auf das

5

Intervall — % bis % (wobei das Lot alle Richtungen zwischen
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AFE | AC und AD annimmt) und in Bezug auf p auf das
Intervall von O bis AR' = AC cos (g — 6) = @ o8 (g = 6)7

so hat man, zufolge der Symmetrie der Figur, den sechsten
Teil des Integrals in Formel «) erhalten; also ist

T T
s acos (?'— 6)

. p LT
[/C‘idp d0=6/d6/ po sm4§dp
4 at
. J eos 6 cos (3 6>
7T 0
%

T
(®_ )
- 27&5‘/603\3 0 y
40 3 cos* ) @y
Nun ist ow
2 = =
6 6 6
‘cos<£——0> ’
3 d0=l/ df L E/smﬂdﬂ
B cos* 0 2 ncos30 . cos* 0
~% =g -5
4

7
6

6
_ (A0 [1sinf 1 11 1,1
_/cosse—[E gt tmg (gt 50)] —5+513,

& 0

daher weiter

. _27a5<1 1 )

und da L = 8a,J— %]/5 ist, so hat man schliesslich

16 2Ta5/1 1 2 1
°T % 10 <§+Zl'3>=?+ﬁl'3'
1?4. Theorem XIV. Bezeichnet p die Walrscheinlichheit,
dass eine beliebig gezogene Sekante einer geschlossenen konvexen

Kurve zwei inmerhalb dieser willliirlich angenommene Punkte
trennt, und p, die Walrscheinlichkeit, dass die Sekante ein von
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drei innerhalb der Kurve willkiirlich gewéihlten Punkten gebildetes
Dreieck schneidet, so ist p, = -gp.

Beweis. Ist p, die Wahrscheinlichkeit, dass die Sekante

ein bestimmtes Seitenpaar trifft — offenbar ist diese Wahr-
scheinlichkeit fiir alle Seitenpaare dieselbe —, so hat man
1 Di=3p,

Nun ist, wenn 4, B, C die drei Punkte heissen, mit der
in Nr. 71 angewendeten Symbolik

p(4B)—p(AB, AC) +p (4B, BC) =p,
oder, weil p (4B, AC) =p(AB, BC) = p,:

2p, = p;
setzt man den Wert fiir p, aus dieser Gleichung in 1) ein,
so ergiebt sich thatstichlich
2) n=op
2
So erhilt man fiir die in Rede stehende Wahrscheinlich-
keit bei einem Kreise mit Zuhilfenahme des fiir p (=) in
Nr. 122 gefundenen Wertes

Pr= 15

und bei einem gleichseitigen Dreieck nach Nr. 123
1 3
pl = B— + % Z ° 3

125, Problem XLIII. Innerhalb einer geschlossenen kon-
vexen Kurve vom Inhalte J werden zwei Punkte willkiirlich
angenommen und durch eine Gerade verbunden. Welches ist
die Wahrscheinlichkeit, dass zwei weitere be- —_—
liebig i der Fliche der Kurve angenommene
Punkte auf einerlei Seite der gedachten Geraden
liegen werden?

Losung. P, ¢ (Fig. 76) seien zwei be-
liebig gewshlte Punkte, AB = C die sie
verbindende Sehne; bezeichnet man die Ko-
ordinaten der letzteren mit p, 0, so wird der Gleichung @),

Nr. 119, zufolge die Anzahl der Verbindungslinien P¢), deren
11

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Argument 0 zwischen den Grenzen 0 und 0 + d0 liegt, fir
alle Lagen des Punktes P zwischen 4B und einer dazu
parallelen Sehne im Abstande dp ausgedriickt durch

L oapas,

und da J? das Mass fiir die Anzahl aller Verbindungslinien
PQ ist, so kommt einer Geraden P¢ von der eben be-
schriebenen Beschaffenheit die Wahrscheinlichkeit
1
1) ENE
Zu.
Wenn ferner 2 den Inhalt des zu einer Seite von AR

liegenden Segmentes bedeutet, so ist
22
J?
die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden weiteren, willkiirlich
anzunehmenden Punkte R, S in dieses Segment fallen,
Integriert man das Produkt aus 1) und 2) fiir alle Lagen
der Sehne A B zwischen den Tangenten EF, CD (also bei
konstantem ), so erhiilt man die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass die Punkte R, S bei dieser Richtung von P@Q beide
iiber P@ liegen, welcher die Wahrscheinlichkeit, dass beide
unter P sich befinden, offenbar gleichkommt. Um daher
alle Fille einzubeziehen, hat man fiir X bestindig das zur
selben Seite von AB gelegene Segment zu nehmen und den
so gewonnenen Ausdruck zu verdoppeln.
-Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist also

3) H=%i/f0322dpd@,

die Integration iiber alle Lagen der Sehne ausgedehnt und
2 wihrend der Integration immer zur selben Seite der Sehne
genommen.*

C3dp do

2)

* Wird das andere durch die Sehne 4B abgeschnittene Segment
mit 2’ bezeichnet, so lisst sich IT auch in folgender Form darstellen:

1 . 3 ?
— (jf0322dpd@ +Jjosz'2dp d@).

o) II =
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Als Anwendung moge der Kreis dienen. Hier ist, wenn
r den Halbmesser und 2« den Winkel bezeichnet, unter welchem
die Sehne A B = C aus dem Mittelpunkte erscheint:
C=2rsina,
X =7 (a — sina cos ),
dp =rsinedea,

7T
ffO"”Z’dp af = 87’8‘/7{/‘(0: — sin e cos ¢)? sint w de 6
00

k(3
='8m:r8f(a2— 2a sin o cos o + sin? o cos® &) sint o da.
0

Durch partielle Integration findet man leicht

7T
. 1 15 .
2 4 —_ 3 Y
fa simta do 5" ™
0
T
2asz’n5acosud¢x=—iar
48 7
endlich 0

4 T

T 9 5
ﬁinsa cos® o do = 2/3@'%%: do — 2ﬁinsa do = —31804 2
0 0 5

fiir den Kreis ist also

3 — 298 _ V).
4) ‘/'/.C Z2dp d = =?r (n2 8)

Setzt man dies in Formel 3) ein, so ergiebt sie

2 35

\ 3 " Tanv

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Punkte R, S zu ver-

schiedenen Seiten der Geraden P§) liegen, ergiebt sich durch analoge
Betrachtungen der Wert

f) s g%ﬂoszz' dp 6.

Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten ist

I+ H’=334./JC3(E+Z’)2dp d@:b)—%f/c’sdp ae,

d. i. mit Riicksicht auf Gleichung 2), Nr. 119:
I+ [0'=1.

e

11*
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Die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden letztangenom-
menen Punkte zu verschiedenen Seiten der Geraden fallen,
welche die beiden erstaugenommenen verbindet, ist daraus
gleich 35

+ 2%’
d. i. abgekiirzt IT = 0,61741, II' = 0,38259.

126. Problem XLIV. Innerhalb einer geschlossenen lon-
vexen Kurve vom Inhalte J werden drei Punkte belicbig an-
genommen. Welches st die Wahrscheinlichkeit, dass ein vierter
willkiirlich in der Fliiche gewdiihlter Punkt ausserhalb des durch
die drei ersten Punkte bestimmien Dreiecks fallen wird?

Liésung. Die ersten drei Punkte seien P, @, B (Fig. 71).

Fig. 7. Durch die sie verbindenden Sehnen wird
die Fliche der Kurve in sieben Teile zerlegt.
Bezeichnen p,, ps, ..., pg,... die Wahrschein-
lichkeiten, dass der vierte Punkt, S, in die
betreffenden Teile zu liegen kommt, so ist
die verlangte Wahrscheinlichkeit:

1) II = po, + Po, + Do, + ps + s, + Dp,
Man iiberzeugt sich aber leicht, dass
2) pal=_pa7_=paa=pa7 .pﬂlz_pﬂ'_):.p[ga

ist. Denn' wihrend p, die Wahrscheinlichkeit bezeichnet,
dass das Dreieck PQS den Punkt R einschliesst, ist p, die
Wahrscheinlichkeit, dass das Dreieck PQR den Punkt S
aufnimmt, daher offenbar
Po, =P
Ferner kann ps, als Wahrscheinlichkeit dafiir angesehen
werden, dass die Spitze des Dreiecks PQS links von der
Spitze des Dreiecks PQR sich befindet, ps dagegen als
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Spitze des Dreiecks P@5,
von P@ aus gesehen, rechts von der Spitze des Dreiecks
PQR angeordnet ist; daher thatsichlich
Do, =Pp, -+
Mit Riicksicht auf 2) kann also fiir den Ausdruck 1)
geschrieben werden

3) I = 3 (po, + 5.
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Andererseits ist aber
Dat P+ ps + Dp = 2 (Pe + 93)
die Wahrscheinlichkeit, dass die Punkte R und S auf einerlei
Seite von P@ liegen, folglich nach Gleichung 3), Nr. 125:

9 .
4) 2(19a,+}7r31.)=3J4// G2 dp db.

Durch Vergleichung von 3) mit 4) erhilt man endlich

5) ,n=§aﬂy1%szdm

wobei iber die Integration dieselben Bemerkungen gelten,
wie bei Gleichung 3), Nr. 125.
Die Wahrscheinlichkeit, dass der vierte Punkt S in das
Dreieck PQR aus den drei ersten Punkten fillt, ist daraus
6) I'=1-11
Auf den Kreis angewendet, erhilt man mit dem Gleich-
ung 4), Nr. 125, gefundenen Werte des Doppelintegrals
35 35
w2 1B
127. Problem XL.V. Innerhalb einer geschlossenen kon-
vexen Kurve werden vier Punkite willkiirlich angenommen. Die
Wahrscheinlichkeit zu finden, dass sie ein konvexes Viereck bilden.

 ; Y -

Losung. Sollen die vier Punkte ein nichtkonvexes, d. i
ein Viereck mit einspringendem Winkel bilden, so muss einer
davon, gleichgiltig welcher, in das durch die drei anderen
bestimmte Dreieck fallen; wird die betreffende Wahrschein-
lichkeit, jedoch) fiir einen bestimmten der vier Punkte, mit
IT' bezeichnet, so ist die vollstindige Wahrscheinlichkeit,
dass die vier Punkte ein nichtkonvexes Viereck bestimmen:

Q =411,
oder wenn fiir I1' der aus Nr. 126, Gleichung 5) und 6),
gefundene Wert eingesetzt wird:

1) Q=4(L—§2/)ﬁm2%@d®;

daraus die Wahrscheinlichkeit eines konvexen Vierecks

2) P=1—Q=%/]GQ%@M—&
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Uber die Ausdehnung der Integration vergl. Nr. 125,

So ergiebt sich mit Benutzung des Integralwerts Gleich-
ung 4), Nr. 125 die Wahrscheinlichkeit, dass vier in der
Fliche eines Kreises beliebig angenommene Punkte ein kon-
vexes Viereck bilden: 35

12x?

Anmerkung. Die in Nr. 126 und 127 fiir den Kreis
abgeleiteten Wahrscheinlichkeitswerte behalten ihre Geltung
auch fiir die Ellipse, indem diese mit den in ihrer Fliche
willkiirlich angenommenen Punkten als Parallelprojektion
eines Kreises angesehen werden kann, in dessen Fliche
Punkte willkiirlich angenommen sind. Jedem moglichen und
giinstigen Fall der einen Figur entspricht ein analoger Fall
in der anderen.

P—1-—

2. Gerade im Raume.

128. Wie bei Geraden in der Ebene konnen auch bei
Geraden im Raume drei Fille der Willkiir unterschieden
werden.

1. Gegeben ist ein Punkt; durch denselben soll eine
Gerade gezogen werden, Die Richtung der Geraden ist
unbestimmt, kann also willkiirlich angenommen werden.

Jede derartige Gesamtheit von Geraden kann auf eine
Gesamtheit von Punkten zuriickgefiihrt werden, indem man
die Geraden durch eine Kugelfliche schneidet, welche den
gegebenen Punkt zum Mittelpunkte hat: die' erste Gesamt-
heit kann dann durch die zweite gemessen werden. Daraus
folgen unmittelbar die Satze:

Die Anzahl aller Geraden im Rawme, welche durch einen
gegebenen Punkt gezogen werden kinnen, hat 2m zum Masse.

Die Anzahl aller Strahlen im Raume, welche man aus
einem gegebenen Punkte fiihren kann, wird durch 4m gemessen.

Ein Teil einer dieser Gesamtheiten wird im allgemeinen
durch eine Kegelfliche begrenzt und durch den Inhalt jener
Figur gemessen, welche diese Kegelfliche aus der Kugelober-
fliche ausschneidet, wobei der Halbmesser der letzteren als
Einheit zu dienen hat.



— 167 —

2. Gegeben ist eine Richtung; es soll eine Gerade von
dieser Richtung angegeben werden. Die Lage derselben
st unbestimm$, kann also beliebig angenommen werden.

Jede derartige Gesamtheit von Geraden kann auf eine
Gesamtheit von Punkten zurtickgefithrt werden, welche man
erhiilt, wenn man die Geraden durch eine zu ihrer Richtung
normale Kbene schneidet: beide Gesamtheiten lassen sich
durch dasselbe Mass ausdriicken. Daraus folgt der Satz:

Die Anzahl aller Geraden im Raime, welche in gegebener
Richtung innerhalb gegebener Grenzen gezogen werden kiwnnen,
wird durch den Inhalt des Normalschwittes der sie einschliessenden
Cylinderfléiche gemessen.

3. Im Raume eine Gerade zu ziehen. Richtung und
Lage sind unbestimmt, beide willkiirlich anzunehmen.

Die Gesamtheit soleher unbeschrinkt willkiirlicher Ge-
raden hat man als ein rdumliches Geradensystem sich vor-
zustellen, bestehend aus Biindeln der zweiten Art, welche
allen Geraden eines Biindels der ersten Art der Reihe nach
parallel sind.

Mit der Messung einer derartigen Gesamtheit beschéftigt
sich der nachstehende Satz.

129. Theorem I. Die Anzahl aller willkitrlichen Geraden,
welche eine geschlossene— konvexe
Fliiche schneiden, wird durch deren
Oberfliiche gemessen.

Beweis. Wir denken uns
eines der Biindel paralleler Ge-
raden, aus welchen die in Rede
stehende Gesamtheit sich zu-
sammensetzt, herausgehoben;
seine Richtung werde durch die
Gerade AM (Fig. 78) bezeich-
net. Dieses Biindel wird durch
die die Fliche umbhiillende, A M ¥
parallele Cylinderfliche begrenzt und durch den Inhalt £
des Normalschnittes dieser Cylinderfliche gemessen.

Als Winkelkoordinaten der Richtung A M wihlen wir
Winkel ZAM = 6 und den Neigungswinkel der Ebene ZA M
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gegen die Ebene ZAX, d. i den Winkel XAF = ¢. Die
Anzahl der Richtungen, deren Winkelkoordinaten zwischen
den Grenzen 6 und 6 + df einer- und ¢ und ¢ + dg anderer-
seits liegen, wird durch den Inhalt des Vierecks F'G HJ auf
der aus A mit der Léngeneinheit heschriebenen Kugelfliche
gemessen, welches von den zu ¢ und ¢ + do gehdrigen
Meridianen und den zu 6 und 0 4 d0 gehorigen Parallel-
kreisen eingeschlossen wird; bezeichnen wir diesen Inhalt
mit , den Inhalt der Projektion des Vierecks auf die
Ebene XAY mit §', so ist

T = F cosb,
und da weiter
F' =sinfdod(sind) =sinlcoshdd de,
o Tolge F=sm0dO de.

Die Anzahl der Geraden aller Parallelbiindel, deren
Richtungen in das bezeichnete Elementargebiet fallen, ist
demnach ausgedriickt durch

QF=8sin0db do,

und die Anzahl aller Geraden, welche die gegebene Fliche
schneiden, durch

1) /f!&sm@dﬂd(p=—;—0,
(1] 0

da alle Richtungen erschopft werden, wenn man 6 und @

zwischen den Grenzen O und = variieren ldsst. O bedeutet

die Oberfliche. Mit Unterdriickung des konstanten Faktors

g kann also die besprochene Anzahl
2) N=0

gesetzt werden.

Anmerkung. Der in Gleichung 1) ausgesprochene
Satz ist ein besonderer Fall -det allgemeinen Satzes iiber
Komplanation von Oberflichen, den Cauchy im XIIL Bande
der Comptes rendus® ohne Begriindung mitgeteilt hat und
welcher — der von uns gewiihlten Bezeichnung angepasst —

* Vergl. Anmerkung zu Nr. 79.
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lautet: ,Bezeichnet 6 den Winkel, welchen eine beliebige
Gerade A M mit einer festen Axe AZ bildet; ¢ den Winkel,
den die Ebene ZAM mit einer festen Kbene ZAX ein-
schliesst; O eine Summe mehrerer ebener -oder krummer
Oberflichen; P die Summe der absoluten Werte der Projek-
tionen der einzelnen Elemente von O auf eine zu A M senk-
rechte Ebene, so ist

- l ? ] Py 114
()~-2—n'/’f1)smﬂ do deo.

—n 0
Zum Zwecke des DBeweises geniigt es, eine ehene
Fliche von beliebiger Begrenzung zu betrachten und normal
zu AZ vorauszusetzen. Bezeichnet O ihren Inhalt, so ist
) P =0 cos,
daher

B8) ffPsz'nOd6d¢p=ff05inﬂcosﬁd6d¢;

die Integration soll in Bezug auf 6 zwischen den Grenzen
—x und 7, in Bezug auf @ zwischen O und =, jedoch fiir
die absoluten Werte von P, d. i. wegen «), fiir die absoluten
Werte von cosf ausgefiihrt werden. Nun erlangt aber cosf
zwischen den auf 0 bestiglichen Integrationsgrenzen jeden
numerischen Wert viermal und alle verschiedenen Werte

zwischen 0 und 1, wenn 0 die Werte von O bis g durch-

lduft; man hat also rechts in Bezug auf 6 zwischen diesen
Grenzen zu integrieren und das Resultat zu vervierfachen,
so dass unter den gestellten Bedingungen

b4 b4
xox T o 3
//Psin@d@dtp=40ﬂsiazﬂcosﬂdﬂdm:élnO/lsinﬁcl(shaﬂ):?n(),
0 0

-z 0 0

woraus 7z 7
, 1 :
= dg.
0 271//13 sin df de

—7 0
Die Ausdehnung des Satzes auf eine beliebige krumme,
offene oder geschlossene Oberfliche bietet keie Schwierig-
keit dar.
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Ein besonderer Fall ergiebt sich, wenn die Oberfliche
konvex und geschlossen ist. Die Summe der absoluten
Werte der Projektionen aller Elemente der Oberfliche auf
der zu A normalen Ebene ist dann gleich dem doppelten
Inhalt 24 des Normalschnittes der projizierenden Cylinder-

fliche, daher o
_ f/&l sinf dO de,
”U

—n 0

oder, da bei der durch die Integrationsgrenzen fiir 6 vor-
gezeichneten Drehung von A M die Projektion & jeden ihrer
Werte zweimal und alle verschiedenen Werte innerhalb der
Grenzen O und = erlangt:

n
2 7 )
0=-ﬁ/fﬁszn9d0dq),
v 0

womit der oben bei Gleichung 1) in Anwendung gebrachte
Satz erwiesen ist.

130. Problem L Die Walrscheinlichkeit. zu bestimmen,
dass an einen gegebénen Kreiskegel parallel zu einer willkiirlich
angenommenen Richtung Tangentialebenen gelegt werden kinnen.

Losung. Fithrt man durch den Scheitel des Kegels,
dessen Erzeugende mit der Kegelaxe den Winkel « ein-
schliessen mdgen, eine Parallele zu der angenommenen Rich-
tung, so giebt es keine Tangentialebene, wenn diese Parallele
innerhalb des Kegels sich befindet; die Wahrscheinlichkeit
hierfir kommt gleich dem Quotienten aus der Oberfliche
des Kugelsegments, welches die Kegelfliche aus einer aus
ihrem Scheitel beschriebenen Kugelfiiche ausschneidet, divi-
diert durch die halbe Kugeloberfliche, also
o
1) 4= —5_— 2 _ 23in2%;

die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach

4w sin?

o

2) p=1—2sin22
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131. Problem II. Durch einen gegebenen Punkt wird eine
Gerade willkiirlich gezogen; die Walwscheinlichkeit zu finden,
dass sie mit einer festen, durch den gegebenen Punkt laufenden
Aze einen Winkel zwischen den Grenzen e und o+ d e einschliesst.

Losung. Das im vorigen Problem berechnete ¢ driickt
die Wahrscheinlichkeit aus, dass die durch den Scheitel des
Kegels gefiihrte Gerade mit seiner Axe einen Winkel kleiner
als o bildet; demnach ist die verlangte Wahrscheinlichkeit

0 =xdqg=4sin —%cos%d%=sma da.

132. Problem IIT. Auf der nordlichen Halbkugel werden
z2wer Punkte willkiirlich bezeichnet; es ist die Wahrscheinlichkeit
zu ermatteln, dass hr Abstand 90° des grossten Kreises iiber-
schreitet.

Losung. Der eine der beiden Punkte, P, habe die
Poldistanz «; die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist nach Nr. 131
gleich © — sina de. Legt man zu P als Pol den grossten
Kugelkreis, so schneidet derselbe von der nérdlichen Halb-
kugel ein Zweieck mit dem Winkel « ab, und nur dann,
wenn der zweite Punkt, @, in dieses Zweieck filllt, ist den
Bedingungen der Aufgabe entsprochen; die Wahrscheinlich-

keit einer solchen Lage von @ ist %7 daher die vollstindige

zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit des obigen Ereignisses

b4

2
P=%L/ o Ssin o d(x=%.

0

133. Problem IV. Innerhalb einer gegebenen Kugel wird
ein Punkt willkiirlich angenommen und aus demselben ein Strahl
von gegebener Léinge in . willkiirlicher Richtung gezogen. —Die
Wahrscheinlichkeit zu finden, dass der Strahl die Kugelober-
fléiche schneidet:

Losung. Der Mittelpunkt der gegebenen Kugel sei O
(Fig. 79, 8. 172), r ihr Halbmesser, o die gegebene Linge.
Angenommen, der beliebig bezeichnete Punkt falle in die
Entfernung «, von O aus gemessen, z B. nach P; die
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2 3
beziigliche Wahrscheinlichkeit ist ﬂzfz—y?’ﬁ )5 2*dx. Unm

3
das Gebiet der giinstigen Strahlen zu erhalten, beschreibe man

aus P als Mittelpunkt mit dem Halbmesser a eine Kugel-
fliche, welche die gegebene lings des
Kreises A DB schneidet; die Oberfliiche
4 des Segments ACD giebt ein Mass fiir

IA\ die giintigen Falle ab. Nun ist
4 =2ma.DC;

segm ACB = 2 -
v, aus 4 0PA folgt rP=a*4a*+2z. PD,

r “’E"—a

Fig. 79,

daraus PD = — 5, und DC=aqa
o
—PD = (i%ly so dass die Wahrscheinlichkeit eines
giinstigen Strahls aus P gleichkommt dem Quotienten
g lat 2y —
2 (a4 z)2 —»?
ima? - dax

Daraus ergiebt sich dann die Wahrscheinlichkeit des
fraglichen Hreignisses

_ rﬁ g0, BT . 3a 1 ()
p—/;axdx - ar3f{(a+m) ~rt xdz= 1516

[
r—a

Bei dieser Herleitung wurde stillschweigend a <# vor-
ausgesetzt; fiir den Fall a > r erfihrt die Rechnung eine
kleine Anderung, das Resultat bleibt aber dasselbe.

Fiir @ = » erhilt manp»—% und fiir ¢ =27 ...p=1,

wie es auch sein muss.*

134. Problem V. Die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass
eine willkiirlich gezogene Sekante einer gegebenen Kugelfléiche
vom Mittelpunkte derselben einen Abstand hat, der kleiner ist
als eine gegebene Linge a.

Lésung. Die Bedingung der Aufgabe wird erfiillt sein,
wenn die Gerade gleichzeitig eine zweite Kugelfliche schneidet,

" Vergl. die analoge Aufgabe in der Ebene (Nr. 76).
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welche aus dem Mittelpunkte der ersten mit dem Halbmesser
a beschrieben wird; die verlangte Wahrscheinlichkeit ist also

p =20 (%)

P=4zr =\
135. Problem VI. Innerhald eimer Kugel vom Halb-
messer v wird e Punkt willkiirlich angenommen; die Wahr-
scheinlichkeit eu finden, dass die Entfernung einer beliebig ge-

2ogenen Geraden, welche die Kugeloberfliche schneidet, von dem
bezeichneten Punkte kleiner ist als r.

Losung. Ist O (Fig. 80) der Mittelpunkt der gegebenen
Kugel und fillt der willkiirlich ange-
nommene Punkt nach P, so wird den
Bedingungen der Aufgabe entsprochen
sein, wenn die beliebig gezogene Ge-
rade ausser der gegebenen auch eine
Kugelfliche schneidet, welche aus dem
Punkte P als Mittelpunkt mit dem
Halbmesser » beschrieben wird.

Setzt man OP =z, so ist die Wabrscheinlichkeit der
vorausgesetzten Lage von P gleich

dma’dx 3 , ;

BT R 5 % da,
die Wahrscheinlichkeit daftir, dass die Gerade beide Kugel-
oberflichen schneidet, gleich

Fig. 80.

4wy —2mra T 4

20 mertt 2

4oyt 27

# Hs ist nicht schwer, den in Nr. 88 von zwei sich schneidenden
Kurven und ihren Sekanten nachgewiesenen Satz auf zwei Kugelflichen
auszudehnen, welche sich schneiden. An die Stelle der Kurvenlingen
L, L' treten die Oberflichen O, O', an die Stelle der endlosen, die
Kurven umspannenden Saite tritt eine die Kugeln umhiillende Fliche,
welche bei gleichen Kugeln, wie im obigen Beispiel, aus den Halb-
kugeln RG S, R'HS' und der Cylinderfiiche RSS’'R', bei ungleichen
Kugeln aus zwei Kugelsegmenten und dem Mantel eines Kegelstutzes
besteht. Wird die Oberfliche dieser umhiillenden Fliche wieder mib
Y bezeichnet, so lautet der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass
eine belichige Gerade, welche O trifft, auch O' schneiden wird:
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daraus ergiebt sich die vollstindige Wahrscheinlichkeit fiir
das fragliche Ereignis, néimlich

r

0

Drittes Kapitel.

Willkiirlich gelegte Ebenen.

136. Eine Ebene ist , willkiirlich gelegt® im weiteren
Sinne, wenn die Bedingungen, welchen sie zu entsprechen
hat, zu ihrer Bestimmung nicht ausreichen; sie ist ,will-
kiirlich gelegt“ im engeren Sinne, wenn sie an keine Be-
dingung gekniipft war. Bei Ebenen erster Art konnen je nach
den gestellten Bedingungen verschiedene Fille unterschieden
werden, von welchen die wichtigsten nachstehend zusammen-
gestellt sind.

1. Gegeben ist eine Gerade; durch dieselbe soll eine
Ebene gelegt werden. Da die Stellung einer Ebene durch
zwei unendlich ferne Punkte bestimmt, hier aber nur einer
davon gegeben ist, so bleibt der andere willkiirlich anzu-
nehmen.

Jede derartige Gesamtheit von Ebenen kann auf eine
Gesamtheit von Geraden zuriickgefihrt werden, die durch
einen gegebenen Punkt gehen, indem man die Ebenen durch
eine zu der gegebenen Geraden senkrechte Ebene schneidet.
Daraus folgt u. a.:

0+0'—-Y
0
womit der dort hingeschriebene Ausdruck gerechifertigt erscheint.

. Im obigen Falle ist O = 0' =4z ¢? Y= 4nr*4 2702,

* Vergl. die analoge Aufgabe in der Ebene (Nr. 90).
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Die Anzahl aller Ebenen, welche durch eine gegebene Gerade
gelegt werden kinnen, wird durch 2w, die Anzahl aller Halb-
ebenen durch 4m gemessen.

2. Gegeben ist ein Punkt; durch denselben ist eine
Ebene zu legen. Hier ist die Stellung der Ebene vollig
unbestimmt und daher willkiirlich anzunehmen.

Jede derartige Gesamtheit von Ebenen kann auf eine
Gesamtheit von Geraden im Raume zuriickgefithrt werden,
welche durch einen gegebenen Punkt gehen, indem man zu
den Ebenen in dem gegebenen Punkte Perpendikel errichtet.
Daraus schliesst man:

Die Anzahl aller Ebenen, welche dwrch einen gegebenen
Punkt gelegt werden kinnen, hat 2% zum Masse.

3. Gegeben ist eine Ebene; eine ihr parallele Ebene
anzugeben. Hier ist die Stellung bestimmt, dagegen die
Lage der HEbene unbestimmt und beliebig anzunehmen.

Jede derartige Gesamtheit von Ebenen kann auf eine
Gesamtheit von Punkten zuriickgefilhrt werden, welche man
erhiilt, wenn man die Ebenen durch eine gemeinsame Normale
schneidet. Daraus folgt:

Die Anzall aller Ebenen von gegebener Stellung und zwischen
gegebenen Grenzen wird durch den senkrechten Abstand der Grens-
ebenen ausgedriickt.

4. Bei einer ,unbeschrinkt willkiirlichen* Ebene ist
weder Stellung noch Lage bestimmt, beides ist beliebig an-
zunehmen. Eine derartige (esamtheit von Fbenen kann
man sich aufgelost denken in Ebenensysteme der dritten
Art, welche den Ebenen eines Systems zweiter Art der
Reihe nach parallel sind; von ihrer Messung handelt der
nachfolgende Satz.

187. Theorem I. Wenn p die Linge, 0, @ die Winkel-
koordinaten des Perpendikels® bezeichnen, welches man von eimem
festen Pumkte innerhalb einer geschlossenen konvewen Fliche au
eimer ihrer Tangentialebenen fillt, so ist die Anzahl N aller

Im Sinne von Nr. 129.
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willkiirlich gelegten Ebenen, welche die Fliche schneiden, aus-
gedriickt durch das Integral

f fpsinﬂ do de.
0 0

Beweis. Die Anzahl aller Ebenen, welche die gegebene
Oberfliche schneiden und deren Perpendikel Winkelkoordi-
naten zwischen den Grenzen 6 und 0 + df, ¢ und ¢ +dg
besitzen, ist im Hinblick auf die Entwickelungen von Nr. 129

ausgedriickt durch
psinb do do.

Um alle Richtungen des Perpendikels einzubeziehen,
hat man diesen Ausdruck in Bezug auf 0 zwischen den
Grenzen 0 und 2=z, in Bezug auf ¢ zwischen den Grenzen 0
und 7 zu integrieren und, erhiilt so als Anzahl aller die Fliche

schneidenden Ebenen
2n .7

N= / fpsmﬁ d de.
0 0

Bei einer Kugel lassen sich die Ebenen in einfacher
Weise zihlen; ein Durchmesser wird von 27 Ebenen ge-
schnitten, und da 2z die Anzahl aller Durchmesser, so ist
4mr die Anzahl aller Ebenen, welche die Kugeloberfliche
schneiden; denselben Wert liefert obiges Integral.

138, Problem I. [Iine kreisrunde Scheibe rotiert gleich-
formig und sehr rasch wm den vertikalen Durchmesser. Man
feuert in horizontaler Richtung einen Schuss gegen dieselbe ab,
indem man einen beliebigen Punkt jener Kreisfliche anvisiert,
als welche die rotierende Scheibe dem Beobachter sich darstelll.
Es ist die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass die Scheibe ge-
troffen wird.

Losung. In der zur Schussrichtung normalen Kbene,
welche die Rotationsaxe enthilt, wihlen wir ein rechtwink-
liges Koordinatensystem, und zwar den Scheibenmittelpunkt
als Ursprung, die Rotationsaxe als Abscissenaxe. Der an-
visierte und, wie wir voraussetzen, auch getroffene Punkt M
dieser Ebene habe die Koordinaten z,y; die Wahrscheinlich-
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keit, dass diese Annahme zutrifft, ist L d;y’ wenn 7 den
Ty

Halbmesser der Scheibe bezeichnet.

Angenommen ferner, die Scheibenebene schliesse im Mo-
mente des Schusses mit der Koordinatenebene den Winkel 0

ein, wofiir EZ“E die Wahrscheinlichkeit ist, so wird die Scheibe

getroffen werden, wenn der Punkt M innerhalb jener Ellipse
fillt, als welche der Scheibenrand bei dieser momentanen
Stellung der Scheibe auf die Koordinatenebene sich projiziert
und deren Gleichung lautet
£ i
72y cos*ﬁ =
die Wahrscheinlichkeit dieses einfachen Ereignisses, dessen
Eintreffen an die Bedingung
$2 y? B
: r_2+7~zcos20<1
oder

2 TR

Y Y
— arc cos ]/ . 2 2 < 0 <arccos l/ Lf*g’
r —

- it 2 ¥
gekniipft ist, betrigt o areeos |/ s s

Daraus ergiebt sich die vollstiindige zusammengesetute
Wahrscheinlichkeit des oben beschriebenen Hreignisses:

///arccosl/ ddedG
= =5 72/‘/61%003]/

die Integration iiber die ganze Kreisfliche ausgedehnt. Zu-
niichst hat man

P
1
farc cos 1/;2 4

daraus

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung.

s dz dy,

]/7 — xt—

s dy = y arccos —=——
m

1/7



— 1718 —

Va—a
) .?/2 2
e 2 e .
/arc cos]/mdy—l/¢ 2%
0

daher ist schliesslich

Bezeichnet @ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schiitze
die ruhende Scheibe trifft, gleichgiltig in welchem Punkte,

so ist %m die Wahrscheinlichkeit, dass er die rotierende

2
Scheibe treffen wird, letztere also etwa 5 der ersteren,

139. Problem II. Die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass
eine gegebene Kreiskegelflciche dwrch eine willkiirlich gelegte Ebene
nach einer Ellipse, bezichungsweise nach ciner Hyperbel ge-
schnitten wird,

Losung. Den Winkel, welchen die Erzeugenden der
Kegelfliche mit deren Axe einschliessen, bezeichnen wir
mit . Denkt man sich durch den Scheitel zu der schneiden-
den eine parallele Ebene gelegt, so wird der Schnitt eine
Ellipse sein, wenn letztere Ebene mit der Kegelfliche nur
den Scheitel gemeinsam hat, oder wenn das im Scheitel zu

ihr errichtete Perpendikel mit der Kegelaxe einen Winkel

bildet, der kleiner ist als g—— a; die Wahrscheinlichkeit

hierfiir ist aber nach Gleichung 1), Nr. 130:

S
q = 2 sin? (Z — E);
die Wahrscheinlichkeit eines hyperbolischen Schnittes ist
daher

1 -2£_£).
p=1 25m<4 5

Fiir a=———g wird p=g=m?17.

140. Problem IIL. Fine Miinze wird gegen ein unbe-
grenzles  horizontales, aus parallelen dquidistanten Drahten
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bestehendes Gitter fallen gelassen; die Wahrscheinlichkeit zu finden,
dass die Diiinge im Falle einen der Drihte des Gitters trifft.

Losung. Es geniigh, drei aufeinander folgende Drihte
MN, PQ, RS (Fig. 81) in Betracht zu ziehen; von ihrer
sowie von der Dicke der Miinze wird abgesehen, ebenso wird
die Umdrehungsgeschwindigkeit der Fig. st
letzteren der Fallgeschwindigkeit -, 4 e
gegentiber vernachlissigt. 4 BC ist

eine gemeinschaftliche rechtwinklige —al

Transversale, H, K sind die Mittel- @% Q

punkte von 4B = BC = a. B,
Offenbar reicht es hin, jene qu

Fille zu betrachten, in welchen der R S

Mittelpunkt der Miinze im freien %

Fall einen Punkt von HK passiers,

Die in Fig. 81 gezeichnete Ellipse stelle die Projektion
des Miinzrandes auf der Ebene des Gitters in dem Augen-
blicke vor, wo die Miinze das Gitter erreicht und den Draht PQ
eben berithrt. Ist O ihr Mittelpunkt und macht man BO'= B0,
so wird der Draht P¢) getroffen werden, wenn bei derselben
Breite BD der Projektion des Miinzrandes der Mittel-
punkt der Miinze durch einen Punkt von OO’ geht.

Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit, dass die Projektion
des Miinzrandes die Breite BD = 00'= 1 hat, und ¢ die
Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelpunkt der Miinze durch
einen Punkt von OO' sich bewegen wird, so ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Zusammentreffen beider Breignisse

0 = pg.

Erster Fall. Der Durchmesser ¢ der Miinze ist kleiner

als die Maschenweite a des Gitters. Die Breite & bleibt solange

unverindert, als die Normale zur Ebene der Miinze mit der

Transversale ABC denselben Winkel ¢ bildet, welcher aus

der Beziehung % = ¢ sin o sich ergiebt; die beziigliche Wahr-
scheinlichkeit ist Nr. 132 zufolge

p=Ssimada;

ferner ist, da A fiir alle Werte von « kleiner bleibt als a:
12%



daher

c .
0=—smlada,
a

und die vollstindige Wahrscheinlichkeit des fraglichen Er-
eignisses:

1) P= E—fsinzada=
a

0

o §

SER
| ]

Zweiter Fall. Der Durchmesser ¢ der Miinze ist grosser
als die Maschenweite a des Gitters. Setzt man csinoy= a, so
wird, solange « <w,, auch h=csina <a; p und g haben
also dieselben Werte wie im ersten Falle. Wird aber o > a,
so wird auch A > a, die Minze muss dann notwendig den
Draht treffen; p behilt seinen fritheren Wert, dagegen st
fiir ¢ die Einheit zu setzen. Man hat also

k4

[ 2

p==< fsin2ada+/;inada=~g <oc0—lsin?¢x0>+cosao
2) a, - 2a 2

0 a,

—_1 ( al ) i (E . 1 ﬁ)
-5 smao+coswo 9 aarcsmz,.{_?yc — 7

1
Z;
fiir @ = ¢ (Grenze zwischen dem ersten und zweiten Fall)

So ist beispielsweise fiir o = mc (erster Fall) P=

liefem beide Formeln P= %; fiir g = ,20_ (zweiter Fall) wird
P=_mn+ 1/3

141. Problem IV. [ie Wahrscheinlichkeit zu finden, dass
eime willkiirlich gelegte Ebene, die ein Rotationsellipsoid schneidet,
den Aquator desselben triff.

Losung. Bezeichnet # die Anzahl beliebig gelegter
Ebenen, welche den Aquator schneiden, N die analoge auf
das Ellipsoid beztigliche Anzahl, so ist

_n
P=x


file:///sinan
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1. Berechnung von N. Nach dem Satze Nr. 134 ist

27 7=

N=ffpsin(‘) d do.
00

Wighlt man die Rotationsaxe als Z-Axe (Fig. 82), so
kann mit Riicksicht auf den besonderen Charakter der Fliche
auch geschrieben werden:

%27: 12’ Fig. 82.
N— Offpsinﬂdﬂdcp=4azfpsz'nﬂd9. %
00 0

E
Das Perpendikel p zur Tangentialebene
E erscheint als Radiusvektor der auf den /
Mittelpunkt O bezogenen Fusspunktkurve der - \P\
Meridianellipse, deren Gleichung, wenn a, b
die Halbaxen (¢ =7}a?- b die lineare Exen-
trizitdt) sind, Jautet:
p? = a? cos? 0 + b? sin®0.
Nach dieser Bemerkung ist

9

S

14

2

1
1)-N=4n Vatcos?0+2sin®0sinfdd =4z [ Vo2 +a?da
: 0

L 0
abc>.

Fiir ein abgeplattetes Ellipsoid findet man auf &hnlichem
Wege

2
2) N= ?,at(b—l—a—cwcsin i)-
¢ a

2
=2n<a+%l-

2. Berechnung von %. Eine Kreisfliche vom Halb-
messer r kann als Grenze eines abgeplatteten Ellipsoids an-
gesehen werden, fiir welches ¢ = ¢ =7 und b =0 ist; mit
diesen Werten liefert Gleichung 2)

n=n’r,
so dass bei dem oblongen Ellipsoid
3) n=mn2b,
bei dem abgeplatteten
4) 1 = 72 a.
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Mit den Ausdriicken 1) bis 4) ergiebt sich die verlangte
Wahrscheinlichkeit fiir ein oblonges Ellipsoid

T

5) b= )
: a b, a+c¢
2(f+50 59
fiir ein abgeplattetes Ellipsoid
7
6) P
2 KE + % aresin £>
a ¢ @

Mit @ =b, ¢ =0, d. i. fiir die Kugel, liefern beide For-

%
meln p = i

142. Problem V. Fin Rotationsellipsoid wird durch eine
beliebige Ebene geschwitten; es ist die Wahrscheinlichkeit zu be-
stimmen, dass die Pole (Kreispunkte) des Ellipsoids durch die
Lbene getrennt werden.

Losung. Bezeichnet n die Anzahl der Ebenen, welche
die Axe des Ellipsoids schneiden, N die Anzahl der Ebenen,
welche das Ellipsoid selbst schneiden, so ist

r=w
1. Fiir N gelten die Werte in 1) und 2), Nr. 141.

2. Berechnung von n. Eine Gerade von der Liinge 27
kann als Grenze eines oblongen Ellipsoids angesehen werden,
fiir welches @ = ¢ = » und b = 0 ist; mit diesen Werten liefert
aber Gleichung 1), Nr. 141:

n=2mxnr,

so dass bei dem oblongen Ellipsoid

{ n=2ma,
1) .Ip=_“____
2
l a+—b~l-a+c,
¢ b

bei dem abgeplatteten Ellipsoid



2) P —

a . ¢
b+ — arcsin —-
¢ a

Mit a=0,c=0, d i fir die Kugel, liefern
1

Gleichungen iibereinstimmend p = 5
-



Iweiter Teil.

Geometrische Mittelwerte.

Kinleitung.

143. Der Mittelwert einer stetigen Gesamtheit geo-
metrischer Grossen steht zu dem Mittelwerte einer diskreten
Grossenreihe in derselben Beziehung wie die Wahrscheinlich-
keit, die auf eine stetige Gesamtheit moglicher Fille sich
bezieht zu einer solchen, der eine diskrete Reihe moglicher
Fille zu Grunde liegt. Der Vorgang bei der Bestimmung
eines solchen Mittelwertes wird sich daher auf #hnliche Be-
trachtungen stiitzen, wie sie bei Ermittelung geometrischer
Wahrscheinlichkeiten angestellt worden sind.

Dieser Vorgang beruht darin, dass man die stetige Ge-
samtheit durch eine unstetige von derselben wesentlichen
Beschaffenheit sich ersetzt denkt, die Summe der diskreten
Reihe geometrischer Grossen bildet und durch die Anzahl
der letzteren dividiert; der Quotient nihert sich mit wachsen-
der Anzahl der herausgegriffenen Einzelwerte einer Grenze,
welche den Mittelwert der stetigen Gesamtheit vorstellt.

Es ist notwendige Bedingung, dass die diskrete Reihe,
welche man an Stelle der stetigen Gesamtheit -gesetzt denkt,
mit dieser von gleicher wesentlicher Beschaffenheit sei. Ist
letztere dem Wortlaute des Problems nicht zu entnehmen,
so bleibt eine Unbestimmtheit, welche wie bei geometrischen
Wahrscheinlichkeiten zu widersprechenden Ligsungen desselben
Problems fithren kann. So lisst die Frage nach dem Mittel-
wert der Ordinaten einer Kurve eine zweifache Auffassung
au: entweder gehtren die Ordinaten zu willkiirlich ange-
nommenen- Punkten der Kurve, oder sie sind aus beliebig
angenommenen Punkten der Abscissenaxe gefiihrt; im ersten
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Falle haben die Kurvenpunkte, aus welchen die Ordinaten
gezogen werden, eine gleichformige Punktreihe auf der Kurve,
im letzteren Falle die Fusspunkte der Ordinaten eine gleich-
formige Punktreihe auf der Abscissenlinie zu bilden. Ana-
lytisch entspricht der Uuterschied jenem zwischen der Dar-
stellung der Ordinate als Funktion des Bogens und als
Funktion der Abscisse.

Um die Bestimmung eines geometrischen Mittelwerts
auf das Gebiet der Analysis zu iibertragen, stellt man die
geometrische Grosse, um die es sich handelt, als Funktion
einer oder mehrerer unabhingiger Variablen dar und hat
dann die Aufgabe, den Mittelwert einer Funktion zu be-
stimmen {fiir alle Werte oder Wertverbindungen der. unab-
héngigen Variabeln, welche eine gegebene stetige Mannig-
faltigkeit ein- oder mehrfacher Ausdehnung ausmachen.

144. 1) Die geometrische Griosse y ist Funktion einer
unabhingigen Variabeln z, d.i. y = §(x). Das Wertgebiet
von « sei begrenzt durch die Beziehungen

a<xz<b;
dann ist der auf dieses Wertgebiet beziigliche Mittelwert M
von y definiert durch die Gleichung 5
li z) A
@)+ F @+ I0)+ F(a+242) ot G- A7) I T(D A
M=1lim [ =T

A
d. h. es ist

2) M= zT_l‘E / % () da.

Der Ausdruck fiir den Mittelwert gestattet noch zwei
andere Deutungen, welche hier bei dem einfachsten FFalle
angeschlossen werden mogen.

Sieht man die Werte der geometrischen Grosse ¢, welche
den Werten der Variablen zwischen # und « + 4« entsprechen,
als gleich an und iibereinstimmend mit dem Anfangswerte
T (x), so ist, da Az ein Mass fiir die Anzahl dieser Werte,
% (%) 4z ein Masgs fiir ihre Summe und
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limE%(x)Ax = f% (x)dx

ein Mass fiir die Summe aller Werte von y auf dem ganzen
Wertgebiet von 2, und da b — o das gleichartige Mass fiir
die Anzahl der Werte von z ist, so kann der Mittelwert
gedeutet werden als Quotient aus dem Masse der Summe der
geometrischen Griossen durch das Mass threr Anzahl.

Der Bruch bi% driickt die Wahrscheinlichkeit dafiir
aus, dass ein beliebig herausgegriffener Wert y der geo-
metrischen Grisse einem Werte der Variabeln aus dem Inter-
vall z...2 + dx angehdre; hiernach kann der Mittelwert

b
. dzx.
M- hmza’%(x) =
gedeutet werden als mutmasslicher Wert der geometrischen
Grisse, wenn sie aus der Gesamitheit willkiirlich herausgegriffen
wird. '

Diese letzte Auffassung des Mittelwertes hat den Vorteil,
dass sie sich unmittelbar auf den Fall iibertragen lisst, wo
das Gebiet der Werte der unabhingigen Variabeln nicht
gleichférmig ist, d. h. wo die Menge der Werte dieser Va-
riabeln in einem Intervall nicht von der Grosse desselben
allein, sondern auch von seiner Lage im Wertgebiet abhiingt;
dann erscheint die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein beliebig
herausgegriffener Wert von y einem Werte von z zwischen
den Grenzen z und z + AJx angehort, in der Form

o(z) Az
b
2o dz
und fiir den Mittelwert von y ergiebt sich der Ausdruck
b
: ST 9@ da
8) M—=tmD §z). 2@de i .

Zo(x)dz fq)(x)da:
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145. 2) Die geometrische Grosse z ist eine Funktion
zweier unabhéingiger Variabeln z, 4. In diesem Falle ist
der Mittelwert einer Funktion 2= F(, y) fir alle Wert-
verbindungen eines gegebenen Gebietes K der Veriinderlichen
#, ¥ zu bestimmen. Fasst man diese als rechtwinklige Ko-
ordinaten eines Punktes einer Ebene auf, so entspricht K
ein Teil dieser Ebene; diesen irgendwie begrenzten Teil zer-
lege man durch zwei Systeme von Geraden; welche der X-,
beziehungsweise der Y-Axe parallel sind und den gegenseitigen
Abstand Ay, resp. 4x haben, in Rechtecke, deren Eckpunkte
nun ein System von Wertverbindungen z, y représentieren,
denen wiederum ein System von Werten von 2 = §§(z, ¥)
entspricht. Der Grenzwert aus der Summe der letztgenannten
Werte, geteilt durch ihre Anzahl, welche der Anzahl K

Az Ay
der Rechtecke gleichkommt, giebt den verlangten Mittelwert,
d. h. es ist

2 i ZES @y 9) _ S =, ) deay
= 1M Fzd = 7 )

Adx Ay
und da K=./'fdx dy, so hat man schliesslich

[J 5@, y) do dy.
j/'dx dy

beide Integrationen iiher die Mannigfaltigkeit K ausgedehnt.

146. 3) Die geometrische Grosse u ist eine Funktion
von drei unabhingigen Variabeln #, y, 2. Hier ist der Mittel-
wert einer Funktion u = (2, 9, 2) fiir alle Wertverbindungen
einer gegebenen stetigen Mannigfaltigkeit K der Variabeln
z, 1y, #z zu berechnen. Fasst man “wieder x,y, # als recht-
winklige Koordinaten eines Punktes im Raume auf, so ent-
spricht K ein Teil des Raumes; diesen zerlege man durch
drei Systeme von Ebenen, welche den Ebenen Y7, ZX, XY
beziehungsweise parallel sind und den gegenseitigen Abstand
Az, resp. Ay, 4z haben, in Parallelepipeda, deren Eckpunkte
nun ein System von Wertverbindungen #, y, # reprisentieren,
welchen wieder ein System von Werten von u = § (%, ¥, )

M ="




M=
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entspricht. Die Summe der letzteren Werte, geteilt durch

ihre Anzahl L, nihert sich bei unendlich abnehmenden
Adx Ay Az

Az, Ay, Az einer Grenze, welche dem verlangten Mittel-
werte gleichkommt. Hs ist demnach

232G (2, 9,2y _ JSSB@ v, 2 dedy ds
K dz dy dz
Ax dy Az f/ f !

beide Integrationen iiber das Wertgebiet K ausgedehnt.

147. 4) Die geometrische Grosse u ist eine Funktion
von beliebig vielen unabhingigen Variabeln z;, %,, s, ...
Um den Mittelwert einer Funktion u = § (%, %, Z5,...) von
beliebig vielen Variabeln fiir alle Wertverbindungen der-
selben, welche eine gegebene stetige Mannigfaltigkeit K aus-
machen, zu bestimmen, denke man die stetige Mannigfaltig-
keit durch eine diskrete ersetzt, in welcher die aufeinander
folgenden Werte der Variabeln sich beziehungsweise um
A:él, Az, Az,, ... numerisch unterscheiden. Jeder Wert-
verbindung z,, #,, %, ... aus dieser unstetigen Mannigfaltig-
keit entspricht ein Wert von u; die Anzahl der Wertverbin-
dungen kommt dem Quotienten aus dem Inhalte K der Mannig-
faltigkeit durch das Element derselben Az, Az, Az, .
gleich. Der Mittelwert der Funktion ist demnach

M = lim

Vim DEZ L F (1, 2y 2y . /‘ff (@ By T, ...) dwy dy dws
K ]/[ Az, dz, dw, ..
Ax, Adxy Azg . ..

die beiden Integrationen iiber das Wertgebiet K ausgedehnt.

148. Ausser diesem allgemeinen Verfahren giebt es
noch besondere Methoden zur Beéstimmung von Mittelwerten,
durch deren Anwendung hiufig schwierige und umstéindliche
Integrationen umgangen werden konnen. Diese Methoden
stiitzen sich auf geometrische Betrachtungen, auf allgemeine
Sitze tber Mittelwerte, auf den Zusammenhang mit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, welcher mitunter die Zuriick-
filhrung von Aufgaben iiber Mittelwerte auf viel einfachere
tiber Wahrscheinlichkeiten gestattet, u. dgl.
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Satze und Aufgaben.

149. Problem I. Den Mittelwert der Ordinaten einer
Kurve zu finden, wenn dieselben a) aus beliebigen Punkten der
Kurve, b) durch beliecbige Punkie der Abscissenawe gezogen
werden. Die Kurve befindet sich nur zu einer Seite der Ab-
scissenaze.

Liésung. a) Bezeichnet y die dem Bogen s der Kurve
entsprechende Ordinate, ds das anstossende Kurvenelement,
S die Liénge der ganzen Kurve, so ist

S
Syads

1) My e~ B

dabei bedeutet Y, die Ordinate des Schwerpunktes der Kurve.
Dies fiihrt zu dem Satze:

Theorem I. Der Mittelwert der aus einem beliebigen
Punkte einer Kurve gezogenen Ordinate kommt gleich der Or-
dinate des Schwerpunktes der Kurve, vorausgesetet, dass diese
ganz zu eimer Seite der Abscissenaxe angeordnet ist.

So ergiebt sich beispielsweise fiir den Mittelwert der
Ordinaten aller Punkte eines Halbkreises der Ausdruck

'/?7‘ sin@rdd

0
M= =7
2 T

b) Bezeichnet y die der Abscisse z entsprechende Or-
dinate, sind z,, X, die Abscissen der Kurvenendpunkte, sc
hat man

X,
Jyaz
M2=X0_x0v=Yza

wobei Y, die Hohe eines Rechfecks bedeutet, welches iiber
der Grundlinie X,— «, stehend dieselbe Fliche besitzt, wie
die Kurve. Daraus ergiebt sich

Theorem II. Der Mittelwert der einer beliebigen Ab-
scisse zugehorigen Ordinate eimer Kurve ist gleich der Hohe
eines Rechiecks, welches iiber demselben Abschwitt der Abscissen-
axe ruhend mit der Kwrve gleiche Fliche hat.
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Diesem Satze zufolge ist der Mittelwert aller zu dem
Durchmesser gezogenen Ordinaten eines Halbkreises vom
Radius » gleich

1xe? T
=,

27 4

150. Problem II. Den mittleren Radiusvektor einer Kurve
zu berechnen, wenn derselbe a) zu einem beliebigen Punkte der
Kurve, b) wnter einem beliebigen Winkel gegen die Polaraxe
gefiihrt wird.

Ldsung. a) Bezeichnet ¢ den Leitstrahl, welcher den
Bogen s von der Kurve abschneidet, ds das angrenzende
Element der Kurve, S ihre Linge, so hat man

s
f ods

0
et

Als Beispiel diene die Berechnung des mittleren Leit-
strahles einer Ellipse aus einem ihrer Brennpunkte. Sind z,y
die Mittelpunktskoordinaten eines Punktes der Ellipse und
setzt man z =acosg, y =bsme, so ist

M=

1) M,

o=a— %x =a—ccosp, ds=7Va>sin’p 4+ b2cos’p deo,
folglich

27
[(a—ccosg)Vatsin®p + b* costp dp
0 a
M= S -8 T
weil o
. 6/1/a2 sing +b2cosPp dgp = S
un
27
fcosq;]/a%z’aﬂgp +b2cos’p de = 0
ist. 0

b) Bezeichnet ¢ den Radiusvektor, welcher der Ampli-
tude 6 entspricht, sind 0,, 0, die Amplituden der Kurven-
endpunkte, so ist .

) f odf

R
62_-01

2) M,
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Als Beispiel moge die mittlere, in beliebiger Richtung
gemessene KEntfernung eines gegebenen Punktes innerhalb
des Kreises vom Umfange gerechnet werden.

O (Fig. 83) sei der Mittelpunkt des Kreises, A der ge-

gebene Punkt, 04 = ¢, » der Halbmesser Tig. 83.

des Kreises, 4B — ¢ die Linge des unter ¢

dem Winkel X AB =0 gefithrten Leit-

strahls, so ist >R\ x

0 4

S
@=r]/1——%sin29—ccosﬂ, \_/
daher
ﬂ[=~f1 ]/1——sm“6 ccosf d@—/ ]/1——32%26619

d. h. die verlangte mittlere Entfernung 1st der Halbmesser
eines Kreises, welcher mit einer Ellipse von den Halbaxen 7
und Yr?— ¢* = AC gleiche Liénge hat.

151. Problem III. Fin materieller Punlt beschreibt unter
dem Einflusse einer Centralkraft eime elliptische Bahn; es ist
der Mittelwert seiner in beliebigen Zeitpunkten gemessenen Fni-
fernungen vom Kroftcentrum (das mat eimem Brennpunite der
LEllipse zusammenfdllt) su bestimmen.

Losung. Bezeichnet ¢ den Leitstrahl des beweglichen
Punktes im Zeitpunkte ¢ (vom Perihel an gerechnet), so ist

Joat

S at’

beide Integrationen auf einen vollen oder halben Umlauf
ausgedehnt. Ist nun d0 der Winkel, welchen der Leitstrahl
im niichsten Zeitelement d¢ durchliuft, so ist dem zweiten
Keplerschen Gesetze zufolge

% 0% df = xdt,
wobei % eine Konstante bedeutet. Mit Riicksicht auf diese

Beziehung ist 7
f o®dlb
—_— 0 .

1) p
f@gdﬂ
0

M=
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Wenn nun o die grosse Halbaxe, ¢ die relative Hxcen-
trizitiit, p = a (1 — &%) der Parameter der elliptischen Bahn
ist, so ist mit Beibehaltung der fritheren Zihlungsweise

B
1 — scosh

5 s L0d (2 tang 3 0)
/ de—p/(l—eCOaO)3 pa:/{l—e—l—(l—!—e)mngzéﬂ}

0

Q=

setzt man hierin tang 3 0 = , hierauf (1+ &)2?= (1 — &) 4%
so werden O und co die neuen Grenzen und

b

¢ 3 w( . 212
/M,z 2p 5/,11+e(;r+(1@2)3e>y} ay:
(13 !

mit der Substitution y = fang o giebt dies endlich

7

7 2
370 2p° i 2 in® o 12
?df=—"—= [ {1+ cos’0+ (1—¢)sin*w|’dw
% (1__52)2 ’_“

= /21—!—5608203)%]03
(1—&2)J

3 2
=£g§<1+‘2>'

» Das Integral im Nenner des Ausdruckes fiir M, d. i
f 0% df, respriisentiert den Flicheninhalt der Ellipse; mit-
P

e

2)

hin ist

3) ngdenaz(l—e)

(\]»—A

Die Werte 2) und 3) in 1) eingesetzt geben
p?x 62 52
9 Mgl (1+3) e (14 3)

152. Problem IV. Die mittlere FEnifernung zweier Punkie

2u ermitteln, welche auf dem Umfange eines gegebenen Kreises
willliirlich angenommen werden.
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Losung. Augenscheinlich geht es an, den einen der
beiden Punkte (4) festzuhalten und den andern (B) auf
einen Halbkreis zu beschrinken. Wird nun - der Winkel,
welchen die Sehne 4B mit dem aus 4 gezogenen Durch-
messer einschliesst, mit 0, der Halbmesser des Kreises mit »
bezeichnet, so ist

AB =2rcos, ds=2rdf,
daher
z
47‘21'0036 do
D
T 7

153. Problem V. Die mittlere Entfernung eines in einer
begrenzten Geraden willkiirlich angenommenen Punktes von einem
Endpunkte zu finden.

Losung. Hier lehrt die blosse Uberlegung, dass die
verlangte mittlere KEntfernung der Hilfte der gegebenen
Geraden gleichkommt.

154, Problem VI. Die wmittlere Enifernung zweier in
einer begrenzten Geraden AB = a belichiy angenommener Punkte
zu berechnen.

Losung. Sind P, ¢ die beiden Punkte, AP=12z, AQ =1y,

s0 ist
ff(y —z)dz dy
M="= =
S [dwdy
0 =z

155. Theorem ITI. In jedem von zwei sich ausschliessenden
Gebieten A, B (Linien, Flichen, Riumen) wird ein Punki will-
Fiirlich angenommen. Bezeichnet M einen auf die gegenseitige
Lage dieser Punkte beziiglichen Mittelwert und sind M', M4, My
gleichartige, jedoch auf zwei in dem ganzen Gebicte A + B, be-
ziehungsweise i A, in B beliebig angenommene Punlite beziig-
liche DMittelwerte, so besteht dic Relation

(A4 BEM' =2ABM + A2M, + B2 Ms.

Czuber, Walrscheinlichkeitsrechnung. 18
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Beweis. Wir denken uns die Summe der betreffenden
geometrischen Grossen, welche aus der willkiirlichen An-
nahme heider Punkte in dem ganzen Gebiete A+ B ent-
springen konnen, in ihre Bestandteile zerlegt. Diese Be-
standteile entsprechen der Reihe nach den Fillen, wo der
erste Punkt in 4, der zweite in B, dann umgekehrt, ferner
wo beide Punkte in 4, beide in B liegen; mithin ist, wenn
wir die betreffenden Summen mit S44 5, S4 w.s. w. bezeichnen:

Says=284,8+ Spa+ Sa+ Sz,
oder wegen S 5= Sp a:
Sats=2845+ Sa+ Ss

Da nun Sy= A*Ma4, Si.5=ABM u. s w., so folgt die
oben behauptete Beziehung

1) (A4 BPM = 24BM + A M, + B I,
Fiir den Fall 4 = B vereinfacht sich dieselbe zu

2) OM'= M+ M,

156. Problem VII. Fine begrenzte Gerade AB = o wird
durch einen belichig angenommenen Punkt in zwei Teile geteilt
und in jedem dieser Teile wird ein weiterer Punkt willkiirlich
bezeichnet. Die wmittlere Entfernung der letzteren zwei Pumlte
zu finden.

Losung. Sind # und ¢ — z die beiden durch den ersten
Punkt gebildeten Teile von AB, M, der dieser Teilung ent-
sprechende Mittelwert, so ist nach Theorem Nr. 155 und
mit Beachtung von Nr. 154:

azg =2z (@ — x) M, + xg% + (& — "J)ZLa._T@’

woraus nach einfacher Reduktion

a

2

folgt; der Mittelwert ist also von dem Teilungsverh#ltnis
unabhéingig.

M, =

157. Theorem IV. In jedem wvon zwei teilweise sich
deckenden Gebielen A+ G, C + B (Linien, Flichen, Riumen)
wird ein Punkt willkiirlich angenommen. Bezeichnet M einen
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auf die gegenseitige Lage dieser Pumkte beziiglichen Mittelwert,
und sind M'y My , Mg, M¢ gleichgeartete, jedoch auf zwei in dem
ganzen Gebiete A+ C 4 B = G, bezichungsweise i A, in B,
in C beliebig angenommene Pumkte beziigliche Mittelwerte, so
gilt die Beziehung
2A+0)(C+B)M=0G2M'+ C*M¢ — A?*M, — B2 Ms.
Beweis, Die Summe der geometrischen Grissen, welche
bei Annahme der beiden Punkte in dem ganzen Gebiete
A+ C+ B entstehen kinnen, zerfillt in mehrere Bestand-
teile, welche folgenden Fillen entsprechen: der erste Punkt
liegt in 4 + C, der zweite in C 4+ B; dann umgekehrt; beide
Punkte befinden sich in 4, beide in Bj; dabei aber wurden
die Fille, wo beide Punkte in C liegen, doppelt gezéihlt,
miissen daher einmal in Abzug gebracht werden. Mit den
in Nr. 155 gebrauchten Bezeichnungen ist also

S¢ =S8utc,c48+ Scanaq4c— Sc+ Si+ Sp,

und dies glebt wegen SA_f_(;’ ¢+B= SC+B,A+C den obigen
Satz:
244+ C)(C+B)M=G*M'+ C*M; — A* M, — B?* M.
Mit C =0 wird man wieder auf den Satz Nr. 155 gefiihrt.

158. Problem VIII. In jeder der beiden begrenzien Ge-
raden AB, CD, welche den Teil CB gemeinschaftlich haben,
wird ein Punkt beliebig angenommen; die wmittlere Enlfernung
dieser Punkte zu finden. '

Lésung. Mit Benutzung des Satzes Nr. 157 und von
Nr. 154 ergiebt sich die Gleichung

2A4B-CD- M= AD*- @+CB2 OB _ 2. A0 _gpe. ?1

3
aus welcher folgt:
o, A+ OB — AC*— BT

64B.CD
159. Problem IX. In der Fliche eines gegebenen Kreises
wird ein Punkt beliebig angenommen und durch denselben evie
Sehme von belicbiger Richtung gefiihrt; die mittlere Linge der-

selben zu finden.

13%
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Losung. Wenn O der Mittelpunkt, » der Halbmesser
des gegebenen Kreises, P der beliebig angenommene Punkst,
OP =z und 0 der Winkel ist, unter welchem die durch P
gezogene Sehne A B gegen den durch P gefithrten Durch-
messer geneigt ist, so hat man

1
AB = 2(r* — 2? sim?0)?,

und die Summe aller Sehnen ist ausgedriickt durch

7
;3 o
ff?(rz—xgsmzﬂ)22n:x dz df
0 0

7t b4 ¥

2 2
4 . (" 1-cos®B 1-cos®0 . 4 o ("1+4cosB+cos*f)
=~37Wf “sin?f “ Zﬂ—— /1—00326626_3”7/ 1+ cosh L
0 0

0

a’
_4 2 _8 s
__gnsr/: Ze—i—cosﬂdﬂ}—-gm.”,
c0s® 5

0

|y

D>

2
ihre Anzahl durch % st = %wz; folglich ist

der verlangte Mittelwert.
160. Problem X. Die mittlere Entfernung eines Punktes
im Kreisumfange von allen Punkten der Kreisfliche zu finden.

Losung. Wihlt man den Punkt im Umfange als Pol,
den durch ihn gehenden Durchmesser als Polaraxe, so ist

721 2rcos O
ff . fn bfg2d0 do
edd -3 32
jfdJ e ~ 9z

161. Problem XI. .Die mittlere Entfernung zweier in der
Fliiche eines gegebenen Kreises willkiirlich angenommener Punkte
2u finden.
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Losung. Bezeichnet » den Halbmesser des Kreises und
M den verlangten. Mittelwert, so ist die Summe der Ent-
fernungen aller Punktepaare ausgedriickt durch

(z )2 DL
Sie #ndert sich, wenn » um dr vergrdssert wird, um
d{(mr®) M}.

Diese Anderung kann aber auch auf anderem Wege er-
mittelt werden, da sie von jenen Punktepaaren herriihrt,
bei welchen der eine oder der andere Punkt in den zu-
gewachsenen Kreisring fillt; sie betrigt also

2. 2mrdr.X,
wenn X die Summe der Entfernungen eines Punktes im
Umfange des gegebenen Kreises von allen Punkten seiner
Fliche bezeichnet. Mit Benutzung des im vorigen Problem
fiir diese Entfernungen gefundenen Mittelwertes ist

X = naﬂz-%r= -32—1”3-

9
Zur Bestimmung von M ergiebt sich also die Gleichung
128

d{(mr®)t M} = Tnﬂ dr,

aus welcher durch Integration

128 . 128
.4 4 " 5
M= 5 w‘/r dr = 45 *7

0

128
T 4hx

und weiter

folgt.

162. Theorem V. Die mittlere Entfernung des Scheitels
eines Dreieckes von allen Punkten der Drciecksfliiche kommt
gleich der Entfernung des Scheitels vom Schwerpunkte des Drei-
ecks gemessen lings einer Parabel, welche den betreffenden
Scheitel in Richtung der einen der von ihm ausgehenden Seiten
verliisst und den Schwerpunkt in Richtung der anderen Seite
erreicht.

Losung. Sei ABC (Fig. 84, S. 198) das gegebene
Dreieck mit den Seiten a,b,¢, S sein Schwerpunkt, und es
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handle sich um die mittlere Entfernung des Scheitels ¢ von
den Punkten der Dreiecksfliche. Man fiihre durch C einen
Strahl CL, drehe denselben aus der Lage CB in die Lage C4
und transponiere die rechts
durch diesen Strahl abge-
schnittene Fliche kontinuier-
lich nach -dem Scheitel C.
Dabei wird der Schwerpunkt
der ganzen Masse aus der
Anfangslage S lings einer
Kurve gegen die Endlage C
sich bewegen, und diese
B Kurve ist, wie nun erwiesen
werden soll, die oben er-

Tig. 84.

1
\
1

,l
I‘
/
A% 1 M 757

wihnte Parabel.

Angenommen, der Schwerpunkt der ganzen Masse be-
finde sich in P, wenn der Strahl die Lage CL erlangt hat;
wihrend dieser in die benachbarte Lage CL' fortschreitet,
fithrt P eine elementare Bewegung PP’ aus, die parallel ist
CL, weil der Schwerpunkt s des Massenelementes CLL' lings
OL nach C riickt. Die Grisse dieser Bewegung folgt aus
der Proportion

PP %C’L = CLL': ABC,

nimlich

Die Lénge der wthrend des ganzen Vorganges be-

schriebenen Kurve ist

1 2
—_y r__ - r,=
arcCS =X PP' = ECZCLL 3O’L,

die Summierung auf die ganze Bewegung von ('L ausgedehnt.

Nun ist aber %CL die mittlere Entfernung der Punkte des

Elements CLL' von C, daher C’LL'-%- CL die Summe der

Entfernungen der Punkte dieses Elementes von €, mithin

ZCLL' -%CL die analoge Summe fiir das ganze Drei-
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1
ABC’
mittlere Entfernung des Scheitels C' von allen Punkten der
Dreiecksfliiche.

Um nachzuweisen, dass die Kurve COPS eine Parabel
ist, beziehen wir sie auf ein Koordinatensystem, in welchem
C Ursprung, CA Abscissenaxe und eine Parallele zu A B
Ordinatenaxe ist; dann ist CQ =2, QP=y. Da P auf
der Verbindungslinie des Schwerpunktes S’ -des Dreiecks
ALC mit C liegen muss, so folgt aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke CQP, CAM die Proportion

AL
1) ;)J:y=b:T;

2 g
eck AB(C, folglich EO'LL'-V?{OL thatsiichlich die

andererseits besteht, weil P der Schwerpunkt der in C ver-
einigten Masse des Dreiecks CLB und der in 8’ konzentrierten
Masse des Dreiecks CAL ist, die Proportion

CP:PS'=CAL:CLB=AL:LB,
aus welcher

AL:(AL+ LB)=CP:(CP + PS"),

oder
AL:C=0P:CS'=$:—§6,
oder endlich
AL _ Bew
2 4b

folgt. Substituiert man diesen Wert in die Gleichung 1),
so ergiebt sich
, 4

v=aeY

als Gleichung der Kurve CPS, welche sonach eine Parabel
ist. Dass sie die Seite AC in C beriihrt und S in Richtung
der Seite CB erreicht, ergiebt sich unmittelbar aus der
vorangeschickten Betrachtung.

Macht man CD senkrecht zu ADB, halbiert 4D in E
und verbindet E mit G, so wird die Parabel in einem Punkte O
geschnitten; fithrt man durch diesen G F'Y parallel zu AB,
so ist OF = OG, mithin O der Scheitel und OY die Axe

der Parabel.
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163. Problem XII. Die mittlere Entfernung aller Punkte
eines rechtwinkligen Dreiecks von einem Endpunkte der Hypo-
tenuse zu berechnen.

Lisung. Dem Satze Nr. 162 zufolge wird die verlangte
mittlere Entfernung durch den Parabelbogen CS (Fig. 85)
gemessen. Aus den Koordinaten seines

g Endpunktes S, d. i
N —0g=21, y—¢S= Lo
INY 2= CQ—2b, y=¢S= 40,
! @
7 s erhilt man den Parameter
B 4
‘ =3

Die Linge des Bogens ist durch den Ausdruck
z+Vp'+ %)
p I

gegeben; filhrt man hier fiir # und p die oben angegebenen
Werte ein, so ergiebt sich

y 1 b a+ e
Il[wg(ajL?z. ) )

164. Problem XIII. Die mittlere Entfernung der Punkte
eines beliebigen Dreiecks von einem seiner Eckpunlte zu berechnen.

1 iprQ—{— x?
2 p

+ pl

Losung. Man czerlege das gegebene Dreieck ABC
_— (Fig. 86) durch die von der betreffenden
Ecke C gefillte Hohe CD = h in zwel
it rechtwinklige Dreiecke. Bezeichnet M, die
\ mittlere Entfernung der Ecke € von den
h Punkten des Dreiecks ADC, M, die ana-

Sy loge Grosse in Bezug auf das Dreieck DBC,
so ist der verlangte Mittelwert

M,.ADC+ M, . DBC _M,.AD+M,.DB
ABC o c

Setzt man hier fiir M,, M, die nach der Schlussformel von

Nr. 163 gebildeten Werte ein, so wird

M=
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1
M_—_7—c<b.AD—l—kzZ-b+hAD+a'BD‘HL”'M)
h
3 (b+ AD)(a + BD
_3?<b-AD+a-BD+7‘2l' %bg )5
nun 1st

P?=a*+¢?— 2¢.BD,
=10 4+c2—2¢. 4D,

daraus nach einigen Umformungen

2_" 32 e W
e A she s B g L2 S NG D),

2¢
(b—}—AD)(a—I—_BD) _atb+ec
z T T a+b—¢

so dass schliesslich

1 fat+b (@—0)(a—-b) k¥, a+bt+e
1) M= ‘ —le 1
) 2 3{ 2 T g +cla+b—c}
Fiir ein gleichseitiges Dreieck von der Seite a ergiebt sich
a 3
2 M ooe — s .
) M= <1 + 3)

165. Problem XIV. Die mittlere Entfernung der Punkte
eines Parallelogramms von einem seiner
Eckpunkte zu finden.

Losung. Sei ABCD (Fig. 87)
das Parallelogramm, AB = DC = a,
AD —=BC =10, Winkel BAD = «a.
Soll der gesuchte Mittelwert auf den
Eckpunkt 4 sich beziehen, so zer- /
lege man das Parallelogramm durch T
die Diagonale 4C =d in Dreiecke;
wenn M,, M, die auf diese Dreiecke ABC, ACD beztiglichen
Mittelwerte sind, so ist der verlangte Mittelwert

_ it
o 2

Setzt man nun fiir M,, M, die nach Vorschrift der Formel 1),
Nr. 164, gebildeten Werte ein, so ist zundchst

Fig. 87.

M
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g—]—cil_l_(dZ—a?)(d—a) a%z’n"’al‘a—}—d—}—b_

1 2 20 b a+d—b|,
U=F) b4a (@—»)@—»v vsinte, btdtal
+ 9 + 202 a b+d—a

beachtet man die Beziehungen
A — =04+ 2abcosee, d*—b*=a*+ 2abcosa

so wird
+ b2 ad+bd a?sine . a+d+b
M=— G {2d+ b dgos e~ o cos o+ 2 v db
1) bEsina b+d+al
R " b+d-al

Fiir ein Rechteck wird einfacher
b? d a
D Meglitg it g

Daraus folgt beispielsweise die mittlere Entfernung der
Punkte eines Quadrates, dessen Seite a ist, von einem
Eckpunkte

3) —¢l2Ve+1.(4V2),
und vom Mittelpunkte

M s 5
4) M=5—S{2v2+1 (1+Y2):

166. Problem XV. Die mittlere Entfernung zweier be-
liebiger Punlte eines gegebenen Rechtecks zu berechnen.

Ll

-

Pig, 85. Losung. ABCD (Fig. 88) sei das

D ¢ gegebene Rechteck, AB=a, AD=1b,
[ AC =d, P einer der beiden will-

[ kiirlich gewéhlten Punkte, AR = z,
"" % ]P AS=y. Hilt man den Punkt P
A & 5 fest® und beschrinkt den andern, @,

auf das Rechteck ARPS, so ist die
Summe der beziiglichen Entfernungen Po ausgedruckt durch

* Genauer gesprochen: beschrinkt man ihn auf das anstossende
Element dx dy des Rechtecks.
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may dxdy,

wenn 2 die mittlere Entfernung des Punktes P von allen
Punkten des Rechtecks 4 RPS bedeutet. Um nun alle
Punktepaare zu erschopfen, hat man den angeschriebenen
Ausdruck innerhalb der Grenzen O und a in Bezug auf z
und O und b in Bezug auf y zu integrieren und das Resultat
mit 4 zu multiplizieren. Da aber andererseits die Summe
aller Entfernungen P ausgedriickt ist durch «®b3®*M, wenn
M ihren Mittelwert bedeutet, so hat man zur Auffindung
eben dieses Wertes die Gleichung

a b
a*b? M = 4ffmxy dz dy,
00

aus welcher, wenn man fiir » den nach Formel 2), Nr. 165,
gebildeten Ausdruck einsetzt,

5 y z+Va+y? o J+Vx+y}
=g bq‘// Var+ P+ l " +9_/l R zydxdy

folgt.
Fiir das erste Integral findet man leicht

A5 — ab — bP
ffl/xl—i—J xjdxcl‘/—— ff) b—,‘

bei dem zweiten fiihrt, wenn man zuerst in Bezug auf y
integriert, partielle Integration zum Ziele, indem man setzt:

g
y3dy=du’ Z.E_—%*iy_._:fu;
es wird nimlich
a b
B z +Va?+ o ygﬁ* at+d btd | b®
//?l' y dedy=-gl ==~ 5 110
0o 0 ‘ b9 2
@ | B2
+oot o At &

der Wert des dritten Integrals ergiebt sich aus diesem durch
Vertauschung der Buchstaben a und b.
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Setzt man die eben gefundenen drei Werte in die obige
Gleichung fiir M ein, so ergiebt sich nach entsprechender
Reduktion:

1 a b® a? b2> 5(1)2 _a+cl a® Iid>}
1y M= 15{b2+ +d<3 i) R R W i L

Fiir ein Quadrat, dessen Seite @ ist, hat man einfacher
2) M- L@+V2+51.[1+V2]).

167. Problem XVI. Die mittlere Entfernung zweier Punkte
2u finden, welche innerhalb einer beliebigen konvexen und ge-
schlossenen Kurve willliirlich angenommen werden.

Losung. Die Linge der Kurve sei L, die von ihr ein-
geschlossene Fliche J.

Geht man von einer Lage der Punkte P, ¢ aus, bei
welcher sie die Entfernung # haben, bezeichnet das Flichen-
element bei P mit d P, bei ¢ mit d¢), so ist

1) I I[ZjZPdQ,

beide Integrationen im Z#hler auf die ganze Fléiche ausgedehnt.
Andererseits ist

2z dPdQ

L
die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig gezogene Sekante
der Kurve die Punkte P, @ bei der angenommenen Lage
derselben trennt, und die vollstindige Wahrscheinlichkeit fiir
alle Lagen der Punkte P, @ lautet:

o [[zdPag
B /A
die Integrationen in derselben Weise ausgedehnt wie oben.
Durch Vergleichung von 1) und 2) ergiebt sich

2

3) W == %‘[a
durch welche Gleichung das vorliegende Problem iiber Mittel-
werte mit jenem Nr. 121 iiber Wahrscheinlichkeiten in Zu-
sammenhang gebracht ist, so dass mit dem einen auch das
andere geldst erscheint.

2)
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Fiir die in Rede stehende Wahrscheinlichkeit kann aber
noch ein anderer Ausdruck abgeleitet werden. Betrachtet
man nimlich eine besondere Lage der Sekante, welcher in
Bezug auf einen innerhalb der Kurve gewiihlten Pol die
Koordinaten p, 6 zukommen und welche die Fliche in die
Segmente X, X' zerlegt, so driickt sich die Wahrscheinlichkeit,
dass die beiden willkiirlich angenommenen Punkte auf ver-
schiedene Seiten der Sekante zu liegen kommen, wie folgt aus:
dpd XX'

B o
die vollstindige Wahrscheinlichkeit ist demnach

2 0

die Integration auf alle Sekanten der Kurve ausgedehnt:
Aus der Vergleichung von 3) und 4) folgt

5) M=}2J/22’dpdﬁ.

In Nr. 121 Gleichung «) wurde aber gefunden

1 : i
w=m!/f0 dpdﬂ,

wobei (' die Linge der auf der Sekante ausgeschnittenen
Sehne bedeutet. Dies fiihrt im Zusammenhalte mit 4) auf
die bemerkenswerte Beziehung

6) Sfcrapab =6[ 2= dpal,
welche wieder in Verbindung mit ) einen neuen Ausdruck
fiir M liefert, némlich

1 AR
7) M=g—ﬁ//0 dp do.

Als erstes Beispiel diene die mittlere Entfernung zweier
Punkte eines gleichseitigen Dreiecks. Mit Hilfe des in Nr. 123
gefundenen Wahrscheinlichkeitswertes

2

2 1

erhilt man nimlich auf Grund der Formel 3):
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3a /1 1
o= 55+ g 18)
wenn mit « die Linge der Dreiecksseite bezeichnet wird.
Als zweites Beispiel mbge die Berechnung der Wahr-

scheinlichkeit dafiir dienen, dass eine beliebig gezogene, den
Umfang eines Quadrates schneidende Gerade zwel in seiner
Fliche willkiirlich angenommene Punkte trennt. Mit Be-
nutzung von Formel 3) und des in Nr. 166 Gleichung 2)
fir M gefundenen Wertes ergiebt sich

m:3l0(2+V§+5z-[1+1/§])-

168. Theorem VI. Die mittlere Entfernung der Punkie
einer ebenen Figur von einer in ihrer Ebene angeordneten, den
Umffang der Figur wicht schneidenden Geraden ist gleich der
Entfernung des Schwerpunktes der Figur von dieser Geraden.

Beweis. Man denke sich die Figur durch gerade Linien
parallel der gegebenen Geraden in Elementarstreifen zerlegt;
ist dJ derjenige Streifen, dessen Begrenzungslinien die Ab-
stinde y und y + dy von der Geraden haben, so ist

ELE

Jfar

der verlangte Mittelwert, also, da beide Integrationen iiber
die ganze Fliche der Figur auszudehnen sind, thatsichlich
gleich dem Abstande des Schwerpunktes von der gegebenen
Geraden.

169. Problem XVII. Fine begrenzte Gerade wird will-
kiirlich in drei Teile geteilt; es ist der Mittelwert des grissten,
mattleren und kleinsten Teiles zu finden.

.
i —

Losung. Ks sei ¢ die Linge der Geraden; werden die
Teile in abnehmender Grosse mit z,y,z=a¢ — 2z —y be-
zeichnet, so ist

1) r>y>a—z—y>0.

Betrachtet man z, y als rechtwinklige Koordinaten eines
Punktes P in Bezug auf die Axen 04, OB (Fig. 89, 8. 207),
so muss sich der Punkt P, wenn x, y den Bedingungen 1)
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auf jenes Dreieck BEF beschrinken,

welches von den Geraden

Fig. 89.
O4...z=y, D e o4
BC...y=a—2—y,
BD...a—z—y= o a
gebildet wird. Dem Satze Nr. 168 zufolge 6
ist also der Mittelwert von « die Abscisse, 0 B

der Mittelwert von y die Ordinate des
Schwerpunktes dieses Dreiecks, dessen Ecken die Koordinaten

B (a,0), E(%a, %a), F(%a,%a) haben, d. h. es ist:
1( 11
M——g‘ a+ Cl—l——" )=Ea,
5 1 b5
2) M,— §<0+ e )=ﬁa,
2
Mzsza.

170. Problem XVIIL. Welchen Mittelwert hat die grisste,
beziehungsweise mittlere und Fkleinste Seite aller Dreiecke von
gegebenem Umfange?

Losung. Behidlt man die Bezeichnungen der vorigen
Nummer bei, indem jetzt o den gegebenen Umfang bedeutet,
80 kommt zu den Relationen 1) noch die weitere

2) s<y+@—z—y)

hinzu, welche in der geometrischen Interpretation (Fig. 89)
auf eine Gerade

GI...x= %
fithrt, welche mit den frither genannten das Dreieck EFG
als Gebiet derjenigen Punkte P abschliesst, deren Koordinaten
den Bedingungen 1), Nr. 169, und 2), Nr. 170, geniigen.
Demnach ist auf Grund des Satzes Nr. 168:



1( 1 1 >_16
M=z \gotzetge) =5
1/1 1 1 13
% M= 5 (5o+gatga) =g
1
M5=3‘6*a.

171. Problem XIX. Die mittlere Enifernung eines Punktes
der Kugeloberfliiche von allen Punkten innerhalb der Kugel zu
berechnen.

Losung. Man denke sich die Kugel durch Rotation
eines Halbkreises um seinen Durchmesser AB — 27 entstanden.
Sind ¢, 6 die Polarkoordinaten eines Punktes in der Halb-
kreisfliiche in Bezug auf 4 B als Polaraxe und den Punkt 4
als Pol, so beschreibt das Flichenelement odf de bei der Ro-
tation ein Raumelement 2o sin 6 . odf do = 2mwo®sin 6 df do,
dessen simtliche Punkte von 4 den Abstand ¢ besitzen.
Die verlangte mittlere Entfernung ist also

P
2 27cos B

‘ ff?n@?’smﬂdﬂdg z 5
M="2 7} =6r/cos4ﬂsm@d9,=gr.
gn'r?’ 2

172. Problem XX. Die mittlere Inifernung zweier
Punkte 2u finden, welche in dem Rawme einer gegebenen Kugel
beliebig angenommen werden.

2
Lésung.. Da (%7::7’5) die Anzahl aller Punktepaare

oder Entfernungen, so ist, wenn M den Mittelwert der
letzteren bezeichnet,

1 S — (i;)i 1 73>2M

ihre Summe. Diese Summe #ndert sich um dS, wenn der
Halbmesser der Kugel um d# zunimmt; es treten nimlich
zu S jene Entfernungen hinzu, welche den einen oder den
andern KEndpunkt in der hinzugefiigten Kugelschale haben.
Fiir ihre Summe ergiebt sich aber, wenn I/, den Mittelwert
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der Entfernungen eines Punktes der Kugeloberfliche von
allen Punkten des Kugelraumes bedeutet, der Ausdruck

2. 4m2dr. %759"3]‘[0,

so dass, wenn man fiir M, den in Nr. 171 gefundenen Wert
einsetzt:

as = §i w278 dy.
15)

Aus dieser Gleichung folgt durch Integration

r

< e, 64 2 a 6 Ja4 — 64 2 7
2) S-—?n./rdv———ggn“
0
und aus 1) und 2) ergiebt sich endlich
¥ 36 .
3) M= gg ¥

173. Theorem VII. Die mittlere Entfernung der Pumkte
eines Korpers von einer Ebene, die seine Oberfliiche wicht schneidet,

kommt gleich der IEmtfernung seines Schwerpunkies von dieser
Ebene.

Boweis. Wird némlich der Kérper durch Ebenen, welche
parallel sind der gegebenen, in unendlich déinne Schichten
zerlegt und ist dV der Inhalt jener Schichte, deren Be-
grenzungsebenen von der gegebenen Ebene die Abstdnde y
und y 4+ dy haben, so ergiebt sich fiir den verlangten Mittel-
wert der Ausdruck )

e Jyav

N de B

beide Integrationen {iiber den ganzen Kborper ausgedehnt.
Die Bedeutung von Y entspricht thatsichlich dem auf-
gestellten Satze.

174, Problem XXI. Die Mittelwerte der nach ihrer
Grisse geordmeten Seiten aller Dreiecke zu  berechmen, deren
Seiten mvischen gegebemen Grenzen a und b liegen.

Losung. Die in aufsteigender Grosse geordneten Seiten
eines der Dreiecke mbgen mit z, y, # bezeichnet werden;
alsdann sind sie an folgende Bedingungen gebunden:

Czuber, Wahracheinlichkeitsrechnung. 14

:Y

b)
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1) xz“;
2) z2<b,
3) z <y,
4) y<z,
5) s<a+y.

Werden z, y, # als rechtwinklige Raumkoordinaten eines
Punktes angesehen, so erfiillen die Punkte, welche den Be-

Fig. 90.
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dingungen 1) bis 5) geniigen, den Raum eines Pentaeders
oder Tetraeders, dessen Begrenzungsebenen durch die Be-
siehungen 1) bis D) resp. 1) bis 4) dargestellt werden,
wenn man darin das Gleichheitszeichen gelten lisst* Die
Koordinaten des Schwerpunktes dieses Korpers sind dem
Satze Nr. 173 zufolge die Mittelwerte von z,y, 2

1. Ist 6> 2a, so begrenzen die Ebenen 1) bis 5) ein
Pentaeder ABDGEF, das in Fig. 90 durch seine Projek-
tionen auf den drei Koordinatenebenen dargestellt ist und

* Vergl. Nr. 15.
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als Differenz der Tetraeder 4 BCD und EFCG angesehen
werden kann, Die Rauminhalte dieser Tetraeder sind

1
— B (b — a)’,
6) i
V' =15 (b6 — 20,

und da ihre Eckpunkte die aus der Figur leicht abzulesenden
Koordinaten

y ooz
A . b b
B b b b
Caisias @ a b
D..... @ @ @
E . p b
F.... a b—a b
& . L.oa o 2a

haben, so kommen dem Schwerpunkte des Tetraeders 4 BCD
die Koordinaten

E = “+bf;“t‘?»— 5 (3a+),
R £ Z)_Jr—b%ﬁ“a g+,
7= PERLRE et
dem Schwerpunkte des Tetraeders EFCG die Koordinaten
b (R Lt A SR Y PR T )
vy |yt @oatate c oy,
Z’=——b+b_zb+—gg=%(2a+3b)

zu. Daraus ergeben sich mit Zuziehung der Volumina 6) die
Koordinaten des Schwerpunktes des Pentaeders A BDGEF

oder die Mittelwerte der Seiten z, y,
14%
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VX-V'X'_1(3a+b)(b-0)-3(6a+b) (v-2a)°

M@)= = b0 10-20
VY-V'Y'_ 3(a+b) (b-0)*-(2a+3D) (b-2a)°
O VU= = a1 0-2ap
I VZ-V'Z'" (a+3b)(b-a)’*-+(2a+38b) (b-2a)°
@)= - (b-a)’~1(6-2a)°
Die Ausdriicke vereinfachen sich in etwas, wenn man
1~%=a, 1—gﬁ—ﬁ

setzt; sie lauten dann

M)~y LB = 1P,

T
B 185 (gt — 1B
8 My)y=p=—2F — L2 "%
) () of — 1p® !
5185 1(pt_ 1ge
M(z)=ba zﬁag_«;l(ﬁa ¥ )
2

2. Wenn b < 2a ist, so begrenzen die Ebenen 1) bis 4)
[die citierten Relationen mit dem unteren Zeichen gelesen]
das Tetraeder A BCD; die Ebene 5) geht an demselben
voriiber. Die Mittelwerte von z, y, # fallen also mit den
Werten von X, Y, Z in 7) iiberein, so dass

M) = (3a+1),
9) M) = 5 (a+1),

M(s) = 3 (a+ 3b).

Die dem Grenzfalle b = 24 entsprechenden Mittelwerte
ergeben sich sowohl aus den Formeln 8) als 9), nimlich:
10) M(z)= oo, M@=§h'M@=%h
175. Theorem VIIL. Bezeichnet V ein der Willkiir unter-

worfenes variables Gebiet (Linie, Fliche, Raum), welches von
eiem andern unveriinderlichen Gebiete A eingeschlossen wird ;
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ist M(V) der Mittelwert von V, p die totale Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass ein willkiirlich in A angenommener Punkt in das
Gebiet 'V fallt, so gilt die Beziehung:

p— Ml(XV).

Beweis. Die Werte von V7 entsprechen den Werten
oder Wertverbindungen einer stetigen Mannigfaltigkeit einer
oder mehrerer Variabeln, welche K heissen mdge. Ist dK
das an einen beliebig herausgegriffenen Wert 7 anstossende
Element dieser Mannigfaltigkeit, so ist bei diesem besonderen
Werte V' die fragliche Wahrscheinlichkeit ausgeditickt durch

aK V.
K 4
ihr vollstindiger Wert ist demnach
1 [VaK
=4 "x

die Integration iiber das ganze Wertgebiet von K ausgedehnt.

JVaK , o
Nun stellt aber T den Mittelwert von V vor, mithin
ist thatséichlich
_ M),
1 p A

Zusatz. Durch eine ihnliche Betrachtung tiberzeugt
man sich, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass » in 4
willkiirlich angenommene Punkte auch in das Gebiet J fallen,
gleichkommt M

2) T
wenn unter M (V") der Mittelwert von V™ verstanden wird.

176. Problem XXII. Auf einen gegebenen festen Kreis
wird e zweiter Kreis willkiirlich geworfen. Fs ist die mittlere
Liinge des Bogens au berechnen, welchen der zweite Kreis vom
Umfange des ersten bedeckt.

Losung. Bs sei O (Fig. 91, 8. 214) der Mittelpunkt,
R der Halbmesser des festen, @ der Mittelpunkt des beweg-
lichen Kreises, r sein Halbmesser; dann ist ACB =s der

=
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Bogen, der durch den zweiten Kreis bedeckt wird. Ein solcher
Bogen ergiebt sich

1. bei r < R nur dann, wenn @ in einen Kreisring fillt,
welcher durch zwei aus O mit den Halbmessern R + » und
R — r beschriebene Kreise begrenzt wird;
2. bei » > R, wenn  in einen aus O
mit dem Halbmesser R 4~ » beschrie-
benen Kreis fillt (hier wird in einer
Gruppe von Fillen der ganze Umfang
des festen Kreises gedeckt).

Denkt man sich auf dem Umfange
des festen Kreises einen Punkt P
willkiirlich angenommen, so ist dem
Satze Nr. 175 zufolge

Fig. 91.

M(s)
k) P=oxR
die totale Wahrscheinlichkeit dafiir, der Punkt P werde auf
den Bogen s fallen.

Das eben erwihnte Kreignis ist aber identisch mit
einem anderen, darin bestehend, dass, nachdem P bereits
angenommen worden, der Mittelpunkt ¢ des geworfenen
Kreises in eine Entfernung von P fillt, welche kleiner ist
als 7; bei dieser Auffassung ergiebt sich fiir p der Ausdruck

1. bei » < R:

2) B wr? 7
PB4y — (B —rp} 4R
2. bei r > R:
, _ 7!7‘2 B r 2
2) 1’_ﬂ(R+a~)2—<R+r>'

Durch Gleichsetzung der Ausdriicke 1) und 2), resp 1)
und 2') ergiebt sich der verlangte Mittelwert

3) M(s) =“—2’" fir r < R,

also unabhiingig von der Grosse des festen Kreises,

¥ 2
4) M) =25 B (5 - )t >k
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177, Problem XXIII. In einer begrenzten Geraden vom
der Linge a werden zwei Punkte willkiirlich angenommen; es
ist der DMitlelwert der nt™ Potenz ihrer Entfernung zu finden.

Losung. X, Y seien die beiden Punkte; ihre Entfernung
heisse 2. Man denke sich n weitere Punkte in der Geraden
angenommen; die Wahrscheinlichkeit, dass sie simtlich in
die Strecke XY fallen, ist der Gleichung 2), Nr. 175, zu-
folge gleich

M (2m)
1) p= 2.

Andererseits aber ist p die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass von den (n 4 2) (» +1) mbglichen Anordnungen der
(n + 2) Punkte eine eintrifft, in welcher X, ¥ die beiden
dussersten Punkte sind, und da es solcher Anordnungen
zwel giebt, so ist

) -2
» n+2)(n+1)
Aus der Vergleichung von 1) und 2) folgt
2am

Y SRR Ioe)

So ergiebt sich beispielsweise I (2) =% iibereinstimmend
2

mit Nr. 154, M (%) =%, u. s w.

178. Problem XXIV. Den Mittelwert des Quadrates der
in  beliebiger Richtung gemessenen Entfernung eines Punktes
inmerhalb einer geschlossenen konvexen Kurve von dieser zu
berechnen.

Losung. Ist ¢ die unter der Neigung 6 (gegen eine
feste Gerade) gemessene Entfernung, so ist

2n
S df
0

= 2x

da aber f-gzdﬂ = 2J, wenn J der Inhalt der Kurve, so ist
0
der verlangte Mittelwert
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ﬂ[=£
7

)

oder gleich dem Quadrate des Halbmessers jenes Kreises,
der mit der Kurve gleichen Flicheninhalt besitzt, wo auch
der Ausgangspunkt der Emtfernungen liegen mag.

Daraus folgt unmittelbar, dass die mittlere Fliche der
Kreise, welche mit den hier betrachteten Entfernungen als
Halbmesser beschrieben werden, dem Inhalte der gegebenen
Kurve gleichkommt.

179. Problem XXV. Fs ist der Mittelwert der Quadrate
der Entfernungen aller Punkte einer beliebig begrenzten ebenen
Figur von einem gegebenen Punkie ihrer FEbene zu finden.

Losung., Ist dJ ein Element der gegebenen Figur, ¢
seine Entfernung von dem gegebenen Punkte, so ist

f o¥dJ

J
die Integration iiber die ganze I'igur ausgedehnt. Bezeichnet
» den Trigheitshalbmesser derselben in Bezug auf eine zu
ihrer Ebene normale, durch den gegebenen Punkt gehende
Axe, %, die analoge Grisse bezogen auf den Schwerpunkt
der Figur, endlich 4 die Entfernung der eben erwihnten
zwei Punkte, so schreibt sich Gleichung 1) in der’ Form

2) M == n?+ 42

180. Problem XXVI. [In jedem wvon zwei beliebig be-
grenzten Teilen einer Ebene wird ein Punkt willkiirlich ange-
nommen; das mitilere Quadrat der Ewntfernung, dieser Punlte
2w berechnen.
Losung. Die Inhalte der beiden Figuren mogen mit

Jy, Jp, ihre auf die respektiven Schwerpunkte bezogenen
Triigheitshalbmesser mit «,, x,, die Entfernung der Schwer-
punkte mit 4 bezeichnet werden. Hilt man den einen der be-
liebigen Punkte fest, z. B. P in Jj, und bezeichnet mit ¢ seine
Entfernung vom Schwerpunkte der Figur J,, so ist das mittlere
Quadrat seiner Entfernung von J, nach Gleichung 2), Nr. 179:

1) i = ”22 P 927
demnach der verlangte Mittelwert

1) =
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f wdd,
Ji
die Integration tiber J, ausgedehnt. Fiihrt man fiir g den

Wert aus Gleichung 1) ein, so wird:

w2dd, + [o2dl, 0tdd.
f2 1 f@ 1=x22+&=%2+x22+42_
Jy J;

181. Problem XXVIL. Das mittlere Quadrat der Ent-
fernung zweier Punkte zu finden, welche in einer beliebig. be-
grenzten cbenen Figur willkiirlich angenommen werden.

M=

?

9 M—

Losung. Die Aufgabe ergiebt sich aus der vorhergehen-
den, wenn man dort die beiden Figuren J|, J, als kongruent
voraussetzt und zusammenfallen lasst. Es ist dann %, = %, =
und 4 =0, daher der Gleichung 2) zufolge

M = 242

So ist beispielsweise das mittlere Quadrat der Entfernung
zweier Punkte in der Fliche eines Kreises vom Halbmesser »
gleich W —

182. Problem XXVIIL. Den mittleren Flicheninhalt
eines sphérischen Dreiecks 2w finden.

Losung. Hilt man einen Scheitel des Dreiecks ABC,
z. B. A, und den Winkel & an diesem Scheitel fest, so ent-
spricht jedem Dreiecke ABC ein Dreieck 4'BC, und die
Summe beider ist das Zweieck ABA'CA. Da aber der
Mittelwert von 4 BC offenbar derselbe ist wie der von 4'BC,
so betrigt jeder die Hilfte des Zweiecks. Aus dieser Be-
trachtung folgt der verlangte Mittelwert

[1ABACA .de  [1Pada
0

0 2
M= — = =5 @
e 7 2 !

d. i. gleich dem achten Teile der Kugelfliche oder dem In-
halte des dreifach rechtwinkligen Dreiecks.

Zusatz. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass
vier auf einer Kugelfliche willkiirlich angenommene Punkte
auf derselben Halbkugel liegen?
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Verbindet man drei der Punkte, z. B. 4, B, C durch ein
Dreieck, so liegt der vierte, D, mit diesen drei nur dann auf
einerlei Halbkugel, wenn er nicht in das Gegendreieck von 4 BC
fallt. Da nun der Mittelwert dieses Dreiecks + O betrigt,
wenn O die Oberfliche der Kugel ist, so hat man dem Satze

Nr. 175 zufolge Lo 1

r=l-"G—g

183. Problem XXIX. Die mittlere Fliche der Kreise zu
finden, welche den Umjfang eines gegebenen einem I(reise wm~
schriebenen Polygons bertihren.

Losung. Die Seiten AB, BC, CD, ... des Polygons
(Fig. 92) mbgen mit a,b,c..., der Halbmesser des ein-
Fig. 92. geschriebenen Kreises mit » bezeich-

net werden; sein Mittelpunkt liege
in 0. Verbindet man die Endpunkte
einer Seite, z. B. AB, mit O, zieht
MN im Abstande RS = z parallel
zu ADB, so wird die Summe der In-
halte aller Kreise vom Halbmesser z,
welche die Seite 4B beriihren, aus-

gedriickt durch xa. MN . dz,
d. i weil MN—""Za, gleich
o

Ta 2} (r — x)duz;

daraus ergiebt sich die Summe der Flichen aller die Seite 41
beriihrenden Kreise gleich

r

Ta (o, _ 1 g
rfx(r z)dz 19 T ar’;

0

auf den ganzen Umfang des Polygons ausgedehnt giebt dies
~1—m'3(a—l-b+'c+...)
und da die Anzahl aller Kreise durch die Fliche des Polygons,

d. 1. durch —9 (@4+b+c+...) ausgedriickt wird, so ist der
gesuchte Mlttelwert
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1
M= aa”j’

oder gleich dem sechsten Teile der Fléiche des dem Polygon
eingeschriebenen Kreises.

184. Problem XXX. Die mittlere I'liche der Kreise
2u finden, welche einem gegebenen, einem Kreise wmschriebenen
Polygon eingezeichnet werden Ekinnen.

Losung. Die Mittelpunkte aller dem Polygon ABC...
(Fig. 92) eingezeichneten Kreise, deren Halbmesser x ist,
fallen in ein Polygon MNP..., dessen Seiten den Seiten des ge-
gebenen Polygons parallel sind im Abstande RS =x; da dieses

Polygon dem gegebenen #hnlich ist, so ist g (@+b+c+...)
A2
< ; x) sein Inhalt und der verlangte Mittelwert

%(a—}—b—}—c—}—...)/x?(r—x)?dx
M= . = —mr

1 4 10
—2—;(a+b+c+...)p/7(¢—x)2da;
0

185. Problem XXXI. Den mittleren Flicheninhalt der
TFusspunkthkurve einer gegebenen kon- Tig. 95,
vexen geschlossenen Kurve in Be-
zug auf einen beliebigen Punlt
ihrer Fliiche als Pol zu finden. / »
Losung. In Fig. 93 sei C /(1

7|

die gegebene Kurve, S der Schwer-

punkt, & der Inhalt der durch 5 = 4
sie begrenzten Fliche, P der
willkiirlich angenommene Punkt;

x, y sind seine Koordinaten in
Bezug auf ein durch S als Ur-
sprung gelegtes rechtwinkliges Axenkreuz. Bezeichnet V7 den
Inhalt der auf P bezogenen Fusspunktkurve von C, so ist
der gesuchte Mittelwert

1
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Betrachtet man eine beliebige Tangente von C, z B.
TT', fillt zu ihr aus P und S die Lote PD = ¢ und SB
— 7, so erscheinen diese als Radienvektoren der auf P und
S bezogenen Fusspunktkurven von C. Ist Winkel XSB = g,

go hat man
1
V= —2‘/ 92dq)7
0

oder wegen o = r — zcosg — ysing auch
27 '?n 2
V=% rzdt;o—l—%‘/ (xCOSq)—!-ysmcp)zdq)-/r(xcosq>+ysz'nqa)dq)
0

0
2

=%f

0

2

0
b4 727!
2d¢+%n(x2+y2)—/;(xcos¢p + ysin@)dep.
0o

Der erste Teil der rechten Seite driickt den Flichen-
inhalt der zum Schwerpunkte S als Pol gehdrigen Fusspunkt-
kurve von C aus; bezeichnet man diesen mit J, so ergiebt
sich durch Einsetzung des Wertes fiir V in die Gleichung 1):

M=J+-2—% f/(:c%y"’)dxdy—%/f/ﬂwcosqa+ysincp)dxdydtp.
L L A L ] (E)

Nun aber reprisentiert das Doppelintegral des zweiten
Gliedes das Trigheitsmoment der Fliche von O in Bezug
auf eine durch S gehende, zur Ebene von (U normal gerich-
tete Axe; wird der zugehorige Trigheitshalbmesser mit x
bezeichnet, so ist

3 ./‘f(fo}— y)drdy = Qx2

das Integral im dritten Gliede verschwindet, weil bei dem
gewihlten Axenkreuz

4) f'/':cdxdy=‘/:/‘yd;1)dy=0

1st. Setzt man die Werte aus 3) und 4) in 2) ein, so wird
schliesslich



{
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1
b) M—=J+ 5 nx

d. h. der Mittelwert der Flicheninhalte aller Fusspunktkurven
kommt gleich dem Inhalte der auf den Schwerpunkt bezo-
genen Fusspunktkurve vermehrt um die halbe Fliche eines
Kreises, welcher den zum Schwerpunkte gehdrigen Triigheits-
halbmesser zum Radius hat.

Ist die gegebene Kurve ein Kreis vom Halbmesser 7,
so ist 1

= 2 a2 a2
J=mr? =50

<

daher M = %m&.

Fiir eine Ellipse mit den Halbaxen a, b findet man nach
einfacher Rechnung

T= (@4 W), W= 1@+,
und daraus M = % x (a® 4 b2).

186. Problem XXXII. Den mittleren IFldcheninhalt
aller Dreiecke von gegebenem Umfang und gegebener Basis
2u berechnen.

Losung. Wird die Basis mit ¢, die Summe der beiden
andern Seiten mit b, eine dieser Seiten mit 2 bezeichnet,
so ist der Inhalt des Dreiecks gleich

UL (550-0) (t302) (G5 Py -t -2

und sein Mittelwert, da  an die Bedingungen
at+z>b—2z, a4+b—z>zx

gebunden ist:
bt+a

F0 = [ 1o = @ —207)

M= z = —ma YV — a’

1
2

dx

1
2

3
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187. Problem XXXIII. Den mittleren Inhalt aller
Dreiecke von gegebenem Umfange zu finden. .

Lsung. Bezeichnet man den gegebenen Umfang mit
2s, zwei der Seiten mit z, y, so ist der Inhalt des Dreiecks
ausgedriickt durch )

56— 26— )@ +y— )%
da nun z,y unter der Voraussetzung z > y an die Bedingungen
z+y>s, x<s
gebunden sind, so ist der verlangte Mittelwert

f .f{s(s_”)(s -ty S)}% dydz

M=‘ 0 s—y
[ Jaydz
. 0 s—y
2 i :
zgﬁf{s@—y)}“’yfw(y‘—s)+(28—szdx
0 , s—y
g &, 1y
=?f{s(s-y)}2%dy!/ =L
; S Vsi=9FEs—ne—w

' yz{S(s——y)}%d'L _ T 22 22,2 7 i 2
452 T AS — 252z z=m(2s).
0

; .36
BEs sind dies g5 vom Inhalte jenes Kreises, welcher dem

gleichseitigen unter den Dreiecken eingeschrieben ist.
18.8. Problem XXXIV. Die mittlere Fliche jenes Drei-
Fig. 94. eck.s 2u finden, welches von einem gegebenen
gleichseitigen durch eime willkiirlich gezogene
Gerade abgeschnitten wird.

Lésung. Ist ABC (Fig. 94) das ge-
ge]li)ene Dreieck, s die Linge einer Seite des-
. selben, EF die willkiirlich gezo Gr

: . gene Gerade
fl{l:; d(;a'n auf 4 und eine zu 4 B senkrechte Axe 4X bezogenen
rdinaten p, 0, 7 der Inhalt des Dreiecks 4 EF so hat man

1) M_fdep a6 ,

B 7fdp a0
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Wird 4 F = » gesetzt, so ist

_ aPsimimsin® V3 sind

C 2sin(m+0)  4dsin(im+0)
p==xsinb, dp = dz sin 0

setzt man diese Werte in Gleichung 1) ein und beschrinkt im
Hinblick auf die Regelmissigkeit der Figur die Integration
in Bezug auf 0 auf das Intervall O bis 1=, so ergiebt sich

22 V3 sin? 6
//4321@(3n+6) il

Q]Ff sin® 6.
sin(+m 4+ 6)
ffdxsmﬁdﬂ

¢ 0

Bei dem tibrigbleibenden Integral fiihrt die Substitution
Fm+ 0 =9 zum Ziele; man erhilt

1

3

721 371
sin? 6 sin®(o-1 B 7; 1 V3 5 g}f?ﬂ}
fsm(—n+6) df / sn«‘) ﬁi/ 45“”} 1 {H—Z sin &
% z,
V3 11
1 5
={——4~cos&— e smﬁ—}——l z‘anggﬂ} Z(Sl-3—2).

eofm
A

Mithin ist schliesslich

2) M—SV?’ (81-3 —2).

189. Problem XXXV. In der Fliche eines gegebenen
Dreiecks werden zwei Punkte willkiivlich angenommen und
durch eine Gerade verbunden. Den mittleren Inhalt des
grisseren der beiden Teile zu finden, in welche das Dreieck
durch diese Gerade zerlegt wird,

Losung. Es sei ABC (Fig. 95, S. 224) das Dreieck,
a, b, ¢ seine Seiten, D der Mittelpunkt von BC, Winkel
CAD = a; P, Q mdgen die beliebig angenommenen Punkte
und EF ihre Verbindungslinie sein. Wir setzen
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LOEF =0, CE=2z, EP=y, PQ=z EF—y,
betrachten zuniichst P als fest und beschrinken ¢ auf das
Element 2d0dz zwischen den Geraden EPF und E'PF’
deren gegenseitige Neigung d6 ist.
Heisst der Inhalt des grosseren
Teiles von ABC w, so ist

Y
1) d@fwz dz
0

die Summe der w fiir alle Lagen

von @ in EPE'. Einer Anderung
» von z um dx und y um dy ent-
- spricht ein Element der Dreiecks-
fliche bei P von der Grosse sinfl dudy; folglich erhélt man
fiir die Summe der w fiir alle Lagen von P in dem Element
EE"F"F den Ausdruck

¥y
2) sin6do dxffwdyzdz,
00

welcher Ausdruck zu verdoppeln ist, da P und @ vertauscht
werden konnen.

Wenn nun
4ABC="1, 4CEF=v
gesetzt wird, so ist 1) w =1 — v, wenn 0 zwischen den
Grenzen O und « und # zwischen O und b bleibt. Liegt da-
gegen 6 zwischen den Grenzen « und 4, so ist 2) w =1—v,
solange z zwischen O und jenem Werte x liegt, fiir welchen

v = wird, dagegen 3) w — v, wenn  zwischen 2’ und b

sich bewegt. Der vollstindige Ausdruck fiir die Summe der
w auf dem bezeichneten Wertgebiete von « und 0 ist also

24

2f

0
4 Yy o b

+ 2fsin6d6ffdyzdz{./‘(l —v)dz + fvdw}
o 00 0 :'c

@ b 4 il b
1 N ] .
=§//(1-v)sinﬂclﬂy’3dx+%/ { /(l-v)ymdx—(—/;)y"”’dx
C6 0 & 0 &

x

by y
ff(l —v)sinf di dz dy z dz
0 0 '

0

sinf df.
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Nun ist _ @sinCsinb
- 2sm(C+0)
b%sin Csin 0
404G —u=2EIE, 46,

_xsinCsinfdx
~ sm(C+0)
_ W*sin?Cdf
" 252 (C+0)
, xsinC

= sin(C + 0)

daraus ergiebt sich-
4) sinfdby®de =2 -dudv

Durch Einsetzung des Wertes aus 4) in den Ausdruck 3)
werden die Variablen 6, z, auf welche die Integration noch
auszudehnen ist, durch neue, u, v, ersetzt. Und da den
Werten 0, a, 4 von 6 die Werte 0,1,1 von w, ferner den
Werten 0,2',b von « die Werte 0, 3, von v entsprechen,
s0 verwandelt sich der Ausdruck’ 3) in den folgenden:

/ﬁl v)ulduvdv+z f(/(l v)vdw—l—ﬁmvluldu

/(3 2@b)udu+ (1,0‘1—1-8u2)du=-77—2+g%l-2.

0 1
L
Solecher von den Winkeln und Seiten des Dreiecks un-
abhéingiger Ausdriicke ergeben sich noch fiinf, weil, um alle
Fille zu erschopfen, jede Seite mit den beiden an ihr liegenden
Winkeln in der eben vorgefiihrten Weise zu kombinieren ist.
Mithin ist der verlangte Mittelwert, wenn — wie voraus-
gesetzt worden — die IFliche des Dreiecks ABC als Ein-
heit angenommen wird, so dass duch die Anzahl der Punkte-
paare P, @ durch 1 ausgedriickt wird:
71

6) M=t gl-2

(Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung.

5)

15
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190. Problem XXXVI. In der Fliche eines gegebenen
Kreises werden swei Punkte willkiirlich angenommen und durch
dieselben Kreise -gelegt, welche den Umjfang des gegebenen be-
riihren; es ist die mittlere Fliche all dieser Kreise zu berechnen.

Lésung. In Fig. 96 ist O der
Mittelpunkt des gegebenen Kreises
vom Halbmesser a, P, ¢ ein Paar
beliebig angenommener Punkte. Um
sie festzulegen, verbinde man P mit O
und @ und setze

OP=az, PQ=ay, LOPQ=q.
Ist O der Mittelpunkt eines Kreises,
der durch P und @ geht und den
gegebenen Kreis beriihrt, » sein Halbmesser, so ist
0C' =(a— )= 0P + PC"—20P. PC cos OPC
= a?2? + 12— 2arzcos (p — CPD);
16st man cos (p — CPD) auf und beachtet, dass » cos CPD

5 1
= % ay, folglich sin CPD = %(W — i—aggﬁ)g ist, so ergiebt

sich zur Bestimmung von » die Gleichung

Fig. 96.

_ 1
(@ — )= a2+’ — aPxycosp — 2axsing (rg — %(ﬂy?)z,
welche geordnet und mit Benutzung der Abkiirzungen
1) Xi=1—a?sin’p, m?=1—z?
lautet:
2) 4 X% -da(mP+ay cos@)r+a® (m*+2mEay cos g +22y?) =0.
Die Wurzeln 7, #, dieser Gleichung sind die Halbmesser
der beiden Kreise, welche durch P, ¢ gehen und den ge-
gebenen Kreis beriihren; die Summe der Flicheninhalte dieser
zwei Kreise ist
7 (r + %) =m (1, +75)" - 20y 7]
_ [#Ptaycosp)® a*(m*+2mPzy cosp+ady?
- [ X+ 2% )] "7
Wird zuntichst der Punkt P festgehalten, so ist das
Element der Kreisfliche bei @ ausgedriickt durch ay dod(ay)
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= a’ydy dp; erteilt man sodann dem Punkte P alle Lagen
innerhalb des zugehdrigen Flichenelementes, bestehend in
einem Kreisringe mit den Radien az und az + d(az) und
daher gleich 2ma®z dx, so erhilt man als Mittelwert der
Flichen der beschriebenen Kreise, da ihre Anzahl 2n2at ist:

=2n—12'a4/f/n(r12+r22)w2yd@/dw-2na2xdw=f/wadxydydm-

Es handelt sich nun um die Ermittelung der Integrations-
grenzen.

1. Die Grenzen von ¥ sind O und P_aE; fiir letztere Grenze

ergiebt sich aus der Gleichung (s. 4 OPE)

@*=a*2?+ PE*—2qx . PE . cos g
der Wert

=z cosp+Vatcos’ @ +1-a2=xcosp+Y1-22sin® =X+ cosg.

Addiert man zu dem Ergebnis dieser Integration das
Resultat der Substitution von = — ¢ fiir ¢, so braucht man

2. die Integration in Bezug auf ¢ nur auf das Inter-

vall von 0 bis = auszudehnen, um alle Fille zu erschopfen,

2
wo @ tber AB liegt. Die Einbeziehung der Fille, wo ¢

unter AB liegt, geschieht einfach durch Verdoppelung.

3. Die Grenzen von OP endlich sind O und @, daher
die Grenzen von «...0 und 1.
Demnach ist

2
2 X+ a2cos @

5) ZII—9fxd%fd¢{ijdJ+S(W—q3)}

Zunichst hat man
(+ 2 cosp

2
Vydy= l4{ 5 (X+zcosp)+ w(X+xcos<p)3 ‘P(X+xcosqj)4}r

a’’ (m* o, 2mPzcosp
—W{g(X-kxcosrp) + 3
daraus ergiebt sich, wenn man gleichzeitig fiir 2° cos® @ den

aus Gleichung 1) resultierenden Wert X?— m® substituiert:
15%

2
(X+xcosq))3+?—;—(X,+ xcos«p)“};
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X+ @ cosgp
nydy+S(vr~¢)
X4{ A (2 X3 m2)+4’” (A2 (K= %) 4 (B8 X2mit-+ ) (X~
mt(2X2- m2)+ M X m) (KO- ")+ L e xe- Xt mt) (X2-m)
(B—m*)m*  mb :I
12X2 T B6X*

Durch Einfihrung dieses Ausdruckes in die Gleichung 5)
wird weiter

5

— & [%(3—m2)X2—§(2—m2)m2——

77
? .
‘ 2 5-m¥)m* mb 7
6) M~2afxdx/ § m2)X2 (2 m?)m? (——]QXZ o xi d
Darin ist
7
2
27 T T, T 2\.
7 !/"qu7—2 495 4(1—i—m),
0

ferner wird mit z cos ¢ = u:

T

2 z
8) dp du _ =,
‘ X (1—w)Ya?—u? 2m’
0

mit derselben Substltutlon ergiebt sich zuniichst

2 x
do =/ du
X4 {1 u2)2]/m2 -
= )

und wenn man weiter

— v setzt, so erhilt man:

i
Va?— u

2 w
9 dp _ (1+vz)dv d YAy = + 5
X* (1+m?o2)? 02)2 (1+m2'02) (A+m®?)?  dm ' 4md
0 0 0

Nach Einsetzung der Werte aus 7), 8), 9) in die Gleich-
ung 6) erhilt man endlich:
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1 1
— 2
10) ﬁ[=na2f(1 —%mf">xdx= %magf’(hél/ﬁ)dz;———g na?,

0 Q-
d. i. zwei Fiinftel der Fliche des gegebenen Kreises.

191. Problem XXXVII. Einem gegebenen Polygon wird
e zweites von gleicher Seitenzahl in der Weise eingeschrieben,
dass die Ecken des letzteren in den Seiten des ersteren einzeln
willkiirlich angenommen werden; es ist die mittlere Fliiche des
eingeschriebenen Polygons zu berechnen.

Losung. ABCDE (Fig. 97) sei das gegebene, PQRST
das eingezeichnete Polygon. Betrachtet man nur den Punkt P
als beliebig, die vier anderen als fest,
so ist von dem Polygon PQRST nur
das Dreieck 7'Q P verinderlich, und
da dieses seine mittlere Fliche er-
langt, wenn P in den Mittelpunkt
(Schwerpunkt, s. Nr. 149 Theor.I) F
von AB fillt, so reprisentiert FQRST
die mittlere Fliche von PQRST, so-
lange nur P beliebig ist.

Betrachtet man an F@QRST nur @ als willkiirlich, so
ist nur das Dreieck FR® verinderlich und erlangt seine
mittlere Fliche, wenn- ¢ in den Mittelpunkt G' von B( fillt;
folglich ist F'G RST die mittlere Fliche von PQRST, wenn
bloss P und @ beliebig sind u. s. w.

Durch Fortsetzung dieses Raisonnements gelangt man zu
dem Resultate, dass der mittlere Inhalt des Polygons PQRS T,
wenn alle Hcken desselben willkiirlich in den betreffenden
Seiten angenommen werden, gleich ist dem Inhalte des
Polygons I'G HJ K, dessen HEcken in den Mittelpunkten von
AB, BC,... liegen.

Fiir das Dreieck ist hiernach M = %J, fiir jedes Vier-

1 ; . 7
eck M= 5 J, fiir ein regelmissiges n-HEck M = cos® = J,

wenn J in allen angefiihrten Fillen den Inhalt des gegebenen
Polygons bedeutet.
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192. Problem XXXVIIL. Die muttlere Fliche enes
Sechseckes zu finden, dessen Ecken in den Seiten eines gegebenen
Dreiecks, je zwei auf jeder Seite, willkiirlich angenommen werden.

Losung. Werden nur die Punkte P, @)
(Fig. 98) als beliebig angesehen, die vier
andern festgehalten, so ist nur das Vier-
eck RUP() verinderlich und seine Fliche
erlangt thren Mittelwert, wenn die Punkte
P, Q die Seite BC in drei gleiche Teile
teilen; denn fiir jede Lage von ¢ nimmft.
das Dreieck R U P seine mittlere Fliche
an, wenn P in die Mitte von B¢ fillt, und fiir jede Lage
von P erlangt das Dreieck RPQ seine mittlere Fliche, wenn
@ in den Mittelpunkt von PO fillt; folglich tritt der Mittel-
wert beider Dreiecke zugleich oder des durch sie gebildeten
Vierecks ein, wenn P, die Seite BC in drei gleiche Teile teilen.

Durch Fortsetzung dieser Betrachtung wird man zu dem
Resultate gefithrt, dass die mittlere Fliche von PQRSTU
durch jenes Sechseck vorgestellt wird, dessen Ecken die
Seiten des gegebenen Dreiecks in je drei gleiche Teile teilen;
folglich ist 9
M= 5 4 ABC.

193. Problem XXXIX. Im Umfange eines gegebenen
Kreises werden drei Punkte willkiirlich angenomnen; es ist
der mittlere Flicheninhalt des Dreiecks zu finden, welches diese
Punkte verbindet.

Losung. Einer von den drei Punkten P, @, R, z. B. P
Pig. 99. (Fig. 99) kann fest bleiben; den zweiten
Punkt, ¢, betrachten wir vorliufig auch als
unverinderlich und setzen 0.4 = », Winkel
APQ = . Der mittlere Inhalt aller Drei-
4 ecke PQR, deren dritte Ecke R auf dem
Bogen PR angenommen wird, ist dann
gleich dem Inhalte des Dreiecks P@S,
dessen Scheitel S mit dem Schwerpunkte

des Bogens PR zusammenfillt, und die Summe dieser
Dreiecke ist
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2 =APQS.arc PRQ=PM.MS .arc PRQ,
oder, da

_ . PQ
- arc PRQ)
MS =08 —rsing,
1) 2 =1r3cosp(2cosp — (w — 2¢) sin @).

Die Summe der Dreiecke PQR, deren dritte HEcke R
auf den Bogen PR'Q fillt, ergiebt sich hieraus, indem man
@ durch — @ ersetzt, und lautet demnach

2) Zy=1r3cosp (2 cosp + (m + 2¢) sinp),
so dass die Summe aller Dreiecke PQR bei festbleibendem
@ gleichkommt
3) Z =413 cos g (cos @ + @ sin ).
Daraus erhilt man den verlangten Mittelwert

b
2

ff rd (29) @

2 272 . 3 9
4) M=W—=?ﬁosq)(cosw+(psmqy)dtp=ﬂr.

ro| §

194. Problem XL. Im Umfange eines gegebenen Kreises
werden vier Punkte willkiirlich angenommen und 2w einem kon-
vexen Viereck verbumden; den wmittleren Flicheninhalt dieses
Vierécks zu finden.

Lésung. Durch analoge Betrachtungen wie bei Liosung
der vorangehenden Aufgabe findet man fiir Fig. 100,
die Summe der Vierecke PRQT bei fest- R
stehendem @ (Fig. 100) den Ausdruck 7 & ™3 N

X =PSQS' . ar¢c PRQ.arc PTH, .
wobei S,8' die Schwerpunkte der Bogen i\ -
PRQ, PTQ sind.

Durch weitere Ausrechnung ergiebt sich /i

>=PM.SS .arcPRQ.arcPTQ

.PQ r.PQ ) .
= LarcPTQ=4
—Mosq3< o PRO ™ arc PTO arc PRQ .ar¢c PTQ=4mr* cos p,
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und daraus der verlangte Mittelwert mit Ricksicht auf den
Umstand, dass die Punkte B, ¢, T’ auf sechs Arten vertauscht

werden konnen:

Z,
9 F
6[zra@y) g .
— 3 672 [/
M=—W= 7':2‘/0082(}.7 d(p-=;’l’2,

4

2

also doppelt so gross als der Mittelwert des Dreieckes in
Nr. 193.

195. Problem XLI. Aus einem in der Fliche emes ge-
gebenen  Dreiecks  willkiirlich angenommenen Punkte werden
Fig. 101. Parallele zu zwei Seiten bis an die

dritte Seite gesogen.  Die mittlere
Fliiche des so gebildeten Dreiecks 2u
finden.

P Losung. Ist ABC (Fig. 101)
7 ﬁ das gegebene Dreieck, P der will-
' kiirlich angenommene Punkt, CF = h,

TFoe § P PG =y, so ist

2
ADEP=Y 4 4BC;
h?

da aber der Mittelwert von y* gleichkommt

14 h

fyZHKdy, fygh;ycdy
0 0

_ _=
A
2 2
so ist der Mittelwert des Dreiecks DEP gleich
1
iy A4 ABC.

196, Problem XLII. Durch einen in der Fliche eines
gegebenen Dreiecks beliebig angenommenen Punlt werden Parallele
2w den Seiten des Dreiecks gezogen und ihve Endpunkte zu einem
Sechseck verbunden, dessen mittlere Fliche nun zu bestimmen ist.
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Losung. Kin Blick auf Figur 102 lehrt, dass der
doppelte Inhalt des Sechsecks GDJFEH gleich ist dem
gegebenen Dreieck 4 BC, vermehrt um die Summe der Drei-
ecke GDP, JFP, EHP; da nun die mittlere Fliiche jedes

dieser Dreiecke é— des gegebenen Drei- Fig. 102.
ecks ausmacht (s. Nr. 195), so ist
2M=A4ABCH+ 3 '%ZiABO,
woraus o
M—=744BC
folgt.

197, Theorem IX. Der mittlere Inhalt eines Dreiecks,
das einen belicbigen Punkt eimer beliebig begrenszten ebenen
Figur mit zwei festen Punkten einer Geraden verbindet, welche
in der Ebene der Figur liegt ohme deren Umfang zu schneiden,
ist gleich dem Inhalte jenes Dreiecks, welches den Schwerpunkt
der Figur mit den festen Pumkten verbindet.

Beweis. Dieser Satz ist eine Folgerung des Theorems
Nr. 168.

198. Problem XLIII. In der Fliche eines Dreiecks
wird ein Punkt willkiirlich angerommen wnd mit den drei Eck-
punkten verbunden; es ist der mittlere Inhalt des grossten, be-
ziehungsweise mittleren und Fkleinsten der drei Teile zu finden,
an welche das gegebene Dreieck zerlegt wird.

1. Lésung. Ist ABC (Fig. 103) das gegebene Dreieck,
S sein Schwerpunkt, P der willkiirlich o

. Fig. 103.
angenommene Punkt, so wird das iiber e
AB stehende Dreieck 4B P das grosste
sein, wenn P in das Viereck ESDC
fallt; seinen mittleren Inhalt erlangt es
daher, wenn (s. Nr. 197) P mit dem
Schwerpunkte des Vierecks ESDC oder 4% B
eines der Dreiecke ESC, DSC zusam
menfillt, weil alle drei genannten Schwerpunkte auf einer
Parallelen zu AB liegen. Mithin ist

B

1 11
ﬂ[9=%AB-%<C’F+—é—OF+ gGF)=1—84ABC’-
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Durch #hnliche Betrachtungen erkennt man, dass der
Mittelwert des iiber A B ruhenden Dreiecks von mittlerer
resp. kleinster Grosse dann eintreten wird, wenn der Punkt P
mit dem Schwerpunkte eines der Dreiecke ASE, BSD resp.
mit dem Schwerpunkte des Dreiecks A BS zusammenfallt.

Demnach ist

Jl[m—%AB 3( CF + — cr) AABC

1 1 < ) 2
Mk=§AB-§ gOF 1SAABC
9, Losung. Bezeichnet man die Abstéinde des Punktes P
von den Seiten BC =a, 04 =05, AB =c¢ der Reihe nach
mit z, y, z, die diesen Seiten entspiechenden Hohen des
Dreiecks mit hy, hy, hy, den Inhalt von 4B C mit 4, so gelten

die Beziehungen
ar+by+cz=24,

ahy=bhy=chy= 24,
aus welchen die neue Relation
v YL 7
RS
folgt. Bezeichnet wan die drei Quotienten links mit & 7, ¢,
so liegt die Aufgabe vor: den Mittelwert des grossten, mitt-
leren und kleinsten Teiles der willkiirlich in drei Teile zer-

legten Einheit zu finden. Ist £ der grosste, { der kleinste
Teil, so ist Nr. 169 zufolge

e 5} z 2
M= E ,4)__ - _)2_
(&) M(kl) ,M() M(] = M@ M(hg &
mithin wie oben:
a 1la, 11 b 5t 5
M (Ge) - 182~ 189 M<6y> 153" =154
¢ 2 ¢ 2
M<§ > ok~ 137

199. Theorem X. Wird in jeder von drei beliebig be-
grenzten, in derselben Ebene liegenden Figuren, deren Umfiinge
durch eine Gerade wicht zugleich geschwitten werden kinnen,
eim Punkt willliiirlich angenommen, so ist der mittlere Inhalt
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des durch diese drei Punkte bestimmten Dreiecks gleich dem Inhalte
Jewes Dreiecks, welches die Schwerpunkte der Figuren verbindet.

Beweis. 4, 4,, 4; (Fig. 104) sind die drei Figuren,
S, S;, Sy ihre Schwerpunkte, P, ¢, R
die drei beliebigen Punkte. Wird bloss
R uals verinderlich angesehen, wilhrend
P und @ als fest gelten, so ist der
Mittelwert der Dreiecke PQR das Drei-
eck PQS; (s. Nr. 197).

Der Mittelwert der Dreiecke P@5S,,
wenn ) als allein veréinderlich angesehen wird, ist das Drei-
eck P.S;8S;.

Der Mittelwert der Dreiecke PS,S,, wenn P alle Lagen
in 4, anppnimmt, d. i. der Mittelwert der Dreiecke PQR,
wenn alle Punkte als willkiirlich angesehen werden, ist also
thatséichlich das Dreieck S,;S5,;S;.

Zusatz. Der obige Satz kann auch auf mehr Punkte
und Figuren ausgedehnt werden, wenn letztere so angeordnet
sind, dass die Umfinge irgend dreier durch eine Gerade
nicht zugleich geschnitten werden koénnen.

200. Problem XLIV. In der Iliche eines gegebenen
Dreiecks werden zwei Punkte willkiivlich angenommen und mit
cinem Eckpunkte 2w einem Dreieck verbunden; den mittleren
Fliicheninhalt dieses leteteren zu finden.

Losung. KEs sei ABC (Fig. 105) das gegebene Dreieck,
in welchem die Punkte P, @ beliebig an-
genommen worden sind; M bezeichne den ¢
Mittelwert der Fliche von PQC. Verbindet
man den Mittelpunkt D von 4B mit C
und bezeichnet mit J' den Mittelwert von
PQC, wenn P und @ zu verschiedenen 4 @z
Seiten von CD, mit M" denselben Mittel- B
wert, wenn P und ¢ auf eiverlei Seite von CD sich befinden,
so ist dem Satze Nr. 154 zufolge

2M =M+ M";

1
mun st offenbar " =L I, weil 4AD0= A DBC— 5 44BC
ist, daher

Tig. 104.

Fig. 105.



2 ..
M=§‘M,’

und da endlich (nach Nr#199) M’ gleich der Fliche jenes
Dreiecks ist, welches die Schwerpunkte von 4 DC und D BC

mit C verbindet, also .M’ = %AABO’, so hat man
4
M= = 57 A4 ABC.

201. Problem XLV. In der Fldche eines gegebenen
Dreiecks werden zwei Punkte willkiirlich angenommen und mit
einem beliebigen Punkte einer der drei Seiten zu einem Dreieck
verbunden; es ist der mittlere Flicheninhdlt dieses Dreiecks
zu bestimmen.

Fig. 106, Losung. Die einer besonderen, durch

o AP = z charakterisierten Lage des Punk-

tes P in der Seite AB (Fig. 106) ent-

o sprechende mittlere Fliche des Dreiecks
PQR sei M, Trennt man die Fille, in

al’ S g Welchen @, R beide im Dreieck APC, beide

im Dreieck PBC, endlich je einer in einem
dieser Dreiecke liegt, und bezeichnet die betreffenden Mittel-
werte mit M,, M,, M, so fiihrt Satz Nr. 154 zu der Gleichung

1) (4ABCY M,~(44PC Y M+ (4 PBC)2 My+24APC- A PBC. M,
Nun ist (s. Nr. 200)

4 4

M= gz AAPC,  My= o 4 PR,
ferner (nach Satz Nr. 199)
1
M,= 5 4 ABC;

fithrt man diese Werte in Gleichung 1) ein, so wird
4
(AABO)ZMx=—(AAPO)3+i7(dPBC’)3+gAAPO-APBO-AABC,

oder wenn man die einzelnen Dreiecksflichen durch 4P = g,
AB = ¢ und die Hohe % des Dreiecks ABC, dessen Inhalt
J heissen moge, ausdriickt:

2) Pi= ()| kaq g7 =2+ Zea(e— ).
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Der verlangte, auf alle Lagen von P in 4 B ausgedehnte
Mittelwert ist

'[(; 5_['_’13 dx 1 } 3 'g 4 4 2 1
0 v 3 - - —_
3) M=7—=0J2(§> / {2795 +27(c ) +9cz(c x)}dxﬁg

0

202. Problem XLVI. In der Fliiche eines gegebenen
Quadrates werden zwei Punkte willkiirlich angenommen und
a) mit einer Ecke, b) mit dem Mittelpunkte des Quadrates zu
einem Dreieck verbunden; es ist die mittlere Fliche dieses
Dreiecks zu bestimmen.

Losung. a) Wird das Quadrat durch die Diagonale AC
(Fig. 107) in Dreiecke zerlegt und beziehen B 17,

J.

sich M', M" auf die Fille, wo P, ¢ zu ver- D c

schiedenen Seiten, beziehungsweise auf einer- s a

lei Seite von AC liegen, so ist dem Satze |Fs

Nr. 154 zufolge /,/ o
2M—M'+ M"; 47 B

nun ist M’=AASS'=% des Quadrates (S, S’ sind die

Schwerpunkte der Dreiecke AR C,ADC), M" = % AABC= %
des Quadrates (s. Nr. 200), daher M = % des Quadrates.

b) Zerlegt man das Quadrat vom Mittel- ,  ¥ie 105
punkte aus in vier gleiche Quadrate (Fig. 108),
so lassen sich drei Gruppen von Féllen unter-
scheiden:

1. P, @ liegen in demselben Quadrate, A"\"\\,b;
Mittelwert M'; 4

2. P, Q liegen in zwei nebeneinander liegenden Quadraten,
Mittelwert M"';

3. P, @ liegen in zweli diagonal gegeniiberstehen-
den Quadraten, Mittelwert M"'. Wird der Inhalt des ge-
gebenen Quadrates A BCD als Einheit angenommen, so besteht
zwischen diesen drei und dem verlangten Mittelwerte I die
Beziehung:

o
C

g
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1\? 152 13
12-M=4<~> lll'+4-2<—> JII”—I—Q-?(—) X,
+ 4 4
de
011)‘ M=lM’+lM”+—1—M”'
4 2 4 )
M' und M" sind an Grdsse gleich, da jedem Dreieck
OPQ dritter Art ein inhaltsgleiches OP@Q' erster Art ent-
spricht; obige Gleichung vereinfacht sich also zu

2) = 5 (M7 4 3,
. , 113 , 1
Nun ist dem Falle a) zufolge M'=2+ — M"—= 4088'=—
4 108 16
daher 5
3). M =155

des gegebenen Quadrates.

203. Problem XLVII. In jeder Seile eines gegebenen
n-Fcks wird ein Punkt willkiirlich angenommen; indem man
diese Punkte der Reihe nach verbindet, entsteht ein zweites n - Eck,
das von dem gegebenen n Dreiecke abschneidet. In jedem dieser
Dreiecke wird abermals ein Punkt gewihlt. FEs ist der mittlere
Flicheninhalt des n-Ecks
2u finden, welches durch
Verbindung der letzige-
nannten Punkte gebildet
wird.

Lésung. Es sei
ABCDE (Fig. 109)
das gegebene, PQRST
das erste ihm ein-
geschriebene Polygon.
Nimmt man in den
Dreiecken AT P, BPg,
CQR, DRS, EST die
Punkte U, V, W, X, Y der Reihe nach beliebig an, so stellt,
dem Satze Nr. 199 zufolge, bei festhleibendem PQRST
das Polygon S, 8,5S,S,8;, welches die Schwerpunkte der
eben genannten Dreiecke verbindet, die mittlere Fliche von
UVWXY vor.

Fig. 109.
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Nun mbgen auch die Punkte P, @, R, S, 7' als verénderlich
gelten, und zwar zunichst nur der Punkt P in AB. Dann
dndern sich die Punkte S, S, gleichzeitig; von dem Polygon
S;...8; ist also das Viereck S;S;S,S, veriinderlich und er-
langt, wie jetzt gezeigt werden soll, seine mittlere Fliche,
wenn P mit dem Mittelpunkt F von 4B zusammenfillt.

Die Schwerpunkte §,, S, bewegen sich wihrend der
Anderung von P auf geraden, zu AB parallelen Geraden;
die Wege, welche sie beschreiben, sind leicht zu ermitteln.
Fillt ndmlich P nach 4 oder unendlich nahe daran, so liegt
der Schwerpunkt des Dreiecks AP7 in 1 (so dass 41 = —;)- AT),
jener des Dreiecks BPQ in 2 (Schwerpunkt von ABQ).
Kommt dagegen P nach B zu liegen, so befindet sich der
Schwerpunkt des Dreiecks A PT in I (Schwerpunkt von ABT),

jener des Dreiecks BP@Q in I (so dass BII = %BQ) Die

Schwerpunkte S, S, bewegen sich also lings der Strecken
11, 21T beziehungsweise, und ihre Lagen sind tber diese
Strecken -gleichférmig verteilt wie jene von P iiber 4B,

Daraus folgt unmittelbar, dass die mittlere Fliche des
Dreiecks S,S,S, dargestellt ist durch das Dreieck S;S',S;,
in welchem S, der Mittelpunkt von 117 ist; fiir diese Lage
von S; fillt aber P nach F.

Aber auch das Dreieck 8, 5,8, erlangt seinen Mittelwert,
wenn S, S, mit den Mittelpunkten S';, 'y von 1I, 211 zu-
sammenfallen. Denn

. 4 8,8,8= 48U, 8, — 45, UySy — U, 5,8, Us,
und alle Bestandteile der rechten Seite nehmen gleichzeitig
ihren beztiglichen Mittelwert an, wenn S,, S, nach '}, S, fallen.

Auf demselben Wege kann gezeigt werden, dass das
Polygon S,...S, fir alle Lagen der Punkte P, @, R, S, T
auf den betreffenden Seiten des gegebenen Polygons seine
mittlere Fliche erlangt, wenn diese Punkte mit den Mittel-
punkten F, G, H, J, K der Seiten zusammenfallen.

Im Hinblick auf Nr. 191 ergiebt sich hieraus die be-
merkenswerte Thatsache, dass die Flichen der Polygone
PQRST und UV WXY gleichzeitig ihre Mittelwerte erlangen.
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Erstes Beispiel. Ist die gegebene Figur ein Dreieck
4 s 1
(Fig. 110) vom Inhalte J, so ist M = ZJ'

Pig. 110. Zweites Beispiel. Ist die gegebene
Figur ein Rechteck (Fig. 111), dessen In-
halt J ist, so hat man

4
M= 9 J. |
Drittes Beispiel. Ist die gegebene Figur
ein regulires n-Eck (Fig. 112), dessen
¢ Seite @ und dessen Inhalt J ist, so er-
; : ,
- giebt sich U <S1_Sg> 7.
a

?

2 : .
da nun S,S,= a —  a sin’e, so ist weiter

3
SI‘S2>2< 2'2)2 4-2 4'4 1 2 2¢
( o b 1—§sm o —1——3—sm a+§sm a—g(Ssm a+cos?2a),
daher endlich
[ — 4 (8 sin® = 4 cos? 2—”) J.
9 n 7
Tig. 112, 204. Problem XLVIII. In
0 der Fliche eines gegebenen Drei-
x 2\ ecks werden drei Punkte will-
AN c o
VAR IR kiirlich — angenommen und  2u
z A\ M esmem Dreieck verbunden; es ist
Y der mittlere Flicheninhalt des-

selben zu bestimmen.

Losung. Das gegebene Dreieck heisse ABC, sein In-
halt J, das variable PQR, der verlangte Mittelwert M. Die
Summe der Dreiecke PQR, d. i MJ® wichst um d(MJ?),
wenn man das Dreieck 4 BC um ein Element dJ vergrossert,
das begrenzt ist von der Seite 4B und einer dazu Parallelen
in unendlich kleinem Abstande; und zwar besteht die An-
derung der erwihnten Summe in der Summe jener Dreiecke
P@QR, welche einen Eckpunkt in dem Element dJ (oder in
der Seite AB) haben, ist daher, wenn der Mittelwert dieser
besonderen Dreiecke mit M' bezeichnet wird, gleich 3 M'J2ddJ.
Zwischen M und M' besteht also die Gleichung

oder diMJ3)=3M'J2dJ
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q (J'—J[ JY) =80 * a7,

1 . : ; :
und da T konstant ist, so ergiebt sich nach Austithrung der

links vorgeschriebenen Differentiation
3 7!
M= p A
Setzt man fir M' den in Nr. 201, Gleichung 3) gefundenen
Wert ein, so erhiilt man schliesslich
1
M= 9 J.

Anmerkung. Die Aufgabe: Die Wahrscheinlichkeit
zu finden. dass vier in der Fliche eines gegebenen Dreiecks
willkiirlich bezeichnete Punkte P, @, R, S ein konvexes Vier-
eck bestimmen — findet in der vorangehenden ihre einfachste
Losung.

Bezeichnet nimlich o den Inhalt des gegebenen, ¥ den
Inhalt jenes Dreiecks, das von irgend drei der vier Punkte,
z. B. P, ¢, IR, bestimmt wird, so ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass der vierte Punkt S in das Dreieck PQR fallt
oder dass die vier Punkte ein Viereck mit einspringendem
Winkel bestimmen, dem Satze Nr. 175 zufolge:

M(V)
J
d. 1. mit Zuhilfenahme des oben fir M (V) gefundenen Wertes

1

=33

qg=+4

b

daraus ergiebt sich die verlangte Wahrscheinlichkeit
2

Py

205. Problem XLIX. In der Fliche ciner ebenen, kon-
vexen, geschlossenen. Kurve werden drei Pumkte willkiirlich
angenommen wnd zu einem Dreieck verbunden; cs soll der mitt-
lere Fliicheninhalt dieses Dreiecks berechnet werden,

Losung. Wird der Inhalt des Dréiecks PQE mit V
bezeichnet, sein Mittelwert mit M (7), und wird ein vierter
Punkt S in der Fliche der Kurve beliebig angenommen, so
16

Czuber, Wahrscheiuliehkeifsreclmung
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fallt er, dem Satze Nr. 175 zufolge, mit der Wahrschein-
liclllkeit _ u(P)
) J
in das Dreieck PQR; wenn J den Inhalt der Kurve bezeichnet.
Fiir dieselbe Wahrscheinlichkeit wurde in Nr. 126, Gleich-
ung 6), der Ausdruck

2) H=1,—%f/0322,(7p ao

gefunden; darin bedeutet C die Linge jener Sehne der Kurve,
deren Lage durch die Polarkoordinaten p, 0 bestimmt ist,
% das zu einer Seite dieser Schne befindliche Segment der
Fliche; die Integration ist auf alle Sehnen auszudehnen uud
dabei X imwmer zur selben Seite der Sehne zu nehmen.

Durch Vergleichung von 1) und 2) ergiebt sich der ver-
langte Mittelwert

3) MOV)=J— %‘/70322(?]9 do.

Fiir einen Kreis vom Halbmesser r heispielsweise hat
das Doppelintegral [s. Nr. 125, Gleichung 4)] den Wert

, 3D

der mittlere Flicheninhalt des aus drei in der Fliche dieses
Kreises beliebig angenommenen Punkten gebildeten Dreiecks
ist also gleich 95 42

M= 15w

206. Problem L. Auf einen gegebenen festen
Kreis wird ein zweiter willkiirlich geworfen; es
ist der muttlere Inhalt der durch ihn bedeckten.
Fliiche des ersten Kreises zu finden.

Losung. Ks sei O (Fig. 113) der Mittel-
punkt, R der Halbmesser des festen, @ der
Mittelpunkt, » der Halbmésser des geworfenen
Kreises, V' die beiden Kreisen gemeinsame Fliche; eine solche
ergiebt sich nur dann, wenn ¢ innerhalb eines aus O als
Mittelpunkt mit dem Halbmesser R + » beschriebenen Kreises
zu liegen kommt, und nur diese Lagen von ¢ sollen in Be-
tracht gezogen werden..

Fig. 113.
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Wird in der Fliche des festen Kreises ein Punkt P
beliebig angenommen, so ist dem Satze Nr. 175 zufolge
M(7)
b P=w
die Wahrscheinlichkeit- dafiir, dass er in die beiden Kreisen
gemeinsame Fliche fillt.

Dieses Freignis kann aber auch so aufgefasst werden,
dass @, nachdem P bereits angenommen worden, in einer
Entfernung von P zu liegen komimt, die kleiner ist als 7,
und bei dieser Auffassung driickt sich seine Wahrscheinlich-
keit wie folgt aus:

2) g mr? =< ¥ >2_
n (B + r)? R4
Aus der Vergleichung von 1) und 2) ergiebt sich der
verlangte Mittelwert

) M(V) = =B (R i}— 7')2'

Sind die Kreise gleich gross, so wird im Mittel ein Viertel
des festen durch den beweglichen gedeckt.®

207. Problem LI. FKine Scheibe; deren Umfang durch
eme konvexe Kurve gebildet wird, ist auf eine Ebene geworfen
worden, in welcher durch zwei parallele Gerade ein Streifen
begrenzt ist. Es soll der mittlere Inhalt des durch die Scheibe
bedeckten Teils des Streifens gefunden werden, vorausgesetst, dass
nur jene Idlle geziihlt werden, wo die Scheibe den Streifen
wirklich trifft.

Lésung. Der Inhalt der Scheibe sei J, die Linge ihres
Umfanges (L) heisse s, die -Breite des Parallelstreifens in
der Ebene @, die durch die Scheibe gedeckte Fliche V. Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein auf der Scheibe willkiirlich be-
zeichneter Punkt P (Fig. 114, 8. 244) auch auf den Streifen

zu liegen kommt, ist M
1) i

Dieses Ereignis kann aber auch so gedeutet werden, dass
bei fester Scheibe der anf sie geworfene Parallelstreifen den
Punkt P aufnimmt. Um den dieser Auffassung entsprechenden

* Vergl. damit Nr. 176.
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Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit zu finden, bedenlke man,
dass ein giinstiger Fall sich ergiebt, wenn die Mittellinie EF'
des Streifeus einen Kreis schneidet,

Fig. 114.

. 1
welcher mit dem Halbmesser ga aus

P als Mittelpunkt beschrieben wird,
wihrend jene Fiille als moglich zu zéihlen
sind, wo EF eine zu L parallele Kurve.

L/, im Abstande %—a von L, schneidet.

&

Da die Linge der letzteren Kurve
gleichkommt s + wa®*, so ist, Nr. 81 zufolge:

2)

_ma
P= Y wd
Durch Vergleichung der Ausdriicke 1) und 2) erhilt
man den verlangten Mittelwert .

3) M(V) =

Ist die Scheibe kreisférmig und # ihr Halbmesser, so ist

a
M(V) = o amﬂ,

inshesondere fiir a = 21

M(V) = —21-m~2.

T
s+ ma

* Ist GH=ds (Fig. 115) ein Element der Kurve L, so begrenzen

die Normalen GG'—= HH'=¢ seiner End-
punkte ein Element G'H’—=ds' der Parallel-
kurve I/, Fithrt man HH" // GG, so wird
G'H' in zwei Teile zerlegt, und mit Vérnach-
lassigung lkleiner Grossen hoherer Ordnung ist

G'H”‘=GH=CZS, H”H’=—a—d@,
daher 2
ds'=ds+%d@;

durch Integration folgt hieraus die Linge der Parallelkurve

s’-s+£2 =
§= 5 T=84 m0O.
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